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Devoir surveillé n°5 - Concours blanc n°2 - Corrigé

Dans tout le devoir, on suppose que les bibliotheques Python sont déja importées avec leurs alias habituels :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

Exercice 1 (d’aprés ECRICOME)

X 21 _
Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f;, sur R; par : Vx=0, f(x) :f

dr
r+1

Partie A : Etude de la fonction f),
Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

. 2n_ , Lo . PPN L
1. La fonction g,: t— % est continue sur Ry par opérations sur les fonctions usuelles (#+1 #0). Ainsi, d’aprés le théoréme
fondamental de I'analyse, f;, est la primitive de g, qui s'annule en 0.

A ce titre, f,, est de classe €' sur R, et, pour tout x>0, on a

X" -1

x+1°

fnx) =

2. VxeRy, f;(x) est de méme signe que son numérateur. Or, VxR, :

PP-1>0 o x*"'>1 o x>1

On en déduit que ‘ fn strictement croissante sur [1;+oo[ et strictement décroissante sur [0, 1]. ‘

3. f) est de classe €' sur R, par opérations sur les fonctions usuelles (f+1#0) et donc f; est alors de classe €2 sur R,. Pour
x=0,0n a
2nx*" M x+ 1) -(x*"-1)  @n-Dx*"+2nx*"1 +1
(x+1)2 B (x+1)2

[l est clair que, pour tout x =0, f/(x) =0 (le numerateur est combinaison linéaire a coefficients positifs de puissances de x, et
le dénominateur est un carré).

Ainsi,

7 (x) =

fn est convexe sur R,. ‘

4. a. On peut montrer ce résultat de plusieurs maniéres :
Premiére méthode: On pose ¢ la fonction définie sur [1;+oo[ par ¢(f) = 2" =1 —n(t*> - 1)
@ est dérivable sur [1;+oo[ (fonction polyndéme) et V¢ € [1;+o0l,
@' =2n*""1—2nr=2nt(r*""2-1) =0 sur [1,+oo[ Donc ¢ est croissante sur [1,+oo[.
Son minimum est donc atteint en 1 et vaut ¢(1) =0 donc Yt € [1;+00], ¢(t) =0, ce qui justifie I'inégalité demandée

Deuxiéme méthode: Si x> 1, observons que

n n—1 n—-1
x" -1
= x* > Zl:n
-1 5 k=0

ce qui donne x™ —1=n(x—1) pour tout x > 1. Cette inégalité s'étend naturellement & x =1 (les deux membres sont
nuls). En I'appliquant & x = (si £=>1, on a bien > >1), on a l'inégalité voulue.

Troisiéme méthode: On aurait également pu penser a une démonstration par récurrence, qui est possible mais pour
laquelle I'étape de I'hérédité est assez technique au niveau des calculs. C'est, comme dans la deuxiéme méthode

n-1
I'égalité x" —1=(x—1) Y x* en posant x = £* qui permet de la mener 3 bien.
k=0
b. Comme t?—1=(t—1)(t+1), en divisant I'inégalité obtenue dans la question précédente par t+1 #0, on obtient, pour tout

t=1,

2]1_1 X t2n_1 X
=n(t-1) et donc par positivité de I'intégrale (1 < x) f dtzf n(t—1)dt (%)
t+1 1 t+1 1
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Soit x = 1. Par la relation de Chasles :

fn(x)

1[211_1 xt2n_1
f dt+f dr
o t+1 1 t+1

X
ﬁAD+nj'U—IMI
1

(t-121"
a2

(x-1)2
) +n 5

*
Y
x

ce qui est bien |'inégalité demandée.

c. Lorsque x tend vers +oo, le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers co. Par théoreme de comparaison, on peut
conclure que

Jim fotn) = #00

5. Comme | f,,(0) =0| et que f;, est strictement décroissante sur [0;1], il suit que f,,(1) < f,(0) =0.

6. La fonction f;, est strictement décroissante sur [0;1] et admet pour maximum 0 en 0. L'équation f;,(x) =0 n’admet donc pas de
solution sur ]0,1].

D’autre part,
e f, est continue et strictement croissante sur ]1;+oo[
e fr1)<0et xlemen(x) =+o0

donc f, réalise une bijection de ]1;+oo vers | f,,(1); +oo[

e Or0€]fy(1);+o0]

Donc I'équation f,,(x) =0 admet une unique solution sur ]1+oo[ et méme sur R}. Cette solution, que |'on note x, est donc
strictement positive et méme strictement supérieure a 1.

Partie B : Etude d’une suite implicite

On admettra que :

* > 2n+2
VneN » Xn 2 5,07

7. Soient x=0et neN*. On a

dz

X t2n+2_1d fx t2n_1
r+1 o t+1

for )= fulx) = fo

x t2n+2 _ t2n
f ——dr¢ (par linéarité de I'intégrale)
0

r+1
thn(IZ_l) X
= f—dt:f 2"t - Ddt
0 t+1 0
t2n+2 t2n+1 x x2n+2 x2n+1

o 2n+2 2n+1

— x2n+1 ( X _ 1 )
2n+2 2n+1)’

2n+2 2n+1

ce qui est bien I'égalité demandée.

X 1

H 2n+2
> P —
8. a. Soit x iz = anal-

> 505, on remarque qu’en divisant cette inégalité par 2n+2 >0, il vient
Reprenons I'inégalité précédente :

_ ,2n+l X 1
fn+1(x)—fn(x)_xn0 m_%“) donc [ fun@~ ful@)=0]
20 Y—m—m——
=0
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b. On applique le résultat précédent a x = x, (ce qui est licite par I'hypothése admise en début de partie). Ainsi,
fnr1(xp) = fulxp) 20 c'est-a-dire fur1(xp) 20
——
=0

c. Mais puisqu’'on a également f;;1(x,+1) =0, cela signifie que I'on vient de démontrer que f41(xn) = frr1(Xn+1)-
Or fu41 est bijective et strictement croissante sur [1;+o00[ et que x; et Xx,+1 appartiennent a [1;+oo[, on a :

fnr1(xp) 2 fur1 (X)) = Xp=Xpa

Ce qui signifie que la suite ‘ (xn) est décroissante. ‘

(x5) étant également minorée par 1, le théoréme de la limite monotone assure que | (x;) converge.

9. a. On sait déja que f;,(1) <0 d'apres la question 5.
Montrons que f,(1) = —In(2). Pour tout € [0;1], **—1>-1. |l suit (comme t+1=0) que

-1 -1
> —
t+1 " t+1

puis, par positivité de I'intégrale,

1tzn_ld 1H)d 1 ' 1 Lo d 1
= > _— = — = —_ = — >
faD) fo ez | e [nll+t|]01+t>0 [n(1+t)]0 nE), onc | fu(l)=—-In2

ce qui donne bien ce qu'on voulait.
b. On applique I'inégalité obtenue en 4b a x = x,, (toujours licite comme plus haut) :

falen) 2 faD + 3 (xa=1)" & 02 fu) + §(xa—1)°

=> 02—1n2+%(xn—1)2

q. préc.
& 2= 2(x,-1)
2In2
(xn—1)*
n
2In2
= > x;,—120
xp=1 n

Le membre de gauche tend vers 0 par opérations sur les limites lorsque n — +oo. Par le théoréme des gendarmes, on a

Xp—1 - 0, ce qui permet de conclure que
n—+oo

lim x,=1
n—+oo

Partie C : Etude d’une fonction de deux variables
On étudie la fonction G,, définie sur R} xR} par
V(x,y) eRy xRy,  Gu(x,y) = fulx) x fu(y).

10. < Les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y sont de classe €2 sur R* x R* (car polynomiales), a valeurs dans R*,

o la fonction f, est de classe €2 sur R*
Donc par composition, les fonctions (x, y) — f,(x) et (x,y)— fu(y) sont aussi €2 sur R x R}
Par produit c'est encore le cas de Gj,.

On a alors, pour tout (x,y) e R} xR}

191G, 7) = ful)) x ()|

02Gn(x,1) = ful®) X f(1) |
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11. On résout

' N 01Gp(x,y) = 0
(x,y) point critique de G, < { 0:,Gp(x,y) = 0
{ fn(X)fr’z(y) =0

W =0

Or, sur RY, f, ne s'annule qu'en x, et f) ne s'annule qu'en 1. Ainsi, puisque x, # 1,

{fn(x)f,’l(y) - 0 - {fn(x) =0 {f,’,(y) - 0

fa ) = 0 Ly = 0 fl) = 0
{ X = Xp { x =1
o ou
y = Xp y =1

Ainsi, | G,, admet deux points critiques : (x,, x,) et (1,1).‘

12. On commence par calculer les dérivées partielles d'ordre 2.

07 1Gn(x,¥)

Fa 1 (x)

6%,2 Gn(x,y) aé,lGn (x,9)

= @)
2n _ 2n _
_ X lxy 1
x+1 y+1

05,Gn(x,y) = ful0)fy ()

On forme alors les matrices hessiennes (on rappelle que fy,(x,) =0 et que f;,(1) =0). De plus, observant que

2n -1 2
ff;(xn)z = (xn—) ,

Xp+1
et
"M =n
on peut écrire
X2 -1

n

VG Xn,Xp) = ——
n( n }'l) xn+1

)

2 _ 10
\% Gn(l,l)—nfn(l)(o 1)

et

13. Les valeurs propres de V2G,(xp, x,) sont de méme signe que celle de la matrice M =(9}).
Or AeSpM << M-Alestnoninversible <o dettM—-AD=0 < (-A)?>-1=0 o A?2-1=0 o A==l
Les deux valeurs propres sont de signes opposés; G, présente un point selle en (x,,x,) et donc
‘Gn n'admet pas d’'extremum local en (x5, x,). ‘

14. Sur I'ouvert RX xR%, en le point critique (1,1), la hessienne est déja diagonale, ses valeurs propres (qui sont ses coefficients

diagonaux) sont strictement négatives (car nf,(1) <0 car f,(1) <0). Ainsi,
(et ce maximum vaut Gp(1,1) =fn(1)2)

G présente un maximum local en (1,1).
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Exercice 2 (d’apres ECRICOME)

1. a. Azz((27) £797 _2(24) et on obtient ‘A2—7A=—121.‘

b. Le polyndme x> —7x+ 12 est donc un polyndme annulateur de A. On trouve facilement ses racines qui sont 3 et 4.

Sp(A) < {3,4}.

c. Soit X =(y)e.45,1(R). On pose B3(4) = {X € 431 (R), AX =3X} et Ey(4) = {X € .45, (R), AX =4X}.

o Etude de E5(A) :
(facultatif : on aura vérifié au brouillon que puisque A-31= (_?1 _(1)1 _(2)2) est non inversible (avec une ligne nulle) on sait que 3 est bien une
valeur propre et que ce n'est pas de la perte de temps que de résoudre le systéme linéaire suivant, qui aura forcément une solution non
triviale (et puisque A—31I est manifestement de rang 1 car les lignes non nulles sont colinéaires), on sait méme que E3(A) sera de dimension

3-1=2 d’apreés le théoréme du rang version matricielle)

XeEA) o (A-3DX=0

-x+y-2z=0
= 0 =0

X —y+2z=0
< x=y-2z

y-2z
o X=

4

o x=()eo()

d’ou I'on déduit que 3 est effectivement valeur propre de A, et que

E3(A) =Vect((i)’(_?2))

. 1 -2 , . , . s ..
or la famille ((1),( (1) )) génératrice de E3(A), est également libre (car constituée de deux vecteurs non colinéaires), on

) (¥):

en déduit qu’

(=Tl

une base de E3(A) est ((

e A=4: (de méme)

X€eE(A) o (A-4DX=0

—2x+y-2z=0
=3 vy =0
X —-y+z=0
{xz—z
=
y=0
o x=(d)
o x=s(})

d’ou I'on déduit que 4 est effectivement valeur propre de A, et que

E4(A) :Vect((_(l)l))

La famille ((_(l) )) génératrice de E4(A), est également libre (car constituée d'un unique vecteur non nul), on en déduit

qu

une base de E4(A) est ((_(1)1))
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d. Comme les valeurs propres de A sont non nulles, A est |inversible |.

. 1 -2 -1 . - SN
De plus, la famille (((1)),( 0 ),( 0 )) est libre (comme concaténée de bases de sous-espaces propres relatifs a des valeurs

propres disctinctes) et de cardinal 3, dans 'espace .44 1(R) qui est de dimension 3. Cette famille de vecteurs propres de A

constitue donc une base de /3,1 (R) et par suite ‘ A est diagonalisable ‘

2. a. Pour trouver le noyau de f, on cherche les vecteurs v de R® qui vérifient f(v) =0. On pose v = (x,¥,2) € R3.
X
Cela revient a résoudre le systeme BX =0, d'inconnue X = (JZ/) €M31(R)

Or
x—-y—2z=0 x—-y—2z=0
x=y
BX=0 < -3x+3y-3z=0 < 6z=0 < {
Lp—3L1+Ly =
—X+y+z=0 L3—L1+L2 0=0

d'ou I'on déduit que

Ker(f) = Vect((1,1,0)).

Comme par ailleurs c'est la méme résolution qui permet de déterminer le sous-espace propre Ey(B), on en déduit

iy . 1
que | 0 est valeur propre de B| et que le sous-espace propre associé est également | Ey(B) :Vect((é)) .

b. La matrice B—2 I3 s'écrit
-1-1-1
B-2I3= (—3 1 —3).
-1 1 -1
Les premiére et derniere colonnes de cette matrice sont égales, mais elles ne sont pas proportionnelles a la deuxieme colonne.

On en déduit que

c. Il est plus facile pour ce calcul d'utiliser le calcul matriciel :

Matg(f(e; —ex —e3)) = Matgz(f) -Matg(e; —e2 — e3)

D'ou : ‘f(el—ez—eg)23'(61—62—63).‘

d. e lerang de (B—21I3) est différent de son ordre, donc B—21I3 n'est pas inversible, et donc 2 est valeur propre de B.
. 1 3 1
e Du fait que B-(j) = (—g) —3(:%) 3 est valeur propre de B.

Les réels 0, 2 et 3 sont donc valeurs propres de B; comme B est une matrice d'ordre 3 et qu'elle admet trois valeurs propres
distinctes, on en déduit que ‘B est diagonalisable. ‘

3. Il s’agit de trouver une base de vecteurs propres communs a3 A et a B.
Remarquons tout d'abord que les sous-espaces propres de B sont tous de dimension 1 en raisonnant par I'absurde.
On sait que les dimensions de sous-espaces propres sont supérieurs ou égaux a 1.
Supposons que 'un de ces sous-espace vectoriel ait une dimension strictement supérieure a 1. En concaténant les bases des
trois sous-espaces vectoriels obtenus, on obtient donc une famille libre de .43 (R) constituée de plus de 4 vecteurs, ce qui est
impossible puisque c’est une espace de dimension 3.

On va ensuite sélectionner un vecteur non nul pour chaque valeur propre de B, en faisant bien attention a I'ordre dans lequel on
doit considérer les valeurs propres (on observe pour cela la diagonale de D)

Vs , 1 L2
e |'énoncé propose le vecteur (—1) comme élément de E3(B);

, .y 1 .
e on a déterminé que ((1)) engendrait Ey(B);
. . , -1 /17
e Comme les premiére et derniére colonnes de B—2 I3 sont égales, le vecteur ( (1) ) est un élément de E»(B)
La seule matrice P satisfaisant simultanément les trois premiéres conditions est donc

11-1
P=(—11 0).
-10 1

Observons maintenant que les colonnes de P sont également des vecteurs propres de A :
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e La troisiéme colonne de P est dans E4(A)

e La deuxiéme colonne de P correspond a I'un des deux vecteurs de la base de E3(A) trouvée en question 1lc.
. N . . 1 3
o Enfin, on constate que la premiére colonne de A est également dans E5(A), puisque A(—%) = (—g)
. . 1 1 -2 1 -2
(on aurait aussi pu remarquer que (:}) = —((1)) —( (1) )e Vect(((l)),( (1) )) =E3(A))
La quatrieme et derniére condition est donc elle aussi remplie, avec

D, =diag(3,3,4).
4. Distribuons P71 3 gauche de la relation définissant X4 :
Yoz =P Xpuo
=P (5 AXpi1 + § BX2)
=P AXp +32PTIBX,

Donc, en se servant des relations P"'B=D, P! et P"'A=D; P!, obtenues en multipliant les relations de la question 3 3 droite
par P~1. on obtient comme demandé :

Yni2 =g D1P™ Xpr1 + g D2 P! Xy
=%D1 Yn+1+(13D2 Yn
5. On a vu que D; =diag(3,3,4) et que D, =diag(3,0,2). Des lors,

1 g an+1 14 an
Y40 = gdlag(3,3,4) (lc””f ) + gdlag(3,0,2) (icﬂn)
n+ n

3an+1 3ay
i) 4 ()
2¢cy

3bp+1
4cCnt1

D

- 2 bp+1

2 1
3Cn+1+3Cn

d’ou les trois relations demandées.

6. (On pourrait procéder par la méthode du pivot, mais il est plus efficace de calculer le produit de P par la matrice proposée et de constater qu'il vaut I3,

1-11 _ 1-11
puisque I'énoncé nous offre I'expression de la matrice inverse.) Le calcul de P(% 01 %) donne I. Donc P71 = (% 01 %)

Vu les valeurs de Xj et X7, on obtient
1-11)\(3 2 1-11)\(3 1
Y0=(101)(0):(2) et Y1=(101)(0)=(1).
1-12/\1 1 1-12J\=2 -1

1 1
ap=2, ar=1, apy2=5a0p+1+50an
7. D’apres les question 5 et 6, on a obtenu les relations suivantes : bo=2, b1=1, buyi2 = 5by pour tout neN
_ _ _ 1
=1 ca=-1, cCps2 =5Cn+1+3Cn

o La suite (ay) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique cz—%c+% =0 admettant pour solutions 1
et —%. On en déduit que a, est de la forme
ap=A-1"+p-(-)"
ou A et p doivent satisfaire le systeme linéaire
A+pu=ay=2 A+pu=2
) o
A-zpu=a1=1

d'ou
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e La suite (by) est une suite géométrique de raison % avec by =2, d'ou

vneN, b,=2""

o La suite (c,) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique ¢ = %c+% admettant pour solutions
1et —%. On en déduit que ¢, est de la forme

cn=A1"+p-(-D"
ou A et u doivent satisfaire le systéme linéaire

{ A+p=c=1 {/1+,u:1
A—%u:clz—l

d'ol

VneN, c,=—3+3-(-%)"

8. Finalement,

vneN, X,=P-[ 2

4.2 ( 1\
+ ( 3)

9. a. Ici, il s'agit de transcrire en Python la définition récursive de X,,.
Le vecteur Xold représente X, et le vecteur Xnew, X,+1. On compléte donc le code de la facon suivante :

import numpy as np

def X(mn):
Xold = np.array ([[3],[0],[-111)
Xnew = np.array([[3],[0],[-211)
A=np.array([[2,1,-2],[0,3,0],[1,-1,5]])
B=np.array ([[1,-1,-1],[-3,3,-3],[-1,1,111)
for i in range(2,n+1):
Aux = Xold # sauvegarde
Xold = Xnew # avance d’un rang
Xnew = 1/6*(np.dot(A,Xold)+np.dot(BxAux)) # calcul du terme suivant
return Xnew

Pour cette derniere ligne, on regarde ce qui se passe pour n =2 par exemple, ou un seul tour de boucle sera effectué; la
valeur la plus récente de Xold sera Xi, et la valeur la plus récente de Xnew, X, ; c'est donc bien Xnew qu'il faut renvoyer.

b. Lorsque n tend vers l'infini, on constate, puisque les trois nombres —1/2, 1/2 et —1/3 sont dans l'intervalle ] — 1;1[ et que
(=1/2)", (1/2)" et (-1/3)" sont toutes trois convergentes vers 0, que

4
11-1 3 11/6 2
=(cr10){ 8= () = (1)
-10 1 —71 -11/6 -2

d'ou I'on conclut que les suites de points sont dans le méme ordre que les coefficients de X,,, au sens ou

4 4
Yn—r((s)) et donc X,—P 0

_1
2

_1
2
o les croix représentent les ay,

e les plus cerclées représentent les B,

e les losanges noirs représentent les y,,.
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Exercice 3 (inspiré d’EML)

s . 8 16 —4
On considére la matrice A= (748 —és 4 )

1. a. A possede trois colonnes proportionnelles entre elles et non nulles, elle est donc de rang 1.

b. Son rang étant différent de son ordre, A n'est pas inversible et on en déduit donc que |0 est valeur propre de A.
Notons Ey(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0.

Soit U = (g) € M5, (R).

UeEyA) <o AU=0
8a+16b—4c=0
o —-8a—-16b+4c=0
4a+8b—-2c=0
& c=2a+4b

e U= (2(1%41))

On en déduit que  Ey(A) =Vect((é),(2))

. 1 0 -y . , . , .,
La famille ((2),(}1)) génératrice de Ey(A), est également libre (formée de deux vecteurs non colinéaires).

Donc ((é),(z)) est une base de Ey(A).
. v av=(3 (3= ()=o) =-or

e De plus, V n'est pas un vecteur nul.

Donc ‘ V est un vecteur propre de A associé a la valeur propre -10.

, . 1 0 . . , LN
d. < En concaténant la famille ((g),(i)) avec V, deux familles libres formées de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes, on obtient une famille libre.

o Cette famille constituée de 3 vecteurs propres de A dans I'espace vectoriel .#3(R) de dimension 3 forme donc une
base de A.

On en déduit que A est diagonalisable.

10 00 0
La formule de changement de base permet de dire que A=PDP~! en posant | P = ((2) 1 72) et D= (8 0 —?0)'

x(1)
2. Le systéme différentiel (SH) s'écrit X’ = AX sous forme matricielle en posant X : t+— X(¢) = (y(t)).
z(1)

. . . . . - 1 0 2\ _
A étant diagonalisable, on sait que la solution générale de (SH) est alors : | t— a(g) +,B(All) +y(—12)e 102 avec (@, B,y) € R3

3. Etude de quelques solutions de (SH) :

a. Xj et X, satisfaisant au méme probléme de Cauchy, on en déduit qu" elles sont égales
d'un probléme de Cauchy donné.

, puisqu'il y a unicité de la solution

b. Les états d'équilibre correspondent aux solutions constantes de (SH). On les obtient en résolvant AX =0.
Ce systéme a déja été résolu quand on a cherché les valeurs propres de A associées a la valeur propre 0 en question 1b.

On en déduit que ‘ les états d'équilibre sont les trajectoires (a,ﬁ,2a+4ﬁ) avec (a,p) € R2. ‘

c. A étant diagonalisable et ses valeurs propres étant négatives, on en déduit que toutes les trajectoires de (SH) sont

convergentes. ‘ Les états d’équilibres obtenus en question précédente sont donc des états d'équilibres stables.

d. On demande cette fois de résoudre un probléeme de Cauchy. D'apres la réponse de la question 2, il s’agit de résoudre le
systéme suivant :

a+2y= 4 a=4-2y a=2

B-2y=-2 = B=2y-2 o B=0
par substitution

2a+B+y= 5 8—-4y+2y-2+y=5 y=1
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En remplacant les valeurs trouvées dans |'expression obtenue en question 2, on obtient bien le résultat voulu :

242 —10¢t
VieR, X(t):z(é)+(-22)e—1°f: ity
2 1 Ate10t

e. Voici le script complété :

T = np.linspace(-0.5,0.5,100)

x = [2+2*np.exp(-10%t) for t in T]

y = [-2*np.exp(-10*%t) for t in T]

z = [4+np.exp(-10*%t) for t in TI]

fig = plt.figure() # pour l’affichage en 3D

ax = fig.gca(projection=’3d’) # pour l’affichage en 3D

ax.plot(x, y, 2z) # tracé de la courbe 3D

ax.plot(4,-2,5,’0r’) # point rouge matérialisant les conditions initiales

ax.set_xlabel(’x’) # légende sur 1’axe des abscisses
ax.set_ylabel(’y’) # légende sur l’axe des ordonnées
ax.set_zlabel(’z’) # légende sur 1’axe des cotes
plt.show ()

Remarque intéressante pour aller plus loin :
en exécutant ce script, on obtient la représentation graphique suivante :

140
120
100

60
40
20

200,554

300 O

On remarque que la trajectoire a I'air rectiligne et on aimerait comprendre pourquoi en observant les coordonnées de ses
composantes :

Placons nous dans un repére orthonormé (O oL, ], k) En appelant M le point mobile de coordonnées (x(t),y(t),z(t))
et A(2,0,4), on remarque que M appartient a la trajectoire étudiée si et seulement si :

x(t) =2 +2¢710¢ x(5) -2 = 2e710¢ x(H) -2 =22
y(t) = —2e710¢ o y() = —2e7101 e Ly =-20 e AM=11
z(h) =4+ e—lOt z(H)—4 = e—lOL‘ posons A=e () —4 = 1

en posant U = (2,-2,1). On en déduit que les vecteurs AM et T sont colinéaires et donc que M appartient a la droite
passant par A et dirigée par le vecteur .

Mieux, puisque le coefficient A est un nombre parcourant R tout entier lorsque ¢ € R, (la fonction ¢— ¢! réalisant une
bijection de R sur R%), on en déduit que la trajectoire est la demi droite ouverte | A, %). On peut réadapter la plage de cal-
cul de la variable ¢ et afficher le point A sur un nouvel affichage python (on en profite pour proposer un autre code possible) :

= np.linspace(-0.1,0.5,100)

2+2*np.exp (-10%t)

-2%np.exp (-10%*t)

4+np.exp (-10%*t)

ig = plt.figure() # pour l’affichage en 3D
ax = fig.gca(projection=’3d’) # pour l’affichage en 3D

H N < MW o
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ax

ax

.plot(x, y, 2z)
plot(4,-2,5,%0r’) # point rouge matérialisant les cond initiales
.plot(2,0,4,’0k’) # point noir

ax.

ax.
ax.
ax.
plt.show ()

set_xlabel(’x’) # légende sur
set_ylabel(’y’) # légende sur
set_zlabel(’z’) # légende sur

# tracé de la courbe 3D

matérialisant 1’origine
l’axe des abscisses
l’axe des ordonnées
l’axe des cotes

et ainsi visualiser ce que I'on vient de démontrer :

A de la droite

x' =8x + 16y — 4z + 4e” %!

4. Dans cette question, on s'intéresse au systéme différentiel (S) y' =-8x—16y+4z—4e~?!

Z'=4x+8y-
x(1)

2z

Une solution de (S) sur R est une application X: ¢ — (y(t)) oll x, y et z sont des fonctions de classe €' de R dans R, telles que,

pour tout t réel, on ait :

z(1)
X'() =8x(t) + 16y(¢t) — 4z

(1) + 4e72%¢

y'(£) = —8x(t) — 16y(t) +4z(t) —4e™ 2!
2/ () = 4x(1) + 8y(r) — 2z(1)

0
a. La colonne | B(¢) :( 8e8t ) permet d'écrire (S) sous la forme X' = AX + B(¢)

_4681‘

b. Y est une solution particuliére de (S) sur R, cela signifie que Y' = AY + B(f) ou encore que B(f)=Y'— AY.

X est solution de (S) surR o X' =AX+B(®)

¢ ¢ 0 ¢

X-Y

81
c. o Dunepart: VieR, Y'(t)z(s‘é )

81

X' =AX+Y' - AY
X' -Y' = AX - AY
X-Y)V=AX-Y)

est solution de (SH) sur R

8e' ged!
« D'autre part : VteR, AY(t):(—ggst) donc AY(t)+B(t):( 0 )
t

Donc VteR,

4

d. Un script python permettant d’afficher cette trajectoire est donné par :

H N < XM 4

1]

np.linspace(-0.5,0.5,100)
[np.exp(8*t) for t in T]
[1 for t in T]

[4 for t in TI]

= plt.figure ()

# pour 1’affichage emn 3D

11/17

d'apres la relation trouvée ci-dessus

Y'(£) = AY (1) + B(f) ce qui signifie que Y est une solution de (S) sur R.



Lycée Claude Fauriel Mathématiques Appliquées ECG2 - 2024/2025

ax = fig.gca(projection=’3d’) # pour l’affichage en 3D
ax.plot(x, y, 2z) # tracé de la courbe 3D
ax.set_xlabel(’x?) # légende sur l’axe des abscisses
ax.set_ylabel(’y’) # légende sur 1’axe des ordonnées
ax.set_zlabel(’z’) # légende sur l’axe des cotes
plt.show ()

Autre réponse possible pour les quatre premiére lignes demandées (moins intuitive, mais juste également) :

= np.linspace(-0.5,0.5,100)
= np.exp(8*t)

np.ones (100)

= 4*np.ones (100)

N < M o
]

On en profite pour remarquer que la réponse

t = np.linspace(-0.5,0.5,100)

x = np.exp (8xt)

y =1 # ATTENTION CE CODE EST FAUX

z = 4 # ATTENTION CE CODE EST FAUX

fig = plt.figure() # pour l’affichage en 3D
ax = fig.gca(projection=’3d’) # pour l’affichage en 3D
ax.plot(x, y, 2) # tracé de la courbe 3D

ax.set_xlabel(’x?) # légende sur 1’axe des abscisses
ax.set_ylabel(’y’) # légende sur 1’axe des ordonnées
ax.set_zlabel(’z’) # légende sur l’axe des cotes
plt.show ()

aurait renvoyé une erreur puisque la ligne ax.plot(x, y, z) n'aurait pas pu é&tre interprétée par python, z étant un
tableau de 100 nombres et x et y des simples nombres.

e. La trajectoire est une demi-droite ouverte paralléle a I'axe des abscisses d’origine (0,1,4) dirigée du coté des "x croissants".
En effet, y et z sont invariants et x, égal a une exponentielle, ne prend que des valeurs strictement positives pour tout ¢
réel.

f. En collectant les réponses des question précédentes :

X est solution de (S) sur R & X -—Y est solution de (SH) sur R d'aprés la question 4b

o VIieR, X-Y)() = ( ) ( ) (gz)ef 0F  avec (a,ﬁ,y)e[R{3 d’aprés la question 2

1
2

+
o VieR, X(t)—(e}j[) ( ) (411) ( lz)e 0f  avec (a,B,7) eR3 d'apres la question 4c
o VieR, X(p) = (e;: ) ( ) (fl:) (—?z)e_wt avec (a,3,7) eRr®

81
Les solutions de (S) sont donc données par : | t+— (el )+ a ((21)) + B (z) +y(—?2) e 100 jvec (a,B,7) € R3
4

g. Aucun choix de triplet (a, B,7) ne permet d'obtenir une solution convergente en raison de la premiere composante qui tend

vers +oo puisque ¥ — +oo.

t—+o0

Toutes les trajectoires de (S) sont donc divergentes. ‘
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Exercice 4 (d’apres EDHEC)

Partie 1

1
Pour tout couple (p, q) d'entiers naturels, on pose I(p,q) =f xP(1-x)9dx.
0

(On remarque que ces intégrales font déja I'objet d’une partie d'un probléme sur le sujet EDHEC 2008 ou la récurrence de la question 1.b était & démontrer

et non admise. On pourra donc s'entrainer a la faire & la maison a titre d’exercice)

1. a. Pour tout couple d'entiers (p,q), x— x”(1—x)9 est continue sur le segment [0;1] (comme fonction polynéme), rendant
licite la définition de I'intégrale I(p, q).
b. Soit (p,q) e NxN*. Posons
ux) = (1-x9 donc U(kx) = —-q1l-x97"!
vix) = xP avec V() = FqxPt!
Les fonctions u et v ci-dessus de classe 6! sur [0;1] (polyndmes), rendant I'intégration par parties licites. Celle-ci permet
d'écrire
1 xp+1(1_x)q 1 q 1 1 1
Ipg) = f xP(1-x)7dx = P A-x7"dx
0 p+1 o P+1lJo
q
= —I(p+1,q-1),
p+1 (p a-1
car la fonction x+— xP*1(1-x)7 dans le crochet s'annule en 0 et en 1. On a bien la relation demandée qui permet, par une
récurrence admise de donner la formule o
p:q:
I(p,q) = I(p+4q,0).
P (p+q)! prd
2. a. Une primitive "a vue" donne :
1 xpra+l ! 1
I(p+q,0):f xPtidx = =
0 p+tq+l], |ptqg+1
Il suit immédiatement, d'apres la relation admise précédemment que
1q! 1q! 1 Iq!
I(p,q) = pq I(p+q,0) = ra _ pq
(p+qg)! (p+q) p+qg+1 |(p+g+1)!
b. Soit peN. On a
1 1! 2
f xp(l—x)pdx:I(p,p): p:p: _ (P)
0 (p+p+1)! | 2p+1)!
Partie 2
. 2n+1)!
Dans cette partie, on pose, pour neN, a, = W
n!
- . e | apx"1-x)" sixe[0;1]
On considere la fonction b,, définie par b, (x) —{ 0 <inon

3. La fonction b, satisfait les trois les conditions pour étre considérée comme une densité de probabilité :

o Elle est positive ou nulle sur R tout entier.

En effet, elle est produit de trois nombres positifs sur [0;1] et nulle ailleurs.

e Elle est continue sur R sauf peut-étre en 0 et en 1. En effet :

o Sur ]0;1[ c'est une fonction polyndme donc elle est continue.

o Sur ]—o00;0[ et sur ]1;+oo[, elle est constante nulle donc continue.
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+00
o L'intégrale f b, (x)dx converge et vaut 1.
J

—00
En effet, b, étant nulle en dehors de [0;1], la convergence de I'intégrale ci-dessus se rameéne a celle sur [0;1] qui existe car
c'est celle d’une fonction continue. De plus, on reconnait les calculs de la Partie 1 :

fl by(x)dx=«a flx”(l N'dx=«a (n)”
= —_ = X ——— =
o "Jo "7 @2n+1)!
. .. . 1 i xe0;1
4. La variable Xy a pour densité la fonction by. Observant que ag =1, on a by(x) :{ 0 ::n)ccm [0;1]
On reconnait une densité de la loi uniforme %2([0;1]) donc | X — 2 ([0;1]) |.
5. a. Par définition,
+00
X, admet une espérance = f xby (x)dx converge absolument
—00
1
o f a,x" (1 - x)"dx existe
0

Naturellement, la derniére intégrale ci-dessus existe (c'est encore I'intégrale sur [0;1] d'une fonction polynomiale continue)
et on reconnait méme, au facteur a, pres, l'intégrale I(n+1,n). Ainsi, X;,, admet une espérance et

2n+1)! (n+D!n! n+1 1
EXy)=ayl(n+1,n) = i =

M2 2n+2)!  2n+2 2’

ce qui est bien le résultat demandé.

b. Pour la variance, |'existence de celle-ci est caractérisée par celle du moment d'ordre 2.

Xy, admet une variance o X2 admet une espérance
+00
o f x2b,(x)dx converge (absolument)
—00
1
o f @, X" (1 - x)"dx existe
0

Cette intégrale existe a nouveau et on a

2n+1)! (n+2)!n!_ (n+2)(n+1)  n+2

2) _ —
B(X3) = anl(n+2,m) = ()2 @n+3)  @n+3)2n+2) 2@n+3)

Puis, par la formule de Koenig-Huygens,

V(X,) = E(X2)-EXp)?
_ n+2 _l_2n+4—(2n+3)
T 202n+3) 4 4A(2n+3)
1
T 4(2n+3)

c. X, admet une variance, on peut donc lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soit € >0. On a donc

V(X
P(’Xn —E(Xy)|> g) < izn)
C'est a dire
P(|X,- 3| >s)s;2
42n+3)e
Comme

1
421 +3)€2 n—+oo

’

et que P(|Xn - %| >£) =0, le théoreme des gendarmes permet d'affirmer que

lim P(|Xn— 3 >5) =0.

n—+oo
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Partie 3

Pour neN, on étudie la fonction f;, définie pour tout x € R par

X
fn(x) =f a,t"(1-1"de.
0

x X
6. Pour n=0, on a déja vu que ap =1 et on a donc, pour tout xR, fo(x) :f 1d:r = [t]o =x
0

7. a. Pour x=1, c'est I'intégrale déja calculée dans la partie précédente; f,(1)=1.
b. Le changement de variable u=1-t est affine; il est donc licite. On a :
e t=1-u
o du=-dt
e Sit=0,u=1
Sit=x,u=1-x
D'ou :

X
fn(x)=f ant"(1-n"de
0
1-x
:f a,1-—uw)"u"(-du) par le changement de variable
1

1
=f a,u"(1-uw"du en intervertissant les bornes
1-x

Or, dans l'intégrale définissant f,,(1—x), la variable d’intégration peut indifféremment s'appeler ¢ ou u. On obtient donc :

1-x 1-x
fn(l—x)zf ant”(l—t)”dtzf a,u"(1-uw)"du
0 0
En additionnant les deux relations, on obtient :
1 1-x
fn(X)+fn(1—x)=f anu”(l—u)"du+f a,u"(1-uw"du
1-x 0
1
:f au"(1-uw"du d'aprés la relation de Chasles
0
=fu()=1 d'apres la question 7.a

ce qui est bien le résultat attendu.

c. En appliquant la formule ci-dessus avec x=1/2, on a

fn(%)"'fn(l_%):l e 2fy

8. a. La fonction t— a,t"(1—1)" est polynomiale et donc continue sur R. Ainsi, d'apres le théoréme fondamental de I'analyse,

la fonction f;, est LA primitive de t— a,t"(1— )" qui s'annule en 0.
Donc f;, est dérivable (elle est méme de classe ‘61) et, pour tout x € R,

frx) =apx"1-x)".

b. La quantité a, étant strictement positive, le signe de f;,(x) est le méme que celui de x"(1—x)". On différencie donc selon

la parité de n.

o Si n est pair, les quantité x" et (1—x)" sont toujours positives (ce sont des carrés) et on a alors

fr(x) + 0 + 0 +
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o Si n est impair, les quantité x” (respectivement (1—x)") changent de signe en 0 (respectivement 1)

x —00 0 1 +00
x" - 0 + +
1-x" + + 0 -
frx) - 0 + 0 -

9. a. D'apres la formule du bindme, on peut écrire

n

1-0"=3 Dk
k=0

de sorte que
n

ant"(1-1)" = kz a"({)(=nkemk,
=0

Grace a une primitive "a vue" et a la linéarité de I'intégrale, on obtient donc :

noq"()(=DF [ ket 1T e (()(=DF

X) = — n+k+1
In) kgb ntk+1 | n+k+1|  [Z n+k+l
ce qui est bien une fonction polynomiale.
En +oo, f,, est équivalente a son terme de plus haut degré :
An n_2n+l
xX) ~ -1)"x
Il )X—>1002n+l( )
e Si n est pair, (—1)" =1 et 2n+1 est impair donc
xgrpm fn(x) = —o0, xgrpmfn (x) = +o0
o Si n est impair, (-1)" =—1 et 2n+1 est impair donc
xgrpwfn (X) = +o0, xl—l»I-Poofn(x) =-00

b. On a toutes les informations pour dresser le tableau de variations de f;, :

e Si n est pair :

+00

2 _

e Si n est impair :
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1 +00

; +°°\0/1\_00

10. Soit ne N*.
a. f, étant polynomiale, elle est de classe %2 sur R. On a, pour tout x€R,

(%) = (f,'l)'(x) =a, (nx"_l(l —-x)"—nx"(1 —x)”_l) = na,x" '1-x"11-2x).

b. On sait que f;, posséde un point d'inflexion d'abscisse x si f;/(x) s'annule en x en changeant de signe.

o Si n est impair, n—1 est pair et f/(x) ne s’annule en changeant de signe qu'en x=1/2 et f,, admet donc un seul point

d’inflexion ;

« Si n est pair en revanche, n—1 est pair et f;/(x) s’annule en changeant de signe en x=0, x=1/2 et x=1 ce qui donne

dans ce cas trois points d'inflexion.

c. On trace I'allure de la courbe dans les deux cas (selon la parité de n)

Si n est pair (ici n=2) : Si n est impair (ici n=3) :

N | =
N | =

DN =

DN | =
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