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MATHS APPRO - CORRECTION CONCOURS BLANC 2

Exercice 1 - EDHEC Approfondies 2023 (Exercice 2)

Partie I - étude d’une loi de probabilité.

1. Vérifions que f est une densité :

° ‘ f est Continue‘ par opérations sur les fonctions usuelles ‘sauf éventuellement en 1.

° ‘ f est bien positive sur R. ‘

+oo +o0 c
e Sous réserve de convergence, on a : f(z)dx = / —dz.
o0 1 T

4 ¢ 114 1
—dr=|——| =1—— —— 1.
1 actt z€ |, A¢ Astoo

+00
Donc / f(x)dz converge et vaut 1.

—00

Orpour A>1,ona:

Donc ’ f est bien une densité. ‘

“+o0o
2. X admet une espérance si et seulement si / x f(x)dz converge absolument.
—0o0
Sous réserve de convergence absolue, on a :

“+o0o +00 c
/_Oo zf(x)de = /1 xﬁdx.
Comme tout est positif, cela revient & la convergence usuelle.

Or pour A>1,ona:

A A
/ € qr— c 1 o c c
 p— = | = - — _
1 actt c—1lacmt],  ¢c—1 (c—1)A! Astoo c—1

ou la limite est vraie car ¢ > 2 et donc ¢ > 1.

[

Donc | X admet une espérance et E(X) = -<5.

De méme, X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si fj;o 22 f(z)dx converge absolument (d’aprés le
théoréme de transfert).
Exactement de la méme maniére, on se raméne au calcul, pour A > 1 de :

A A
/ 2 C ¢ 1 __c c c
1zt c—2z72|, ¢—2 (c—2)A2 Asto c—2
ou la limite est vraie car ¢ > 2.
Donc | X admet un moment d’ordre 2 et F(X?) = <.

= =2

D’aprés la formule de Keenig-Huygens, X admet donc une variance et :

V(X)=B(X?) - B(X)2= S - (

c—2 c—1) (c—=2)(c—1)2 _(6—2)(6—1)2'

c )2 clc—1)2 —c2(c—2) c

3. On a pour tout x € R :

Donc pour z < 1, on a | F(z) =0.|Et pour x > 1, on a :

1 T T
c 1 1
F(x) = 0dt —dt=|—1—| =1——.
(w) /—oo * [ tc—i—l |: tc:| 1 x°

1 sur 20




Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli MATHS APPRO - CORRECTION CONCOURS BLANC 2

4. (a) On a pour tout z € R :
G(z) = P(Y <
= P(mnX <z
= P(X <¢€)
(car exp est une bijection croissante de R sur R )

= |F(e").

(b) Ainsi, on a :

1— L sie*>1 1—e™® siz >0
_ (eac)c = — =
G(2) {0 sie? <1 {0 siz <0

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre c.

()

1 |def simulX(c):
Y = rd.exponential (1/c)

# rappel : nmumpy a la convention anglo—sazone

# pour les parameétres de lois exponentielles
5 X = np.exp(Y)

return X

Partie II - produit de deux variables suivant la loi de Pareto de paramétre c.

o.

1 |def simulZ(c):

X1 = simulX(c)
X2 = simulX(c)
Z = X1 x X2

) return Z

6. Comme X7 et X9 sont indépendants, Z admet une espérance et :

E@pﬂﬂ&Xﬂ:E@ﬁﬂXﬂ:(;;).

De méme pour le moment d’ordre 2, d’aprés le lemme des coalitions X? et X2 sont indépendants et donc :

2
B(2%) = B(xEX3) = BB = (55

D’aprés la formule de Koenig-Huygens, Z admet donc une variance et :

V(Z) = FE(Z*) - E(Z)?

2 4
- (C—2> a <c—1>
Ale—1)* - cte—2)?
(= 22c—1p
2ct —4c® + ¢?
(c—22c—1p
(22 —4e+1)
(c—2P(c—D*
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7.

8.

(a) Comme Y] — &(c), on a cY] — E(c/c).
g

(b) Ainsi cYj et cYs suivent toutes deux une loi £(1), ce qui est la méme loi que ~(1).

Donc par stabilité de la loi v par somme de variables indépendantes, on a ‘ Y1 + Yy — v(2). ‘

(a) On a pour tout z € R :

H(z) = PY1+Yy<12)
= P(cY1 +cYs < cx)
= K(cx).

On sait déja que Y] + Y5 est une variable & densité puisque c’est la transformation affine d’une variable
a densité.

Par transformation affine, on sait qu'une densité de Y7 + Ys est donnée par h(z) = ck(cx) ou k est une
densité de cY7 + ¢Ys. Ainsi :

h(z) = c% sicrx >0 _{ re™ sixz >0
0 sicr <0 0 sizx <0

On a ici calculé I'(2) avec I'(n 4+ 1) = n! pour tout n € N.
(b) On a pour tout z € R :

Puisque X et X5 sont a valeurs dans [1,4+00[C R% , on peut distinguer deux cas.

Si z < 0 alors | Fz(x) = 0.

Siz > 0 alors :

Fz(z) = P(X1X2 <)
= P(In(X1X2) < In(x))
(car In est une bijection croissante de R* sur R)
= PlnX;+InX, <lnx)
= PWV1+Ys<Inz)
= |H(In(z)).

Comme H est C° sur R, on a Fy; C° sur R% . Fyz est clairement CY sur R*.
De plus lim,_,o+ H(In(z)) = limy—, o H(y) = 0 car H est une fonction de répartition.

Donc Fz est également continue en 0. ‘Ainsi F7 est continue sur R.

Comme h est continue (vérification facile), c’est la dérivée de H en tout point et H est C' sur R. Ainsi

‘F ", est C! sauf éventuellement en 0. ‘

Donc Z est & densité. Et pour tout z € R*, on a :

Fly(z) = %h(ln(m)) stz >0 _ %Cz(hlw)e_cm(x) sie >0 _ ‘iclff” sixz >0
4 0 siz <0 0 siz <0 0 siz <0

Ainsi une densité de Z est donnée par :

fato) = { SHE sia>1

0 six <1
(a) On a:
1+oa lnz 1-a
T2 =z 2 Inz —0
T T——400
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ol la limite se trouve par croissance comparée. Donc :

14+

too
Or / dz converge comme intégrale de Riemann convergente en 400 (H'TO‘ > 1).
1 oz 2

T In g
Comme l'intégrande est positive, par critére de négligeabilité, / —dx converge.
1

Posons A > 1. Posons également u(z) = In(x) et v(z) = W u et v sont C et donc on peut
procéder a une intégration par parties. On a :

A A
Inx 1
/ —dz = / In(z) — dzx
TR 1 —~— T%
:u(x) —a
V()
A
1 49 1
= ln —_ _—
\\@ (1— )zt /1 z  (1—a)ze! dz
) @ =u'(2) (@)
v(z 1 =u T =v(z

_ In(4) 1 [ 1)xa_1]A

(I-a)Ael 1-a|(l-«
B In(A) N 1 B 1
B (1—a)Ao—t (1-—a)? (1—a«a)?de-!
—_— —— —_— ———
— 0 (par c.c.) —0
A—+oo A—+o0
1

A—+o00 (1 — a)2.

/+°° Inz 1
—adx: EEEeCT
1 T (1-a)

(b) On sait déja que Z admet une espérance et une variance. On sait donc déja que les intégrales suivantes
convergent.

Ona:

Ainsi :

E(Z) = /+Ooxfz(x)dx

—00

oo Clng
= r———dx
1 xc—i—l
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De méme :

Et donc d’aprés la formule de Kcenig-Huygens :
V(Z) = c 2_ c 2_02(20274c+1)
S \c—2 c—1)  (c—2)%(c—1)*

[ Exercice 2 - EDHEC ECS 2020 (Exercice 1 - adapté)

1. La fonction (z,y, z) — z(y? + 2% + 1) définie sur R3 et a valeurs dans R est polynomiale donc C? sur R2.
La fonction exp est C? sur R. Donc par composition :
R? —» R
(¢,9,2) — ot +HD

est C2 sur R3.

La fonction (x,y, z) — x est C? (c’est une fonction coordonnée). Donc par produit | f est C2 sur R3.

2. f est C? donc admet des dérivées partielles. Soit (x,3,z) € R3. On a :

(z,y,2) pt critique de f < Vf(z,y,2) =(0,0,0)
61f($7y7 Z) 0
<~ 82f($7y7 Z) =0
a3f($7y7 Z) =0
(1+ (12 + 2% + D)@ ++) = ¢
& 2$2ye$<92+z2+1) =0
202262’ ) =
I+ +22+1)z = 0
& 2y = 0
22z = 0
La premiére équation implique x # 0 (sinon on a 1 = 0). Donc :
1+ +22+1)z = 0 r = -1
(z,y,2) pt critique de f < y = 0 ¢ 22y = 0
z =0 2?2z = 0

Donc ’ I'unique point critique de f est (—1,0, 0)‘

3. (a) f est C? donc admet des dérivées partielles d’ordre 2.
De plus, comme f est C2, le théoréme de Schwarz s’applique et on a pour tout (z,y,z) € R? :

31,2f(937y72) = aZ,lf(xayv Z)7
8173f(95,y7z) = 8371]0(.%,2/, Z)?
82,3f(x7y72) = 8372]0(55,:1],2)-
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4.

Calculons les 6 dérivées secondes indépendantes :

(12 + 22 + 1) 4D L (14 (12 4 22 4 D) (y? + 2% 4 1)@+

81,1f(m3 Y, Z)

Oaf(x,y,z2)
O af(z,y,z)
D2 f(z,y,2)
h3f(z,y,2)

83’3')0(«’13, Y, Z)

2+ (% + 22+ 1) (5% + 22 + 1)@’ +27+1)

4$yex(y2+22+1) —|—2x2y(y2 + 224 l)ex(y2+z2+1) _ 2wy<2+x(y2 +22 4 1>)ex(y2+z2+1)7

Az WP+ 41 4 22 2(y? + 22 + 1)e$(y2+z2+1) =|222(2 4 z(y? + 22 + 1))e$(y2+z2+1),

2x2em(y2+22+1)

+ 222y x 2xye

a(y?+2%+1)
)

4a2yze

z(y?+2°+1) _

2952(1 + 2xy2)e:v(y2+22+1)’

2 2 2 2
2222 W H2H) 4 902, 9g et (W HE L)

(b) Au point (—1,0,0), on a donc :

222(1 + 2$22)ez(y2+zz+l).

V2f(-1,0,0) =

O Ol

Sovw O

oy O O

La hessienne de f en (—1,0,0) est bien diagonale. On a donc :

Sp(VZf(—1,0,0)) = {1/e,2/e} C R%.

Ainsi ‘ f admet un minimum local au point critique (—1,0,0). ‘

On a de plus :

F-1,0,0) =~

(a) On a pour tout (x,y,2) € R3, onay?+22+1> 1.

e Siz>0,0naxz(y?+ 22+ 1) > z. Puis par croissance de Pexponentielle, on a : e*%*+2*+1) > o7

Puis par produit par x > 0, on a :

‘f(azjy,z) > :Eex.‘

e Siz <0,o0nax(y?+ 22+ 1) < . Puis par croissance de I’exponentielle, on a : et (¥ +27+1) < ev.

Puis par produit par x < 0, on a :

‘f(m,y,z) > mex.‘

(b) On étudie rapidement la fonction h : 2 +— we®. h est C' par opérations sur les fonctions usuelles. On a
de plus pour z € R :

B (z) = e® + xe® = (1 + z)e”.

Donc h/'(z) > 0 < = > —1. Et donc, on a le tableau de variation :

Donc h admet un minimum global de —é.

t —00 -1 400
B (t) - 0 +
h(t) \ /
h(-1)=-1
On en déduit que pour tout (x,y,2) € R? on a :
1
f(xaya Z) > ze” 2 _g
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et donc ‘ f admet un minimum global en (—1,0,0). ‘

5. On pourrait étudier les points critiques de f sous contraintes mais ce n’est pas utile : on nous donne le
potentiel point critique.

On cherche donc a étudier le signe de f(z,y,2) — f(1,0,0) pour tout (x,y,z) € C.
On a pour (z,y,2) € C :

F@a g 2) — F(1,0,0) = 1 x e XOPHE0 1) 1 5 gIXOP+0741) _ 14207 _ 1.

Comme 1+ 2y? > 1, par croissance de exp, on a ‘ f(z,y,2) — f(1,0,0) > 0.‘

Ainsi ‘ f atteint bien un minimum global en (1,0, 0) sous la constrainte C. ‘ De plus | f(1,0,0) =e.
6. (a) Onay?+22>0et donc‘y2+z2+17é0.‘

g est clairement C' comme inverse d’'une fonction polynomiale & valeurs dans R*.
Soit (y,2) € R%. On a :

—% = 0 y = 0
(z,y) point critique de g & ¢ (Hertz ) _ 0 & { PO
(1+y2+z2)2 -

Donc g admet un unique point critique en (0, 0).
On pourrait calculer les dérivées secondes, mais cela ne nous donnera que des renseignements locaux.
Regardons plutot pour (y, z) € R? :

e e e(l—(1+y*+2%) y? + 22

,2) = 9(0,0) = ———— — ~ = = - <
9,2) =90.0) = 17759 — g 1432 + 22 142 + 22

Donc ’g atteint un maximum global en (0, 0). ‘ On a de plus | g(0,0) =e.

(b) On a pour tout (z,y,z2) € C’, f(x,y,z) = g(y, z). Donc les valeurs atteintes par f sur C’ sont les valeurs
atteintes par g sur R2.

On en déduit que’ f atteint un minimum global de valeur e en y = 0 et 2 = 0 et donc z = 1 (car sur C”). ‘

Exercice 3 - EDHEC ECS 2021 (Exercice 3)

1. On a pour tout z,y € E :

En particulier pour y = x, on a :

Comme (-, -) est symétrique, on a (f(x),z) = —(f(x),z) et donc :

2. Montrons que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe.
Soit x € Ker(f) NIm(f). Ainsi f(x) = Og et il existe y € E tel que z = f(y). Montrons que x = 0.

Ona:
(f(),y) = —(z, f(y))
= 7

Et donc

Ainsi ‘Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. ‘

De plus, on a d’aprés le théoréme du rang :

dim Ker(f) + dimIm(f) = dim E.

Donc par égalité des dimensions, ‘Ker( f) et Im(f) sont supplémentaires, ‘ c’est-a-dire :

’Ker(f) @ Im(f) = E‘
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3. Soient z,y € £. On a :

(s(x),y) = (fof(x),y)
= —(f(=), f(y))

f antisymétrique

= (e sose))

f antisymétrique

Donc | s est symétrique. ‘

Maintenant, soit A € Sp(s). Soit € E un vecteur propre associé. Calculons maintenant :

(f(x), f(2)) = —(z,5(x)) = —{z,Az) = =\ |z
>0 =7

On a donc bien | Sp(s) C R_.

4. (a) Comme pour tout z € Im(f), on a g(x) = f(x) € Im(f), on a bien ‘Im(g) C Im(f).‘

De plus, ‘ g est clairement linéaire‘ puisque f Dest.

Donc ’ g est un endomorphisme de Im(f). ‘

(b) On sait déja d’aprés les questions précédentes que |Sp(t) C R_.
Il reste a montrer que 0 ¢ Sp(t).

Soit = € Im(f) tel que g(x) = 0 X z. Montrons que = O (ce n’est donc pas un vecteur propre car il

n’est pas non-nul).

Comme g(z) = f(x), cela implique f(x) = 0p puis z € Ker(f).

D’ou z € Ker(f) NIm(f) = {Og} car la somme est directe. D’ou .

Donc ’ 0 ¢ Sp(¢) ‘ et [Sp(t) C R*.
5. (a) e1 € E)\(t) par définition. Montrons que g(e1) € E\(¢).

On a:

t(g(er)) = gogog(er) = gotler) = g(Ae1) = Ag(er).

Donc ’g(el) € E\(t). ‘

Montrons que la famille est orthogonale. On a :

(e1,g(e1)) =0

car g est antisymétrique. ‘Donc la famille est orthogonale. ‘

Une famille orthogonale est libre si et seulement si aucun des vecteurs de la famille n’est nulle. On a
e1 # Op par hypothése.

De plus, si g(e1) = 0g, alors t(e1) = go g(e1) = 0g et donc A = 0. Or Sp(¢t) C R*. Donc | g(e1) # Og.
Ainsi ‘ (e1,g(e1)) est une famille orthogonale libre de E)(t). ‘

(b) Soit Fy l'orthogonale de Vect(ey, g(e1)) dans Ey(t). Si dim F» = 0, alors la propriété a démontrer est
vraie.
Sinon, il existe es € F5 non nul également vecteur propre pour la valeur propre A. D’aprés la question
précédente, (e2, g(e2)) est une famille orthogonale libre de E(t). Montrons que c’est en fait une famille
de Fg.
On a déja es € Fy par construction. Montrons que g(ez) € Fy. Pour cela montrons que g(ez2) est
orthogonal & e; et g(eq).
Ona:
lg(ez),e1) = —( €2 ,9(e1)) =0
3
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et :
s = — 7t = —A 3 - 0.
(9(e2), g(e1)) = —( ez ,t(e1)) (2 e
€Fy S
Donc (e2, g(e2)) est une famille orthogonale libre de F.

On peut alors réitérer le processus : on pose F3 I'orthogonal de Vect(ez, g(e2)) dans F». A nouveau, on
pose eg € F3 avec e3 O si dim F3 # 0. On sait que (e3, g(e3)) est une famille orthogonale libre de F
et on prouve que c’est famille orthogonale libre de F3. Et ainsi de suite.

Le processus s’arréte lorsque I'on rencontre un Fj, ;1 de dimension 0. On a alors p vecteurs e; et p vecteurs
g(e;) tels que (e;, g(e;)) soit une base orthogonale de Vect(e;, g(e;)) et :

Ex(t) = Vect(er, g(e1)) ® Vect(ea, g(e2)) @ - - - & Vect(ep, g(ep)).

et ou les espaces vectoriels Vect(e;, g(e;)) sont orthogonaux.

Ainsi | (e1,g(e1), e2,9(€e2),...,ep,g(ep)) est une base orthogonale de Ey(t).

Et donc ’ dim F)(t) est paire de dimension 2p. ‘

6. (a) Ona:
lg(ex)|I? = (g(er), gler))
= —(er,gog(er))
g antisymétrique
= —(ex ter))
= -—<ek,Aek>
= Bl
(b) On a:
oo (L,
o) = (o)
1
= mg(elﬁ
e 1
= el < Totenn?
_ e,
lexll

Or ||g(ex)|| = v/=Aexl|? = vV—=Allex||. Donc :
g(er) = V=Aey.

De méme :

"o 1 e
glek) = g(ug@k)ug( ’“)>

1
= Tateonte

! Ae
—— A&
V=Allex]|

(=N 1

X €L
V=X el
= |—=vV—=X\e}.

7. (a) t est endomorphisme symétrique de Im(f). Il est donc diagonalisable. On a ainsi :

m(f)= @ E.

AESP(t)
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Or on a montré que dim F)(t) est paire. Donc dim Im(f) I'est aussi.
Dot ‘rg(f) = dim Im(f) est pair. ‘
(b) On pose r = irg(f).
Pour A € Sp(t), la famille (¢, €], €5, €5, . . ., €}, €y) est la normalisation de la famille (e1, g(e1), €2, g(€2), - - -, €, 9

) p’
et est donc une base orthonormée de E)(t).

La matrice de la restriction de g (et donc de f) & E\(t) est de la forme :

0 —a
a 0

0 —a
a 0

ot @ = v/—A > 0 puisque g(e)) = vV—Xe} et g(e})) = —v—Ae}.

La concaténation de ces bases pour tout A € Sp(¢) est une base de orthonormée de @, cg, 1) Ex(t) car
les espaces propres de ¢ sont orthogonaux deux & deux (car t est symétrique).

r est alors le nombre total de e} différents dans cette base.

On a alors la matrice de g (et donc de la restriction de f a Im(f)) de la forme :

0 —ai
al 0

as 0

ot les a; > 0.

Remarquons maintenant que Ker(f) et Im(f) sont non seulement en somme directe mais également
orthogonaux. En effet, pour = € Ker(f) et y € Im(f) avec y = f(2), on a :

(2.4) = (@ [(2)) = ~{f(2),2) = 0.
=

Soit maintenant une base orthonormée de Ker(f). Sa concaténation avec la base orthonormée de Im( f)
trouvée précédemment est alors une base orthonormée de F.

Et dans cette base, on a la matrice de f :

0 —ai
ay 0
0 —an (0)
a9 0
M= 0 —a,
a, O
(0) 0
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ou éventuellement :

si Ker(f) est réduit a {Og}.

Probléme 4 - Ecricome ECS 2021 (Probléme)

Partie I - Estimateur du maximum de vraisemblance.

1. (a) En utilisant une transformation affine, on peut écrire :

1 |def uniforme(a,b,n):
return (b—a)#*np.random(n) + a

(b)

1 |def sim_V(n,a):
return np.max(uniforme(®,a,n))

(c) Toutes les courbes semblent tendre vers 1. Ainsi, on peut conjecturer que V;, est un estimateur convergent

de a.

On peut aussi remarquer que les courbes sont systématiques inférieures & 1. On peut donc aussi conjec-

turer que V;, sera un estimateur biaisé (négativement).

2. (a) En notant Fx, la fonction de répartition de X1, on a pour tout =z € R :

0 siz<0,
Fx (z) =< %2 sizel0,d],
1 siz>a.

(b) V,, est bien une variable aléatoire car max : R” — R est continue sur R™. On note F,, sa fonction de

répartition.
Soit z € R. On a :

F.,(z) = P(V,<«x)

k=1

(le max est majoré ssi ils sont tous majorés)

= J[PXk<2)
k=1

(indépendance mutuelle des X))

Fx, (2))"
loi commune des Xj)

(
(

0 siz <0
= (£)" size0,q]
1 siz>a
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(c) La fonction de répartition obtenue est clairement C! sur | — oo, 0], ]0,a[ et ]a, +oo].

De plus, lim,_,o- Fp(x) = 0 = lim,_,g+
méme CY sur R.

Donc ’ V,, est une variable a densité. ‘

De plus, pour x € R\ {0,a}, on a :

F,(x) et lim,_,,— Fp(x) = 1 = lim,_,,+ F,(z) et donc F,, est

0 si x ¢]0,af
F/ — e bl bl
n(®) { n™ 2 siz €)0,al.
Donc la fonction :
R — R+
: 0
fn: . -~ sw:¢ 0, al
r— sizel0,d
est une densité de V,.
3. V,, admet une espérance si et seulement si 'intégrale :
+oo
/ x fr(x)de
—0o0

converge absolument. Or on a :
+00

/

qui est donc une intégrale sur un segment, et

o0

De plus :

E(Vy)

zfn(x)de = /Oa xn

n—1

dx

aTL

qui converge absolument. Donc | V,, admet une espérance.

—+00

.
[on

|

— z"dx
n

an
a
|
n+1a’

Z fr(x)dz

wn—l

dx

a

0

n xn+1

an n+1

Comme E(V,,) # a (puisque a > 0), ‘l’estimateur V., est biaisé. ‘

4. Soit € >0.On a:

P(|V —a| =€)

e Sie>a,alors P(V,, <a—¢)=0 (car V,,

e Sie < a, alors on utilise P(V,, < a —¢) =

1-P(|V, —al <e¢)
1-Pla—e<V,<a+e)
1-Pla—e<Vy)

(car P(V,, <a)=1)

P(V, <a—e).

> 0) et donc :

PV —a] > €¢) =0

F,(a — € pour trouver :

P(|V,—a| =€) =n

(@ — et

an

L€
a

0)
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Dans tous les cas, on a :

P(|V, —a| > €) —— 0

n—-4o00

(car c’est égal dans un cas et car 0 < 1 — 2 < 1 dans le second cas) et donc :

c’est-a-dire | V,, est un estimateur convergent. ‘
5. Soitt € R. On a :

P(n(a —V,) <t)

Remplagons par ’expression de F,. On a :

P(n(a —V,) <1t)

P
— a

Vi

P(Vn>a—t)
n
t
1—]P’<Vn<a—>
n

1—[P’(Vn§a—t)
n

(var V,, est & densité)

1—Fn<a—t>.
n

1-0 sit > na,
a—Lt\"

1—( a") , site[na,0]

1-1 sit<O0.

Pour ¢ fixé et n suffisamment grand, on aura toujours ¢ < na. Donc on aura, pour n suffisamment grand :

P(n(a —V,) <t)

On apourt>0:

Or:
t
nln[l— —]=n [—
na na
Donc :
Ainsi :

{4

sit>0
sit<O0.

1= (1=55)"

n—-+o0o

lim P(n(a—V,) <t)

sit>0
sit<O.

t
l1—ea,
L

On reconnait a droite la fonction de répartition de la loi exponentielle £(a). Comme la limite est vraie en
tout point de continuité (c-a-d sur R )de cette fonction de répartition, on a :

v, 5 v
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6. Soit o €]0,1[. Pour ¢ > 0, on a :

t
P(n(a—V,) <t) —— 1 —¢ a.
n—-+00

On résout donc :

t t
l—-ea=1—-a & e =«

t
& ——=1
L inga)
& t=—aln(a).
Et comme « €]0,1[, on a bien ¢t > 0.

Ona:

W““—Wﬂ<—MM®>=an+mm»<nw»=P<a<niﬁin)'

De plus, on a V,; < a. Donc :

P(n(a—V,) < —aln(a)) =P (Vn <a< n—i—qlln(a)vn) .

On en déduit :

n
n > 1 — .
n+ ln(a)v ) n—+00 @

Donc [Vn, #H(Q)Vn est un intervalle de confiance asymptotique de a au niveau de confiance 1 — a.

7. (a) D’aprés le théoréme de transfert, V;, admet un moment d’ordre 2 si et seulement si 'intégrale :
+o0o
/ 22 f(z)da
—00

converge absolument. Comme pour l'espérance, cette intégrale est sur un segment et donc
V,, admet bien un moment d’ordre 2. ‘

De plus, on a :

“+o0

(b) On calcule :

E(V, —a)?) = E(V?Z-2aV, +ad?)
= E(V?) - 2aE(V,,) + d*

(par linéarité de I'espérance)
n_a g N

= a® —2a
n—+ 2 n+1
nn+1)—2n(n+2)+ (n+1)(n+ 2)a2

(n+1)(n+2)

a+a2

a2

(n+1)(n+2)
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En appliquant I'inégalité de Markov a (V;, —a)? qui est positive et admet une espérance comme on vient
de le montrer, on a pour tout € > 0 :

a?

P((Vp, —a)®* < €?) < :
(V= <SS Ginm e

Or P(|V,, —al <€) = P((V,, — a)? < €2) et donc :

—al <

c’est-a-dire :

P
Vo, — a.

Nous venons de retrouver que | V;, est un estimateur convergent.

Partie IT - Méthode des moments.

8.

1 |def sim_M(n,a):
x = uniforme(0,a,n)
return 2xnp.mean(x)

9. Par linéarité de 'espérance, X,, admet une espérance. On a :

— E(X7)+---+E(X nx2 g

V(Yn) =

On en déduit en particulier que :

et donc | M,, est un estimateur sans biais de a. ‘

10. On a de maniére similaire :

— a
V(M,) =4V(X,) = —.
(M) = 4V(X,) = 5
Comme M,, est sans biais, il est a fortiori asymptotiquement sans biais. Et comme V(M,,) T> 0, on a
n——+0o0o
que ‘ M, est un estimateur convergent de a. ‘
11. On a :
— — a a V12n /— a a4 —x
M, —a) = Va(2X, — a) = 2 (X —7):— (X ——):—X
\/ﬁ( n Cl) \/’ﬁ( n CL) \/ﬁ n 9 \/g a n 9 \/3 n

. AKX .. . . .
ou X,, est la moyenne empirique centrée réduite.
Comme les X; sont indépendantes et identiquement distribuées, on a :

X5 5 X < N(0,1).

Puis en appliquant la fonction ¢ — %t qui est continue, on obtient :

Ja(M, —a) 5 %X N <0, ‘;2)

oll on a utilisé une transformation affine de loi normale.
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12. Soit ¢t > 0. On a d’une part :

P(/nlM, —a| <t) = P<|Mn—a|<>
a a

a
a a

Notons ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On a alors :

(w2 a2 o) (%)

ou on a utilisé ®(—t) =1 — D(¢).
Comme @ est continue et strictement croissante (car de dérivée strictement positive) sur R, d’aprés le théo-
réme de la bijection, c’est une bijection de R dans ]0, 1].

a

Il existe donc un unique z, € R tel que ®(z,) =1 — 5. On obtient donc avec t = -z, :

&l

P <\/ﬁ|Mn—a| < \;gaja> —1-a.

D’autre part, on a :

a
P n|My, —a| < —x4 = P
(ﬂ | ﬁ)

M M
= P 1 Za S a < 1 7;@ >
+ Van Vin
Ainsi :
M M,
P(lzagagl 7;&> 1—oa.
+ e — V3n n—-+o00
Donc [Hj\/f%, I_ML ] est un intervalle de confiance asymptotique de a au niveau de confiance 1 — .
V3n V3n

Pour comparer les intervalles de confiance, nous n’avons pas vraiment besoin de la valeur de t,. Le point
important est la dépendance en n : est-ce que lorsque n grandit, on obtient une meilleur approximation et a
quel point ?

Considérons l'intervalle de confiance asymptotique [Vn, #H(Q)Vn] L’intervalle est d’amplitude :

n 1
— V-V, = [——=—1] W
n+ In(a) (1 4 Infe) )

n

n n—+oo \ N
1
= — n(@) Vot o <1>
n n—+oo \ N

en considérant que V,, est borné (car dans [0, a]). La taille de l'intervalle est bien positive car a €]0,1] et

donc In(a) < 0. La taille de I'intervalle évolue donc comme %
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13.

, . ) M, My ; .
L’amplitude de l'intervalle [1 T, T ] est quant a elle :
V3n \/371
M, M, B v 3nM,, v 3nM,,
1—\%‘—” 1+ = V3n— x4 V3n+ x4

_ \/?TnMnx V3n+ xo, — V3n + x,
(V3n —xq)(V3n + x4)
2/ 3nxo M,
3n —x2
2xoM,
n—-+o00 vV 3n

Cette fois la taille de 'intervalle évolue comme % Donc pour n grand, cette intervalle sera plus grand (et

donc moins précis) que celui du maximum de vraisemblance.

Ainsi, sur les considérations de précisions de l'intervalle (pour le méme niveau de confiance), il semble que

[Vn, #H(Q)Vn soit un meilleur intervalle de confiance que [ MF My } )

1+ m

On a:

E((M, —a)?) = E(M?-2aM, + d*)
E(M?) — 2aE(M,,) + a*
(

n

= V(M,) +E(M,)* — 2aE(M,) + a*
= 4V(X,) +4E(X,)? - 4aE(Yn) + a?
a’ a® 4
X on +4 X 1 a X 5 —|— a?
_ a® + 3na® — 6na® + 3na®
N 3n
_ |
3n
On avait trouvé dans une question précédente :
24>
E((Va —a)?) =

(n+1)(n+2)

On peut donner une interprétation de ces résultats. La formule E((X — a)?) ressemble & la formule de la
variance oll on aurait remplacé I'espérance par a. Au lieu d’étre I’écart quadratique moyen & l’espérance,
c’est I'écart quadratique moyen & a.

Cela signifie que plus E((X — a)?) est faible, plus, en moyenne, 'estimateur X est proche de a. Ici, on a :

E(M, —a)?) = & E((Vo — a)?) = £ n
(( nfa))_% et ((n*a))_mn—;\;mﬁ'

Donc encore une fois, pour n grand, ’écart quadratique moyen & a de V,, est sensiblement plus faible que
celui de M,,. Dit autrement : V,, est plus rapidement proche de a que M,,.

C’est ce qu’on observe sur les graphiques : les valeurs observées pour V,, se reserrent rapidement autour de 1,
alors que celles de M,,, méme si effectivement elles convergent, semblent encore osciller de maniére sensible
a vers n = 100.

Remarque : La quantité E((X — a)?) porte en fait un nom : c’est le risque quadratique. C’était dans le
précédent programme et a disparu mais apparait, sans étre nommé, dans quelques preuves.

Partie III - Consistance de ces estimateurs.
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14. (a) Soit t €]a,2a]. On a :
P(V, <t) = P(max(Xi,...,X,) <t)

= [P <t)
k=1
(par indépendance)

= P(X: <) (P(Xz < t))n
(loi commune pour X5 a X,,)
= P(X; <1)
(car X3 < a)
t
%
(fonction de répartition pour ¢ € [0, 2a))

(b) Notons Fy, la fonction de répartition de V,.

On a clairement pour £ < 0 :
Fy (t)=P(V,<t)=0

et pour t > 2a :
Fy (t)=P(V, <t)=1.

On vient de calculer le cas t €]a, 2a]. Il reste donc le cas t € [0, qa] :

Fy,(t) = P(Va<t)
= P(max(Xi,...,X,) <t)

= P(ﬁ[&zéﬂ)

k=1

n
= [Pk <)
k=1
par indépendance)

= P(X1 <) (P(X2 < t))

(loi commune pour Xy a X,,)
¢ ¢ n—1

= — X —
2a <a>

L \"

- 2\a)

On en déduit que la fonction de répartition de V,, s’exprime pour ¢ € R par :

0 sit<0
L(t\"
5 (% t €10,q]
E — 2 (a) S ’
va(t) = si t €]a, 2a)
1 sit > 2a
Quand n tend vers l'infini, pour ¢t € R fixé, on a alors :
0 sit<O
0 sitel0,q]
1 G
Fn®) sy 2 sit=e
5 sit€la,2d]
1 sit>2a
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La fonction F' définie par :

0 sit<a
F(t)=1{ o sité€a,2q]
1 sit>2a

est bien croissante, continue a droite et de limites :

lim F(t)=0 et lim F(t)=1.
t——00 t—4o00
Donc F' est bien une fonction de répartition. En tout point ¢ € R et donc, a fortiori, en tout point de
continuité de F', on a :

Fy, (1) — F(1).

Donc ’ V,, converge en loi vers la variable décrite par la fonction de répartition F'. ‘

(c) On a:
3 3
Ya)=1-— <Zal=1-
IP’(Vn> 2a) 1 P<Vn\ 2a> 1

Ainsi ‘ V,, n’est pas un estimateur convergent. ‘

I\D‘w\w
Sle

1
1

En effet, si V,, était convergent, on aurait :

Ve > 0,P(|V,, —a| > €) —— 0.
n—-+00

Ce serait vrai en particulier pour € = §. Or :
3 1
0P Vn>§a <P ]Vn—al>§a .
Donc si V,, était convergent, on aurait P (Vn > %a) — 0, c’est-a-~dire :

n—-+0o0o

1

Zn—H—ooO
‘ce qui est faux.‘
15. (a) On a:
2 2 2 n-—1 2 2 n—1
M,==(X1+ - +X,)=-X1+ X (Xo---+ X)) = =X M.
n n n 2 n—1
(b) On a donc :
2 -1
M, —a| = ‘X1+” M, —a

n n
2 -1 -1

< x4 -
n n n n
1 —1

< = PXi—d +7—|M; -

———

<3a car X;€[0,2d] R
3a

< Z+|M7’1—a\.

(c) Pour n > ng, on a:
3a
My—al < 24| -l

3
< M-l
no

< e+ |M), —al
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Donc si |M], — a| < € alors |M,, — a| < 2¢ et ainsi :

{\M,’L—a\ < e] C {\Mn—a\ < 25}.

(d) En passant aux événements contraires, on trouve :
[\M,’l —al > e] D [\Mn —al > 26}.

Donc, pour n suffisamment grand et en posant € = 2¢, on a :

/

€
0< IP’<|Mn —a > e’) < IP>(|M;1 —a> 5).
Or M), est un estimateur convergent et donc le membre de droite tend vers 0. D’ou, par encadrement :

lim P(\Mn —al > e’> =0

n—-+o0o

< P
c’est-a-dire, | M,, — a.

16. On constate qu’en introduisant une erreur, V,, n’est plus convergent, mais M, le reste.

La précision supplémentaire de V,, a un coiit : il est moins robuste aux erreurs.
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