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Questions préliminaires

1. (a)
(b)
Partie I
2. (a)

Le résultat s’obtient par récurrence immédiate. En effet, on a :
Co=0

qui vérifie donc la relation.

Et pour n € N, on suppose que Cp, = X7 + -+ + X,,. On a alors :
Cn+1:Cn+Xn+1:X1+"'+Xn+Xn+l-

Donc on a pour tout n € N :

Co=X1 4+ Xn.

C’est une question de modélisation.

X, est le nombre d’achats supplémentaires nécessaires pour obtenir une nouvelle vignette d’un type
différent. C’est donc le numéro du premier succés dans une expérience de Bernoulli répétée ou le succés
est d’obtenir une nouvelle vignette. C’est bien une loi géométrique.

De plus, pour X;, on a déja ¢ — 1 vignettes et donc il reste n — (i — 1) vignettes différentes & récupérer.
Par équiprobabilité, la probabilité du succes est ”_TH'I et donc :

Pour k£ > 2, 0on a :
1 1 k+1-k 1

k- k+1  k(k+1) kK+k

Comme k% + k > k? > 0, par décroissance de la fonction inverse sur R%, on a:

1 1
ko k+1 " k2
On a de méme :
1 1
K2 k-1 k
Pour tout k£ > 2, on a :
1 1 1
- - < -
E o k+1 " k2
En sommant de 2 & n, on a :
" /1 1 1
- g -
(i-w1) <X
k=2 k=2
11 =S,—1
2 n+l
Et en réordonnant les termes, on a :
3 1
= — Sh.
2 n+1 "
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3. (a)

(Sy) est clairement croissante (somme partielle d’'une série a termes positifs). On a d’aprés 'inégalité
précédente :

Sp<2——<2.

SRS

Et donc (S),) est majorée.

‘ (Sy) converge donc‘ d’aprés le théoréme de la limite monotone. Notons S sa limite.

Puis, en passant & la limite I’encadrement précédent, on :

<SS <2

N W

On reprend la premiére inégalité vérifiée pour tout k > 2 :

1 1 1 1 1

ko k+1 k2 S k-1

k:%—l’ k% et ﬁ — % convergent. On peut donc regarder les

restes de ces séries. On somme de n + 1 & 400 U'inégalité précédente, et on obtient :

= /1 1 X1 X 1 1
> (3-551) € 2 s 2 (75i-3)

k=n+1

On sait que les séries de termes généraux % —

On a pour N > n :

ZN: 11y 11 1
kE k+1) n+1 N+1 Notoo n+1
k=n+1

Donc :

k=n+1
On a de méme :
DI R
k—1 k) n
k=n-+1
Puis, on a :
—+oco —+o0o n
1 1 1
Y. E=) z=5"5n
k=n+1 k=1 k=1
Donc :
1 1
<S5 -5, <~
n—+1 "=

def S_approx():
n = 10xx7
S =0
for i in range(l,n):
S =S + 1/(ixi)
return S

In est C2 sur R% et on a pour z € R} :
1 1
In(x)== et In'(z)=-— <0.
n'(x) ~ et In (x) -

Donc In est concave. En particulier, In est sous ses tangentes. On a en particulier avec la tangente en
1:
Ve € R, In(z) <z —1.
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n+1

Pour z = , on obtient :

on obtient :

n
Vn=>1,1 < —1=- .
" n(n—i—l) n+1 n+1

Et en multipliant par —1, on a :

— n
Et pour z = g

1 1
Vn > 1, <1n<”+ >
n

n—1
Zk 1k+1 =37 ot =H,—1 Etdeméme:> | +=H,— 1

On a aussl :
—1 k+ 1 n—1
Z ( ) => (In(k+1) — In(k)) = In(n) — In(1) = In(n).
k= k=1
Donc : 1
Hn—lgln(n)an—g.
On en déduit :
l < H,—In(n) <1

(c) On a pour tout n > 1 :
Upt1 —Up = Hpy1—In(n+1)— H, +In(n)
1
- —1n(”+1)<0
n+1 n

ou le signe est obtenu & partir d’'une question précédente. Donc (uy,) est décroissante. (uy,) est également
minorée.

Donc ’ (up) converge. ‘ Notons 7 sa limite. En passant & la limite 'inégalité 0 < u, < 1,on a :

0<y<L

4. Comme X; — G (”_T”'l), X; admet une espérance. Puis par linéarité de I’espérance, | C,, admet une espérance.

On a de plus :

Ty 44T
n—14+1 n—-2+1 n—n+1

- 1 "1
- n(Zn_k+1> k’_n:—k+1n<z kf) =2t

k=1 k'=1

E(C,) = EXi)+---+EX,)=

5. De méme, les X; admettent tous une variance, donc ‘ C,, admet une Variance‘ comine somime.
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De plus, comme les X; sont indépendants, on a :

Var(Cn) ZVar ZM
=1
" n? 1—1 - n(i—1)
- ;(n—z—i-l —; n—i+1)2
i—1 [ i—-1-n n
- "Z (n—i+1)2 n;<(n—i—|—1)2+(n—i+l)2>

- 1 "1 "1

_ - 2 - — _ - 2 -

- "Zn—i+1+” Z(n—z’—i—l)? MR DS Drv:
=1 =1 k=1 k=1

= |n%S, — nH,.

_ n—i+l
1 n

6. (a) C, admet une espérance et une variance. Donc I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’applique. On a :

Var(Ch,)

Ve > 0, P(|C, — E(Cy)| > €) < —

€

Commencons par remarquer que E(C,) = nH, et Var(C,) = n%S, — nH,. Ainsi pour ¢ = an, on
obtient :
n?S, —nH,

P(|Cy, — nHy| = an) < 5

(an)
Or H, > 0, donc :

n2S, —nH, S, H, _S,
a2 oS3

(an)? @ a’n > a®’

De plus (Sy,) est croissante et donc inférieur a sa limite S. On en déduit que :

S
P(|Cp, —nHy| = an) < ol
(b) Soit ¢ > 1. Posons a = ¢ — 1. On a bien a > 0. Donc :
B(Cy — nHy| > (¢ — 1)n) < —
n — Nlnp| = (C n\(c_l)z-
Or, on a:
P(|C, —nHy| > (c—1)n) = P(C, —n(u, +1n(n))| = (c—1)n)
= P(CTL—(un—i—ln(n)) 2(0—1)).
n
Or : o o
— — (up, + In( | — Jup| = |[— =1 -1
2 (et )| > | )| = fual > S < o)
Donc : o o
Hn—(un—kln(n))‘ > (c—l)} D {n—ln(n) -1> (c—l)}
n n
et ainsi :
Cy Cn
P 7—(un+ln(n)) >(c-1)) =P 7—111(71)—12(0—1) .
Et enfin :
Ch, S
—_— = > <
]P’( - In(n) /c> S o2
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(¢) On a montré que S < 2. Donc :

Pour ¢ = 6, on obtient :
C
“(
n

Puis comme In(n) ~ 13,816, on a :

— € ]In(n) — 6,In(n) + 6]

>>1‘<6—1>2’

2

Ch Ch
[n € |ln(n) — 6,1n(n) + 6[] - [n € [13,81 — 6, 13,82 + 6]
On a ainsi :
C,, 23
P — 7,81,19,82| | > — =0,92.
< n €[7,81,19, ]) 25

Le sujet semble contenir une faute puisque I’énoncé a 19,92 a la place de 19, 82. Qu’importe avec une
seconde inclusion d’événements, on a :

i

7. Comme max : R” — R est C° sur R”, M,, est bien une variable aléatoire.

% € [7,81,19,92]

C
) >P <" € [7,81,19, 82]) > 0,92.
n

Partie II
Notons F}y,, sa fonction de répartition.
Soit z € R. On a :

0
(I—e™®)n

sixzx <O

Sie>0 (loi exponentielle de paramétre 1)

(loi identique)
Clairement Fy;, est C' sauf éventuellement en 0. De plus, on a :

lim (1-e*)"=0

z—0t

et donc Fyy, est CY sur R.

Donc | M,, est & densité.

De plus, pour x € R*; on a :

0 siz <0
ne (1 —e )"t siz>0

Fin () = {

Donc la fonction f,, définie sur R par :

0 stz <0
ne *(1—e )"t sizx >0

ute) = {

est une densité de M,.
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8. (a) Ona:

R — R
g: (n+1)e D &2 >0
v { 0 siz <0

Pour tout x > 0 et pour tout ¢ €]0, z[, on a donc :

Ffalgz—t) = net(1—e "1 x (n+ 1) DD
= ne i1 —e )" (n+1)e” (PHDzH

— (n + 1)6—(n+1)xnet(et _ 1)71—1‘

(b) On remarque de plus que pour x < 0 ou pour = > 0 mais ¢t ¢]0,x[, on a :

[fn(tg(z 1) = 0.]

Montrons maintenant le résultat par récurrence.
e Initialisation : pour n = 1, on a Z; qui suit une loi exponentielle de paramétre 1 et
‘ f1 est bien une densité associée‘ (il suffit de vérifier la formule pour n = 1).
e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que f,, est une densité de y ;" ;| Z;.
D’aprés le lemme des coalitions, on a Z?:l Z; et Zpny1 sont indépendantes. Comme une densité de
Zn+1 est bornée, le produit de convolution converge et est une densité de la somme. Notons h la
densité de > | Z; + Z,+1 définie par :

+o00
h(z) = / fuB)g(z — t)dt.

— 00

Avec les calculs précédents, on a pour x < 0, h(x) =0 et pour z >0 :
Mz) = / (n+ e~ ("%l (¢! — 1)"~Ldt = (n + 1)8_(n+1)$/ net(e! — 1) 1dt
0 0

= (e (e = 1)"]g = (n+ 1)e I — 1)
= (n+ e (1 —e )" =] frr1(x).

Donc | fp+1 est une densité de ZnH Z;.

Donc | f,, est bien une densité de Y 1 ; Z; pour tout n € N*.

9. f est clairement C° par opérations sur les fonctions usuelles et positives (méme strictement).

De plus pour A, B € R, on a :

B B —x —x B —-B —A
f(x)dz = e Ye ¢ dr= {e*e } = e °¢ — e ° .
A A A T

Donc f +OO x)dz converger et vaut 1.

Donc ’ f est une densité de probabilité. ‘
10. (a) Soit x € R. On a :

FWn(w):P(anx):}P<§:Zi—ln( )—P(ZZ z + In( )).
=1

On a montré que Y " | Z; et M, partagent une densité et donc la méme fonction de répartition. On a

donc :

—e 7T n(n)
Fw, () = Fu,, (z+1n(n)) = { (()1 ()

siz+In(n) >0 _ (1—%)71 siz > —In(n)
siz+In(n) <0 0 siz < —lIn(n)
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(b) Soit z € R. Pour n suffisamment grand, on a x > —In(n). Donc pour n suffisamment grand, on a :

o) = (1) = (ot (1))

—x
Comme £~ ——— 0, on a :
N n—+4oo

e’ " e " : e " _
In <1 — ) ~ ——— puis nln (1 — ) ~ —e
n n—+00 n n n——+oo

Donc en passant aux limites, on a : Fyy, (z) — e~ . Donc en tout point de continuité de G, on a

n—+oo
bien Fyy, (x) . G(z) donc :

W, 5 W
ou‘Wsuit la loi de Gumbel.‘
11. (a)

1 |def simulV(n):

cC=0

for i in range(l,n+1):

C =C + rd.geometric((n—i+1)/n)

5 y = C/n — np.log(n)

return y

1|V = np.zeros(1000)
for i in range (1000):
V[i] = simulV(n)

(c) Les diagrammes batons sont une représentation des fréquences observées et avec 1000 simulations c’est
une bonne approximation de la loi de V,.
On remarque que plus n est grand plus le diagramme suit la courbe théorique de la loi de Gumbel. On
peut donc conjecturer que ‘la suite de variable (V},) converge en loi vers la loi de Gumbel.

12. U est a valeurs positives et on peut facilement vérifier que a > 0. Donc V est & valeurs dans N*.
Pour tout k € N* on a :

P(V:k):P(Lam+1=k):1@(k—1<aU<k):p<’H<U<S>ZFU<k>_FU<k_1>

a a o'
ou Fy est la fonction de répartition de U de loi £(p). On a donc puisque g >0et % >0:

kIn(l1—p) (k—1)In(1—p)

P(V =k = (1—ep§)—(1—ep%>:ep . —eP P

= 1-pf—-Q1-p"t=01-pta-01-p)=|01-pF"p

Donc ’ V' suit bien la loi géométrique de parameétre p. ‘

13. (a) On a:

V—-aU=|aU| —aU+1.

Or pour tout x € R, on a :
lz] <z < |z|+1

et donc :
O0<|z]—2z+1<1.

Donc |V — aU est a valeur dans ]0, 1] et donc a fortiori dans [0, 1]. ‘
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On a donc par croissance de I'espérance :
0<EX)<1 et 0<E(X?) L.

Puis d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

Var(X) = E(X?) - E(X)?’<1-0>=1.

(b) On a:
0< (IX] Y2 < X2 -2|XY |+ Y2
On aainsi: [XY| < 2(X2+Y?). Si X et Y admettent une variance, elles admettent un moment d’ordre
2, puis par domination E(XY) existe.
Ainsi par linéarité :
E(X - EX)(Y - E(Y))) = E(XY) = E(X)E(Y)

existe et ‘COV(X, Y') existe bien. ‘

On calcule ensuite :

Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y),
Var(X —Y) = Var(X)+ Var(Y) —2Cov(X,Y).

En faisant la somme, on obtient : Var(X +Y)+ Var(X —Y) = 2(Var(X)+ Var(Y)). Comme Var(Y') > 0,
on en déduit :

| Var(X +Y) < 2(Var(X) + Var(Y)). |

(c) On applique le résultat précédent avec X =V —aU et Y = (a+ 1)U qui admettent toutes deux des
variances. On a :

1 2
Var(X £ ¥) < 2(Var(V — al0) + Var((a + DU)) <2+ 2(a + 1Var(U) < |2+ 2 x @E
=Var(U-V) p

14. (a) On a:

X'+ 4+ X Yi+---4Y, 1 &
/ 1 1 n no_ / .
V=W, = - - - _n;_l(Xi—YZ).

Les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes car les variables Y7, ..., Y, le sont et chaque
X! ne dépend que de Y;. Ainsi :

1 n
Var(V! —W!) = — > Var(X] - ;).
=1

Maintenant, considérons les différentes valeurs de i :
e Pouri=1,onaX{=1etY; — & (=) Donc:

1
Var(X{ — Yl) = Var(l — Yi) = Var(Yl) — ﬁ =1.

e Pour ¢ > 2, on peut appliquer I'inégalité de la question précédente. On a :

i1
:ue]m[
n
et : )
P nottl n—i+1 1
T Tm-p T m(-=E) " (e Y
p n (1 -2 n ()
On obtient donc :
(1 — a;)? n 2
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Ainsi :

n

1

n2 4
=2

Var(V,) — W) <

1+<n_j+1>i1—a01.

(b) 1. ¢ est continue sur |0, 1] par opérations sur les fonctions usuelles.

De plus, en 0T, on a :

1—2z
ln(z) z—0t 0
et donc :
(2) — 1
z—0t
Enl—,ona:
(2 — 1)2 2
In(z)=In(l+(z—1)) =(2—1) — + o ((#—1)9)
2 z—1-
On a donc :
1 1—2)\2
o) = e ()
2
B 1 14 1—2
(=2 G-p-E 4 o (-1
z—1
2
S 1+ =
(1 —2)2 1+ + o (2-1)
z—1-

2
Yar oo ) | — 1
= - 0 -.
4 z—1- z—1- 4

Donc ’ ¢ peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 1] ‘ en posant :

G0)=1 et 6(1)= .

ii. On a pouri > 2:

i ) n 2 n—i+1 1 2
(et - (e sty
2

Donc :

On reconnait & un terme prés une somme de Riemann d’une fonction continue. Détaillons-le. On
a:

n

1Z n 2ﬂ 2 153@ i—1
2z _n )l =2
n <~ n—i+1 ! n n

1 1
) — E(I)(O) — ®(x)dx — 0.

n—-+00 0
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V! — W/ admet une variance. On peut donc appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Var(V,, — W/)

Ve >0, P(|V, — W, —E(V, —W/})| >¢€) < 2

On a par linéarité de I'espérance E(V,, — W)) = 13" (E(X]) — E(Y)).

Oron apouri>2: E(Y;) = 7.

Et on a montré précédemment que X; = |a;Y;] + 1 suit la loi G (” :L ) Donc : E(X]) = =
ZBm).

On vérifie que de méme pour i = 1, on a bien : E(X]) = E(1) =
On a donc :

E(V —W')=0

Puis avec les questions précédentes, on a :

, 1 2 n 2 )
Var(V, - W) < —+— ) -
=2

Comme Var(V,, — W/) > 0, on a par encadrement :

Var(V) — W) —— 0.

n—-4o00

Puis par encadrement d’une probabilité positive, on a & nouveau :

Ve >0, P(|V,), —W/}| >¢) —— 0

n—-+4o0o

c’est-a-dire :

Io.

vV —W!

n n

La variable Y; suit la loi & ("%H) donc % suit la loi £ (n —i+1). Attention! La loi exponentielle
n’est pas stable par transformation affine. En revanche, on peut multiplier par un scalaire.

Ainsi la variable : N
Y
Wi= 3 ()

n

suit la méme loi que la variable aléatoire :

Z Zn i+1 — ln Z Z Wn

Et donc (W),) tend en loi vers la loi de Gumbel.
On écrit alors :
V=V, - W)+ W),.
Comme V! — W/, Lif 0, d’apreés le théoréme de Slutsky, on a que (V) tend en loi vers la loi de Gumbel.
On a de la méme maniére (V;,) qui converge en loi vers la loi de Gumbel car :

X+ -+ X
Vi, = Aot An In(n)
n
et X X
vV = S B R G In(n)
n
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ou les X; ont les mémes lois que les X/. Donc V;, et V,, ont la méme loi.

On peut donc écrire :

VYa,b € R, a<b¢P(a<Vn<b)T>e*6’b—e* -

Pour n = 10°%, on peut considérer que cette limite est une valeur approchée de la probabilité. Ainsi avec
b=3,20et a=—1,17,0n a:

P <—1, 17 & In(n) < 3, 20) ~e @ 7 e 20,96 — 0,04 = 0,92.

n

Et en réordonnant dans la probabilité et en utilisant In(n) ~ 13,816 :

P <12,65 < Cn < 17, O2> ~ 0,92.
n

L’intervalle de confiance semble meilleur qu’en premiére partie pour un niveau de confiance similaire.
C’est normal : nous utilisions dans la premiére partie une inégalité de concentration peu précise (inégalité
de Bienaymé-Tchebychev) alors que 1a nous profitions du détails de la loi. Il faut noter tout de méme
que I'approximation est moins bien controlé.

Partie 111

15.

16.

(a)

(a)

La variable A;,, compte le nombre de succés dans I’épreuve répétée m fois de Bernoulli de maniére
indépendante consistant en le fait d’obtenir une vignette numéro ¢ lors d’un achat de paquet. Le succés
a une probabilité de % puisqu’il y a n vignettes différentes distribuées de maniére équiprobable.

Ainsi, on a bien | 4;,, — B (m, %)
Ona:

COV(ALm, m — Al,m) = COV(ALm, m) - COV(ALm, Al,m)
(linéarité & droite)
= 0- Var(ALm)

(car m est une variable certaine)
1 1

= |emxt (1-1).
n n

Raisonons par ’absurde et supposons que les Ay ,, ..., A »p, sont mutuellement indépendantes. Remar-
quons que 'on a : Ay + -+ + Ay = m et donc :

m — Al,m = A2,m +---+ An,m-
Donc :

1
COV(Al’m, Agym + -+ An,m) = COV(ALm, m — Al,m) = _m (1 — ) .

n n

Or par le lemme des coalitions, on a que Ay, et Az, + -+ + Ay, sont indépendantes et donc leur

0:2(1—71)7&0.

Donc, le résultat est absurde et |les Ay, ..., A nm ne sont pas mutuellement indépendantes.

covariance est nulle. D’ou :

Procédons par récurrence sur r € N*.

e Initialisation : pour r =1, 0on a:

P (O E) =P(E)
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et :

Donc les quantités sont égales et a fortiori :

1 1
P(Us) <
i=1 i=1

e Hérédité : soit r € N*. On suppose que :

P (U E) < iP(Ei).
=1

i—1
I
U E;| U E?“—l—l)

E) +P(Erps)

P(E;).

On a alors :

r+1
P (U E) < P

i=1

N

=
N TN
LC-

P(E;) +P(Er1)

N
AMﬂ

n
i agt
'ﬁ
™

(b) C,, > m signifie que 'album n’est pas complet au bout de m achats, donc qu’au moins une des vignettes
n’a pas été obtenue. On peut écrire cela sous la forme :

[Cr >m] = [Aim =0].

=
—

Avec la question précédente, on obtient :

P(Cp,>m) = P (O [Aim = 0]>

N
(]
7N

—_

|

S|
N————
3

1 m
< n<1—) .
n

On peut ensuite remarquer que pour tout z € R :

1—z<e™®

par convexité de exp. Donc :
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17.

(c) ‘Il y a vraisemblablement une erreur d’énoncé. ‘

Voici a priori, ce qui est attendu :
Soit ¢ > 0. Si enln(n) est entier, il suffit de poser m = cnln(n) dans l'inégalité précédente.

Sinon, puisque Cy, est & valeurs dans N* (car n > 2), on a :

P(C,, > cnln(n)) =P(Cp = [enln(n)| + 1).

On pose alors m = |cnln(n)| + 1 dans I'inégalité précédente. On obtient :

P(C), > [enln(n)| +1) < ne "

_lenln(n)|+1

__cnln(n)

< ne n <N

Et malheureusement, il faudrait P(C,, > [enln(n)]| + 1) pour conclure...

On a pour tout x € R :

P(V,, > x) :IP)<Cn’n—ln(n) >x> :IP’<C1;H >1:+ln(n)> :]P(C'n > (hq(x:n)
On pose ¢ = ﬁ + 1. Pour z > —1In(n), on a ¢ > 0 et la question précédente s’applique :

PV, > z) < n'(F+1) — i = o Inm)=e

—x

La justification est la méme que pour A; et on a bien A, B (p, %) puisqu’on a un comptage de succés

Remarque : encore une erreur d’énoncé! Il faut lire « loi conditionnelle de A; ».

d’une épreuve de Bernoulli répétée de maniére indépendante.

Ensuite, pour k£ € N, appliquons la formule des probabilités totales avec le s.c.e. {{N = p|}pen :

P(A; = k)

Et donc | 4; — P (2).

(b) Sachant N =pet ky +--- + k, = p, 'événement [/Nh =kn---N [/Nln = ky| correspond a :

e ky vignettes parmi les p;

—+o00o
> Pivey(Ai = k) P(N =p)
) S ——

=0 si k>p
S (F) L (1= L) e
k) nk n ¢ p!
Z p' 1 (1 1>p_ke_)\)\p
El(p — k) nk . ol
p:kk:.(p kE)'n n p!
+o0
1 1\
Zw<1_) e~ Mtk
por klg'n n
—A\k o0 q

Ink q!
kn par L n

e_>‘)\k 1_1))\
klnk

e n
1 /A" _a
H E e n.

e ko vignettes parmi les p — k; restantes;

e efc
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sur un total de n? combinaisons. On a donc :

Plv=p) ([Al =k]N---N[A, = kn])

w—kn1

)

—kil —]431—]432—.
() (") (0
= b
_ 1 p! (p—k1)!
N np k‘ll(p—kil)! k?g!(p—kl —]{?2)!
p!
T Pk kel - Ky

(c) Soit (ki,...

% (p*klfkgf...*k‘nfl)!
(p — kl — kZQ — . — kn,1 - ]Cn)'k‘n'

,kn) € R™ tel que k1 + -+ + k, = p. On a donc :

[Ay = kNN [Ay = k) C [N = p]

Puis :
P([A1 =k)N--N[A, =ky)) = P(A=k]n---N[A4, =k]N[N =p])
= Piv—p([Ar =k 0 N [An = kn])P(N = p)
_ p! Y
T Pkkyl el pl €
e—)\ )\ k1++kn
Tkl k) (n)
n A ki
_ He"ﬁ)
k!
i=1
(d) Comme A; suit la loi de Poisson de paramétre %, on a :
_X /anE
~ e n |=
P(A; =k) = k('”) .
Et donc, d’aprés la question précédente, on a :
P([Ar = ki) NN [Ay = k) = [[P(Ai = Ka).
i=1

C’est la caractérisation de variables indépendantes pour des lois discrétes & valeurs dans N*.

Donc |les A; sont mutuellement indépendantes.

Malgré les apparences, ce résultat n’est pas contradicto

ire avec le résultat sur la non-indépendance

des A;. En effet, les A; correspondaient & un nombre d’achats totals fixé. En conséquence, on pouvait

toujours déduire A, des A1 & A,_1.

Au contraire, le nombre d’achats ici n’est pas fixé mais

suit une loi bien choisie. Apparemment, en

choisissant bien cette loi, on ne peut absolument rien apprendre de A, a partir des valeurs de A; a

Ap—1.

18. Ona: D, = ﬂ [/L > 1} puisque avoir toute la collection signifie avoir au moins une vignette de chaque

i=1
type. Par indépendance mutuelle, on obtient :
n n
P(D,) =[P4 > 1) =]] (1 —P(4; = 0))

=1 =1

19. (a) On utilise la formule des probabilités totales avec le s.c.e.

+oo
P(Dn) = ZPNZP(DH)P(N =p)=
p=0

{[N = pl}pen. On a
+oo

Z P(Cn < p)P(N = p)
p=0

en utiilisant la formule donnée par 1’énoncé.
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(b) On a:
ko
Y P(N=p)=P(|A—a] <N<[A+a|+1).
p=k1
Pour tout x € R, on a |z| <z donc : [[A—a] < N|D[A—a < NJ.
Et pour tout x € R, ona x < [z| +1donc: [N < A+a] C [N<\_)\+GJ+1]C[N<L)\+GJ+1].
On obtient donc :
ko
> PN=p)>PA—a<N<A+a)=1-P(N - >a)
p=k1

N suit une loi de Poisson donc admet une variance et une espérance. On a d’aprés l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev :

=\

Tar(V)

Ve> 0, PN — E(N)| > ¢) < afg ).
N—— €

=\
En particulier pour € = a :

A
PN -\ > a) SP(N -\ > a) < 5.
Et donc :

ko \
ZIP’(sz)}l—?.

p=Fk1

(¢) On a clairement :

+o0
P(Dy) = > P(Cn <p)P Z P(C =p).
p=0 p=Fk1
Or pour p > k1, on a :
[Cn < kl] - [Cn < p]
Donc :
kz k2 )\
P(Dy) > > P(Cp <k1)P(N =p) 2 P(C, < k1) D P(N =p) > |P(C, < k1) (1 - a2> .
p=k1 p=k;
Pour la seconde inégalité, on part de :
+00 k2 +o0
P(D,) =Y P(C, <pP(N=p) =D P(Cu <pP(N=p)+ Y P(Cp<pP(N=p).
p=0 p=0 p=ka+1

k:z k2
> P(Cn <p)P(N =p) <P(Cp < k) Y P(N =p) <P(Cpp < k)
p=0 p=0

Et on a également puisque P(C,, < p) < 1:

400 400
> PC.<pP(N=p)< > PN =p).
p=ko+1 p=ko+1
Or :
+oo ko2 ko
Y PWN=p=1-Y P(N=p)<1-) PN=p)<5
p=ko+1 0 p=Fk1
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En remettant bout & bout, on obtient bien :

20. (a) Posons comme le suggére I'énoncé : A = nln(n) + ¢,n et a = n?/3.

D’aprés la question précédente, on a :

P(Cngkl) = P(Cn< L)‘_aJ)>P(Cn<>\_a_1)

\Y
=
S
=
_|_
N
=)
N

1 1
_n2/3 _ - =
(n) <nln(n) +cpn—n H)>P <Vn <ep 3 n> .

On a également :

| A 1 nln(n) +c,n 1 In(n) + ¢,
a2 (n2/32 nl/3
Donc;
1 1 In(n) + ¢,

De maniére tout & fait similaire, on trouve :

1>+1n(n)—|-cn'

nl/3

Puis avec une question précédente, on a :

n nin(n)4+cpn\ M —cn\ ™
P(Dn) = (1-e+) = (1= =) = (120

Et on a donc bien I'inégalité voulue.
(b) Pour z € R, onposecn::c—kﬁ—i-%. Onac, —— .

n—-+o0o
1 : )
Comme n(sl)/tc” N 0 par croissance comparée, on a pour n suffisamment grand :
n—-+0oo
In(n) + ¢,
1- i3 0

nl/

On a donc :

o)t
o) (-5
PlV,<c,— <N ")

nl/3 - ﬁ = 1— In(n)+cn *
SVE
=z
—Se—e "

. _ 1 1 .
De méme, en posant ¢, = x — i/~ o On trouve :

1 1 —en\" ]
P(Ve<ent st >(1_e ) _n(n)—kcn'
n n

=T

Par encadrement, on trouve :

Fr.(@) S5 e

Donc ’ (Vi) converge en loi vers la loi de Gumbel. ‘
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