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Partie I - Etude d’endomorphismes de polynémes.

1. Pour tout polynéme P de R,[X], U,(P) = 2P + (X — a)P’ est une somme de polynoémes donc c¢’est un
polynome, de plus deg(P) < n donc deg(P’) < n — 1 donc deg((X —a)P’) <n—1+1=n en sommant on
a deg(P + (X —a)P') < n donc ¥, (P) € R,[X].

Soit A(X) € R,[X], a € R,

3.

U,(@A+ P) =2(aA+ P)+ (X —a)(ad + P) =20A(X) + 2P + (X — a)(aA" + P')

par linéarité de la dérivation.
Donc U, (aA + P) = a(2A(X) + (X —a)A") + 2P + (X —a)P' = a¥,(A) + ¥4(P). Donc ¥, est linéaire.
Bilan : ‘\I/a : P W,(P) est un endomorphisme de R,,[X]. ‘

. On calcule ¥,(1) =2 x 140 = 2, et pour tout k € [1,n],

U (XF) =2XF + (X —a)kX* ! = (24 k) XF — akXF L

Donc

(a)

2 —a O 0
0 3 —2a¢ O 0
Matg(¥,) = 0 O 4 0
0o ... 0 . —na
0o ... 0 n+2

Matg (0, ) est triangulaire donc les valeurs de sa diagonale sont ses valeurs propres c’est-a-dire : 2,3, 4, ..., n+

2. Il s’agit d’entiers consécutifs donc il y enan+2—24+1=n+ 1 or Matg(¥,) € M,11(R) donc
Matp(¥,) est diagonalisable et son spectre est [2,n + 2].

Bilan : ‘\Ila est diagonalisable et son spectre est [2,n + 2]. ‘

U, est un endomorphisme de R,,[X] et 0 n’est pas dans le spectre de ¥, donc ce dernier est bijectif.

Bilan : ‘\Ila est un automorphisme de R,,[X]. ‘
On a ¥, (Qo) = 2 = 2Qo. Pour tout k de [1,n], ¥e(Qr) = 2Qk(X) + (X —a) (k(X —a)k~1) = (2+k)Qy.
Bilan : | Pour tout & de [0,n], ¥ (Qk) = (2 + k:)Qk‘

Pour tout k de [0, n], on voit que @y n’est pas le polynéme nul donc Qy, est vecteur propre de ¥, associé
& la valeur propre 2 + k.

Or le cardinal du spectre de ¥, est égal a la dimension de R,,[X] donc les sous-espaces propres (SEP)
de ¥, sont tous de dimension 1 donc @ a lui seul forme une base de SEP(V,,2 + k).

Pour tout polynéme P de R,[X], on a
(X —a)*P(X)) =2(X —a)P+ (X —a)’P' = (X —a)(2P + (X — a)?P') = (X — a)Tu(P).

Pour tout polynéme P de R, [X] et pour tout réel = # a,

! E / (= )W (P)(1)dt.

Py (Vye(P))(z) = ——5

(VP () = =

L’intégrale existe car on intégre une fonction continue sur un segment.

Or t + (t — a)V,(P)(t) a pour primitive ¢ — (t — a)?P(t) d’aprés ce qui précéde donc
1

Pu(WalP)(0) = 1 (10— 0PI} = o g (o — )*Pa) = Pla).

Il reste le cas z = a, pour cela on voit que @, (¥o(P))(a) =

¥o(P)a) _ 2Pl@)+a—aP (@) _ p(y)

On a montré que les fonctions @, (\I/a(P)) et x — P(z) coincident sur R donc elles sont égales, en
particulier ®,(¥,(P)) est un polynome de R,[X].

Bilan : | Pour tout polynéme P de R,[X]: @4 (¥y(P)) = P.
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(c) Soit P € R,[X],P4(P) est bien définie sur R car les polynémes sont continues sur R donc on peut
intégrer t — (t — a)P(t) sur le segment [a, z] pour tout réel z # a.
De plus ¥, est bijective donc elle admet une fonction réciproque sur R, [X]. Avec la question précédente,
on peut écrire

o (P) = 04 (Vo (T, (P))) =¥, (P).
Cela prouve que ®, et U, ! coincident sur R,[X] donc elles sont égales, en particulier cela prouve que
®,, est un endomorphisme bijectif de R, [X].
Bilan : | ®, : P+ ®,(P) est un automorphisme de R,,[X] et ®, = U ! donc &, = ¥,,.
(d) Pour tout k € [0,n], on a ¥, (Qk) = (2+ k)Q%, on peut diviser par 2+ k # 0 et Qj, = QJ%k\IJa(Qk) donc
Qr = (Va(Qr)) = 515 Ya(Qx)-

Or @y est non nul et ¥, est bijective donc ¥,(Qy) est non nul donc ¥, (Qy) est vecteur propre de @,
associé a QJ%IC

La fonction g : « — QJ%:C est strictement décroissante sur [0; +o0o[ donc elle est injective donc {g(0), (1), ..., g(n)

%, %, ceny 24%71} est de cardinal n + 1 comme [0,n] donc ®, posséde n + 1 valeurs propres sur R, [X]
donc elle est diagonalisable.
Bilan : | ®, est diagonalisable et son spectre est {%, %, e QJ%H} .

Partie IT - Etude d’une fonction définie par une intégrale.
x
5. On pose, pour tout x de R:  h(z) = / tf(t)dt.
0

(a) La fonction f est continue sur R donc par produit avec la fonction polynomiale ¢t — ¢, la fonction
t — tf(t) est continue sur R donc elle admet une primitive, notée F, sur R et

Vz € R, h(z) = / tf(t)dt = F(z) — F(0).
0

F est dérivable sur R et sa dérivée est t — tf(t). Celle-ci est continue sur R, donc F est C! sur R.
Donc h est dérivable sur R et, pour tout = de R, h/(x) = F'(z) = zf(z).

Bilan : | La fonction h est de classe C! sur R et, pour tout = de R, h/(z) = zf(z).

(b) Soit € R™. Sur le segment [0, ], f est continue donc elle admet un minimum atteint en un point
noté a, € [0,z] et un maximum atteint en un point noté 5, € [0, z|.

Ainsi, pour tout ¢ € [0,z], on a f (o) < f(t) < f(Bz), on multiplie par ¢t > 0, on a
tf (om) <tf() < tf (Be)-

On intégre sur [0, z] selon ¢ avec 0 < z, les fonctions en jeu sont bien continues ainsi

£ () /Otdt</0 LWt < f(B) /Otdt.

indépendant de t indépendant de ¢

T T 2
(c) On reprend ce qui précéde et on calcule / tdt = [2} = —.
0

Donc
2

S Fan) < /O ()t = ha) <

2

Donc en divisant par z > 0,
h(x)

1 1

On a 0 < a; < x donc par encadrement 1in(1)(ozx) =0, par continuité de f en 0 on a lirr(l) flaz) = f(0).
220 20
De facon analogue lir% f(Bz) = f(0).
xr—r
x>0
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Le théoréme des gendarmes permet de conclure.

_h(z) _ f(0)
lm =5 =%
x>0

Bilan :

(d) Soit x € R™*. Sur le segment [z;0], f est continue donc elle admet un minimum atteint en un point
noté a, € [z;0] et un maximum atteint en un point noté 3, € [x;0].
Ainsi, pour tout ¢ € [x;0], on a f (ay) < f(t) < f(Bz), on multiplie par t < 0, on a

tf (Be) <tf(t) <tf (o).

On intégre sur [z, 0] selon ¢ avec x < 0, les fonctions en jeu sont bien continues ainsi

0 0 0
[ (Be) /xtdtg/gc tf)dt < f (ag) /mtdt.

indépendant de ¢ indépendant de ¢

On inverse les bornes des intégrales en multipliant par —1,

f(ax)/oxtdtg/ortf(t)dtgf(Bx)/Owtdt.

T t2 T 1,‘2
On reprend ce qui précede et on calcule / tdt = [2} = —.
0

0 2
Donc ) . )
x x
T < [ e =nw) < T ).
Donc en divisant par z2 > 0,
1 h(z) 1

On a = < a, < 0 donc par encadrement iig(l](ozx) = 0, par continuité de f en 0 on a ilir(l) flag) = f(0).
z<0 z<0
De facon analogue iliI(l) f(Bz) = f(0).
<0
Le théoréme des gendarmes permet de conclure.

Bilan : | lim &;U) — @
x—0 T 2
<0
L[ hz)
— tf(t)dt = —== 0,
6. Ona:VreR, &(f)(z)= 332/0 ft) 2 six #
& siz=0
2 = 0.
Donc pour z # 0, ®(f)(z) = % or lim :E;C) — :%1—%3(5) _ f(2) donc ilg(l)‘b(f)(x) _ ili%q)(f)(:c) ) f(2) )
<0 >0 <0 >0

®(f)(0). Donc @ est continue en 0.

Sur R*, &(f)(x) = % or h est C! sur R et x I% est C! sur R* donc par produit ®(f) est C' donc
continue sur R*.

De plus pour x # 0,

o(f)'(x)

odxe \ 22 - a -

x /JJI‘Q—LIZ T X 33132—1,' X .151172— X T
d(Me)) _ Wl 2ehe) _afw)a’ dable) _ flo? So0e) 1 (1) o))

Bilan : ®(f) est continue sur R et de classe C! sur R™ et sur R™ et l'on a :

L (F(@) — 20(8)(2)).

T

vz e R*, (®(f)) (z) =
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7.

(a)

Soit f une fonction paire, ®(f) est définie sur R et pour tout z € R, on a —z € R.
Et, pour x # 0,

1 —
B(f)(-a) = oy [ trl0)E
(=2)? Jo
On fait le changement de variable affine donc C' suivant v = —t,du = —dt,t = 0 et u = 0 et
t=—x,u=x. Ainsi
1 [® 1 _
O(f)(—x) = 1'2/ (—u) f(—u)(—du) = o / uf(u)du car f est paire.
0

Donc ®(f)(—z) = ®(f)(x).

De plus ®(f)(—0) = ®(f)(0). Donc ®(f) est paire sur R.

Soit g une fonction impaire, ®(g) est définie sur R et pour tout x € R, on a —x € R.
Et, pour x # 0,

1 —T
O(g)(—x) = / tg(t)dt.
) = =gz |t

On fait le changement de variable affine donc C! suivant u = —t,du = —dt,t = 0 et u = 0 et
t=—x,u=x. Ainsi

1 X xX

®(f)(—2) == | (—u)g(—u)(—du) = —— [ wug(u)du car g est impaire.
T 0 x 0

Donce @(g)(—z) = ®(g)(x).
De plus ®(g)(—0) = %0) =0= —®(g)(0) car g est impaire donc ¢g(0) = 0.
Donc ®(g) est impaire sur R.

Bilan : si f est une fonction paire (respectivement impaire), alors ®(f) est encore une fonction paire
(respectivement impaire).
Soit f une fonction positive sur R, Pour x > 0,

1 xT

B(f)(a) = 5 | ety

= Jo

Pour tout ¢ € [0,2], on a 0 < ¢t < x, on multiplie par f(t) > 0 et on intégre sur [0, z] selon ¢ avec 0 < z,
>

ainsiO</ tf(t)dt. Comme 25 > 0, on a bien ®(f)(z) > 0.
0

Pour z < 0,

wﬂ@zlAﬂmw

2
T
Pour tout ¢ € [2,0], on a < t < 0, on multiplie par f(t) > 0 et on intégre sur [x,0] selon t avec
x <0, ainsi 0 > / tf(t)dt. On inverse l'ordre des bornes de l'intégrale, ce qui change le signe et comme
x
;12 > 0, on a bien ®(f)(z) > 0.
Enfin (f)(0) = {2 > 0.

Bilan : si f est une fonction positive, alors ®(f) est encore une fonction positive.

8. On admet le résultat suivant :

(a)

ili = lors lim (& =0.
si Jg.rolf 0, alors irol.}( (f)) =0

Soit £ € R. On suppose Ernf = /. On pose g : z — f(x) — ¢, donc Emg = 0. En appliquant le résultat
o) (e}
dmis, lim (® =0.
admis, lim (®(9)) =0

Or pour & > 0, &(g)(x) = ;Q/Oxt(f( / LAt dt—E/ 1t = B(f)(x) — g
Or Eg.} (®(g)) = 0 donc hm (@(f)(x =

Bilan : | si Emf =/¢, alors lim (<I>(f)) =

+oo
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(b) Soit £ € R. On suppose lim f = £. On pose h : f(==z), donc Emh = (. En appliquant le résultat
précédent, Em (@(h)) = g.

Or pour z < 0, B(f)(z) = = / LE(E)dt.
0

22

On refait le changement de variable u = —t,
1 [ 1 -

(@) =5 [ Cufu-dw) = o [ uh(u)du = a(h)(-a).
= Jo (—=z)* Jo
_ — L L
Or —x e donc ®(h)(—x) 2 donc ®(f)(x) At
Bilan : | si lim f =¢, alors lim (®(f)) = g

Partie III - Une application en probabilité.

9. Soit € R™, on sait que F est une fonction de répartition de loi & densité donc elle est continue, croissante et

10.

11.

positive sur R donc, pour tout ¢ € [0;z], on a 0 < F(t) < F(z), on multiplie par ¢t > 0, et 0 < tF(¢t) < tF(x).
On integre sur [0; x| selon ¢ avec 0 < z, les fonctions en jeu sont bien continues ainsi
T T 2 z 2p
0< / tF()dt < F(z) / tdt = F(x) [} _ v F@)
0 0

— 2, 2

indépendant de t

On multiplie par x% > 0, et on a bien 0 < G(z) < F(z).

Soit € R™*, on sait déja que F est continue, croissante sur R donc, pour tout ¢ € [2;0], on a F(z) < F(t),
on multiplie par ¢ < 0, et tF(t) < tF(x).
On intégre sur [z; 0] selon ¢ avec x < 0, ainsi

/OtF(t)dt< F(x) /Otdt:—leg(x).

indépendant de t

0
On multiplie par —% < 0, le signe — est utilisé pour inverser les bornes de l'intégrale / tF(t)dt et on a
bien 0 < F(z) < G(z). ’
Bilan: |Vz € R™ 0< G(z) < F(z) et VzeR™ 0< F(z) < G(x).

On sait que t — t et F' sont continues sur R donc par produit ¢ — tF(t) est continue sur R donc elle admet

2 xT
une primitive que I'on note H qui est donc C' sur R. Ainsi pour tout = € R*, on a G(z) = — / tF(t)dt =
= Jo

2 (H(z) ~ H(0)).

Les fonctions ¢ — t% et H sont C! sur R* donc G Dest aussi et
—4 2

S (H(@) ~ HO) + %H’(x) - _;G(x) + SeR() = % (—G(z) + F(x)).

G'(z) =

Bilan : G est de classe C! sur R™ et sur R™* et, pour tout z de R*, G'(z) = 2 (—=G(z) + F(2)).
G'(x) sixz#0,
o(@) = { () 7#

On considére la fonction g définie sur R par :  Va € R, .
0 sixz =0.
e g est bien définie sur R, elle est aussi continue sur R* car G est C! sur R* donc G’ est continue sur R*.

e Montrons que g est positive sur R.

Soit > 0, on a vu a la question 9 que 0 < G(x) < F(x) donc 0 < F(x) — G(x), on multiplie par = > 0
et 0 < 2(F(z) - G()) = g(x).
Soit z < 0, on a vu & la question 9 que 0 < F(z) < G(z) donc 0 > F(z) — G(z), on multiplie par 2 < 0

et 0 < 2(F(z) — G(z)) = g(x).
Enfin ¢(0) = 0 donc g est bien positive sur R.
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+oo
e Il reste a établir que / g(t)dt converge et vaut 1.

—o0
Prenons 0 < a < A, la fonction g est continue sur le segment [a, A] et / t)dt = / G'(t)dt =
G(A) — G(a). Or selon la question 6, la fonction G = 2®(F) (avec F' continue sur R) est continue sur
A
R donc en particulier en 0 donc / g(t)dt converge et vaut G(A) — G(0).
0

Comme F' est une fonction de répartition, on sait que EmF = 1, ainsi d’aprés la question 8a,
o0
lim F’

. RT - . 100
lim G = 1im(22(F)) = 2lm($(F)) = 2

=1.

+o0o
donc / g(t)dt converge et vaut 1 — G(0).
0

Prenons B < b < 0, la fonction g est continue sur le segment [B,b] et / t)dt = / G'(t)dt =

G(b) — G(B). Or selon la question 6, la fonction G = 2®(F') (avec F' continue sur R) est continue sur

0
R donc en particulier en 0 donc / g(t)dt converge et vaut G(0) — G(B).
B

Comme F est une fonction de répartition, on sait que lim F' = 0, ainsi d’aprés la question 8b,
—0o0

lim F
lim G = lim(2®(F)) = 21lim(®(F)) = 2—— = 0.
—0 —0 —0 2
0
donc / g(t)dt converge et vaut 0 — G(0).
—0o0
+00
Par relation de Chasles des intégrales convergentes, / g(t)dt converge et vaut
—00

0 +o0
/ g(t)dt +/ g(t)dt =1—-G(0) — (0 - G(0)) =
—00 0
Donc g est bien une densité de probabiité.
Dans le raisonnement qui précéde il est vu que G est C! sur R*, que G est continue sur R. De plus G’ est
positive sur R~ donc G est croissante sur R™, de méme G est croissante sur R* donc, par continuité en 0, G
est croissante sur R. Il a été vu aussi que limG = 0 et EmG =1

—0o0 o

Donc G peut étre considérée comme une fonction de répartition d’une variable aléatoire V.
On remarque que G’ et g coincide sur R* donc g est une densité de probabilité de V.
Bilan : g est une densité de probabilité d’une variable aléatoire V' et G est la fonction de répartition de V.
12. On définit la fonction hy sur R par : Vz € R, hi(x) = { 0712 S? zs0,
2xe siz > 0.
(a) e hj est bien définie et positive sur R.

e Elle est aussi continue sur R™* car elle y est constante. Sur R*T, hy est le produit d'un polynoéme
et d'un exponentielle de polynéme donc hy est continue sur R**. Donc hq est continue sur R*.

+00
e Il reste & établir que / hi(t)dt converge et vaut 1. Remarquons que hq est nulle sur R™, donc il
o
suffit de montrer que hi(t)dt converge et vaut 1. On remarque immédiatement que li{rn hy =
0

0
0 = h1(0) donc hy est continue & droite de 0. Comme h; est continue sur R*, on peut l'intégrer sur
tout segment de R*. Soit A > 0,

A A
/ hy(t)dt = / 2 dt = [ _t2] = e M4 1
0 0 0 A—+4o00
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+oo
Donc / hi(t)dt converge et vaut 1.

—00

Bilan : ‘hl est une densité de probabilité.

Soit X7 une variable aléatoire admettant hy pour densité.

(b)

—+o00
X1 est a densité donc X; admet une espérance si et seulement si / thy(t)dt converge absolument.
—0o0

+oo
Comme hj est nulle sur R™, cela revient & montrer que / thy(t)dt converge absolument. Cela équi-
0

“+o0o
vaut encore a / 2t%e " dt converge absolument. La fonction sous cette intégrale est positive donc
0

convergence absolue équivaut & convergence.

On pense a exploiter le moment d’ordre 2 d’une loi normale centrée réduite d’une variable X qui vaut
E(X?) =V(X)+ E(X)? = 1 autrement dit

—+o00
/ Lu2e*”2/2du =1.
o 2

. 2 .
La fonction u — \/%uze u”/2 est paire sur R donc
U

oo q 2 too q 2
/ w22y = 2/ que*“ 2qu = 1.
0

S T 27

Cela suggeére le changement de variable affine t = %, il est C!, strictement croissant sur R* donc il ne

+oo
change ni la nature, ni la valeur de 2 / —w2e 2y,
0

Ver

Les bornes sont inchangées et du = v/2dt donc

1=2 /+OO Lu2e_“2/2du = 2/+00 L (\/515)2 e_t2 V2dt = i /+0<> t2e_t2dt
0 V2 0 V2 N '

Donc

/+OO 226 dt = VT
0 2

Bilan : | X; admet une espérance et E(X;) = @

On note H; la fonction de répartition de X; et on pose Hy = 2®(Hy).

D’aprés ce qui précéde, Hy est nulle sur R~ comme hy. Soit > 0,

Hi(z) = / hi(t)dt = / 2te tdt = [—e*ﬂ: =1—e,
—00 0
2 Mm@ siz£0
Ensuite Hy = 20(H;) donc Vo € R, Hy(x) =14 22 J, HETEY
F(0) siz=0.
2 X
Donc pour z < 0, on a [z;0] C R~ donc = tH(t)dt = 0 donc Hy(z) = 0.
0
Puis Hy(0) = H1(0) = 0.
Enfin pour z > 0, on a [0;z] C R donc

2 (7 2 (7 2 2 (2 1 _pL]" 2 /22 1 _» 1
Hy(z) = = [ tHy(t)dt = = (t—t_t)dt:—— —e T =S (e -2 ).
2(7) a:2/0 1®) x2/0 ¢ 2272 | T2\ \2 e 2

0 siz <0,
Bilan: VxeR, H(z)= 1— e
l1——— siz>0.
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D’aprés la fonction 11., Hy est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité que 1’on note Xo.

Pour déterminer une densité ho de Xo, il suffit de dériver Hy 1a ol elle est C et d’imposer des valeurs la ot
elle n’est a priori pas C*.

Ici Hy est C' sur R*, on propose

0 si x <0,
ho(z) = § —223e77" —2z(e™®* — 1) —222% 7" — 27" +2
- = 3 siz > 0.
x x
+oo
Montrer que X9 admet une espérance revient & montrer que / the(t)dt converge absolument. Comme
+oo o
hy est nulle sur R™, cela revient & montrer que tha(t)dt converge absolument. La fonction sous cette

intégrale est positive donc convergence absolue équivaut a convergence.

—22e " 42(1-e1") e 21
- — e A0 )

On remarque que, pour ¢t > 0, on a tha(t) =

“+o00
. . 2 .
Avec le changement de variables u = v/2t, on montre comme ci-dessus que / e~ dt converge en faisant
0

apparaitre une densité de loi normale centrée réduite. Il reste & montrer que dt converge.

0 t2

. e t? . o o t?
La fonction ¢ — 1 = est continue, positive sur 10, +00[, avec e* — 1 yuona 1 2 ¥ —1 car —t? ? 0.

11 _ —t2
Donc / Tdt est faussement impropre en 0.

0
. 42 42 _e—t?
Onaaussil—e* — 1donccommel#0onal—e? ~ 1donc? i~ t%
+oo +00 “+o0o

—+00
Or lintégrale de Riemann / t—th converge donc, par comparaison d’intégrale de fonctions psoitives,
1

too 1 _ eft2
I'intégrale / Tdt converge.
1

+oo 1 —t2
—e
dt converge et X, a une espérance.

Par somme /

0 t2

Partie IV - Etude d’un espace vectoriel et d’un produit scalaire.

13.

14.

(a) Pour tout (z,y) € R%, on a 0 < (z +y)? donc 0 < 22 + 22y + y? donc —xy < %(mZ +y?).
De méme (z —y)? > 0 donc 0 < 22 — 2xy + y? donc xy < %(mQ + y2).
Donc %(mz + yz) domine zy et —zy donc il domine |zy|.
Bilan : | V(z,y) € R?, |zy| < 3(2? +4?).
(b) Soit f et g dans Es, on a, pour tout z > 0, |f(z)g(z)| < 2 (f(z)? + g(z)?).

+o0o +o0
Or / (f (x))Qd:L‘ et / (g(:v))Zd:n convergent donc par domination de fonctions positives et conti-
0 0

+o0 +oo
/ |f(x)g(x)|dz converge donc / f(x)g(x)dz est absolument convergente.
0 0

+oo
Bilan : | Pour toutes fonctions f et g de Fs, 'intégrale / f(x)g(x)dz est absolument convergente.
0

e Par définition, 5 est inclus dans F.
e La fonction nulle de E est bien de carré intégrable sur R™ donc elle est dans Eo qui n’est donc pas vide.

e Soit f et g dans E» et a € R, on a, pour tout z > 0, (af(x) + g(x))? = o2 f () + 2af (x)g(z) + g(2)%.
+00 +oo “+o0o
Or f(z)g(z)dz est absolument convergente donc convergente, et / f (a;)de, / g(m)2da;
0 0 0
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+oo
convergent donc par somme d’intégrales convergentes / (af(x) + g(:v))2 dx convergent. Donc af +
0

g € Es.
Bilan : | 5 est un sous-espace vectoriel de E. ‘

On considére application (-,-) de Es x Fy dans R définie par :

15.

+oo
V(f,9) € B2 x B, (f,9) = /0 f(z)g(z)dx.

e L’application (-,-) est bien définie de Fy x Eo dans R d’aprés la question 13.

e L’application (-,-) est symétrique par commutativité du produit des réels en effet, pour tout (f,g) €
Ey x By et x € RT on a f(z)g(x) = g(x) f(x).
e Soit f,g et h dans Fs et « € R, on a

+00 +o00 400
(of +g.h) = /0 (af(z) + g(x)) hiz)dz = a /0 f(@)h(x)da + /0 g(@)h(z)de = alf, b + (g, h)

par linéarité des intégrales convergentes. Donc (-,-) est linéaire & gauche et par symétrie, elle l'est a
droite itou.

e On a

+oo
. f) = /0 (f(2)?dz >0

car on intégre une fonction positive avec des bornes d’intégration dans l'ordre croissant.

e Enfin en notant 6 la fonction nulle sur R* on a bien str (4, 6) = 0.
+oo
Réciproquement si (f, f) = 0 alors / (f(x))*dz = 0.
0

La fonction ¢t — (f (ac))2 est continue sur Rt donc elle y admet une primitive que je note 7', on a alors
+oo
/ (F(2))* dz = lim(T) — T(0) = 0.
0 oo

Or T' = f? est positive sur RT donc T est croissante sur R donc, pour tout = € RT,
onaT(0) <T(x)< Em(T) = T'(0) donc T est constante sur RT donc sa dérivée est nulle donc f est
o0

nulle sur RT.

Bilan : ‘ (-,-) est un produit scalaire de Fjs. ‘

On munit Fy de ce produit scalaire et de la norme associée || - ||.

16.

Soit f une fonction de Fs.
x
On note, comme dans la partie B., pour tout = de R™ : h(z) = / tf(t)de.
0

R h 0
(a) A la question 5c, il est vu que lin%) @ = f(2) La fonction carrée est continue sur R, donc par
, >0 °
h(z 0))?
composition lim ( (4)) = (7(0) .
z—0 T 4
>0
\ T h@) _ f(0) e et cont
A la question 5d, il est vu que hII(l) 2 = g La fonction carrée est continue sur R, donc par
xT—r X

<0

Lo (h(@) (0
composition il_i%) o R

(b) On fait une intégration par parties, on pose

{ u'(z) = g5 = §_4 o { u(z) = Fa3 = %
v(@) = (h(z)) V'(x) = 2k (x)h(x) = 2z f(z)h(x) avec la question Ha
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Les fonctions u et v sont C' sur R™*, on fixe ¢ > 0 et on a

X (h(x))? ~1 XX
VX >0, / ( (j)) dz = [3x‘3 (h(x))Q] —/ = 32xf( x)h(z)dz
= o (W) 243 [ s 5 (b))~ 243 [ s
- 3X3 3a3 3X3 3a3
Il reste a étudier la convergence lorsque a — 0. On a % (h(a))? = ax I L (ha))* — 0x (f(l()Q))Q =0.

a—0t

La question 6. assure que ®( f) est continue en 0 donc f x ®(f) l'est aussi et / f(@)®(f)(z)dx converge
0

ou existe.

Bilan :

X 2 2 2 X
VX>O,/O (h(xf) dx:—;(h(XXQ)—Fg/O f(@)@(f)(z)dx

X
(c) Soit X > 0. La fonction polynomiale A — / (M (z)+ @(f)(x))Qdaz est positive sur R car une intégrale

0
de fonction positive avec des bornes dans I'ordre croissant est positive. Elle peut s’écrire

X
)\l—>)\2/ 2(x) d:):—I—Q/ f(x dxxA+/ ®(f)(z)%d.
0
X
Si / f2(z)dz = 0 alors on a déja vu que f est nulle sur [0, X] donc
0

/ flx 2)dr =0 = (/OX (f(@)%:) . (/OX (@(f)(a:))2dx>

X X
Si / f*(z)dx # 0, alors la fonction polynomiale A — / (M (z) + @(f)(x))2dx est de degré 2 et
0

0
elle est de signe constant sur R donc elle ne peut pas avoir deux racines réelles distinctes sinon il y a
changement de signe. Donc le discriminant est négatif ou nul donc

a=(2f s d@”) ([ rwe) ([ ener@a) <o

Donc en divisant par 4>0,

(/OX lf(nc)@(f)(a:)dac)2 < </OX fQ(x)dx> (/OX ‘P(f)(x)Q(x)dg:) '

X X
On compose par racine carrée qui est croissante sur R, les deux intégrales / fA(z)dz et / O(f)(z)?(z)dz
0 0

J< (] 3 Pa)is ) " (/ ) B(f)(a) (o)
[ swen@ar< ([ (rwyar) - ([ @nwya)

(d) Soit X > 0, on multiplie ce qui précéde par %,

2 [ rwemman <3 ([0 (f(x))Zdw)l/Q ([ @nwya) "
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On reprend la question 16.b, qui donne

X

X (h(@)® 2 1((X))" 2 ¥ 2 ¥
| E = [ @o@)a - 5551 [ rwemneas <5 [T i@
<0

Donc

[ @) i< [ rwenwae < ([ (f(fv))de>1/2 ([ @wyie)
si ([ @y
si ([ @) as

conclure aussi.

1/2

1/2 1/2

9 X
dx = 0 alors comme 3 < / ( f (x))Qda:> est positive, on pourra conclure.
0

> 0, alors on pourra diviser ce qui précéde par cette quantité et on pourra

>1/2
|

Bilan - (/OX (cp(f)(gc))%lx)1/2 < ; </0X (f<m))2dx)

D'
On compose ce qui précéde par la fonction u +— u? croissante sur R* et on a 0 < / (q)(f)(:r))zdx <
0

4

X
2
9/0 (f(x)) dzx.

Or f € F, donc

1/2

+oo 9 B X 9 +oo )
[T e = [ e [ (@) e

—+00
et f? est positive donc avec X < 400 on a 0 < / (f(x))2d:v donc
X

X 2 4 (X 2 4 [T 2
0< /0 (@(/)(@))*d < 5 /O (f@)’de < 5 /0 (f(x))%dz.

X
La fonction t (<I>(f)(a:))2 est continue sur R™ donc la fonction X / (q)(f)(x))de est de
0
X
classe C! sur RT avec une dérivée t — (<I>(f)(a:))2 positive donc X +— / (CID(f)(ac))de est croissante
0
4 [Foo
sur RT. On a montré qu’elle est majorée sur R* par 9/ (f(a:))Qdaz (indépendant de X) donc
0

X 400
X — / (CD(f)(x))de a une limite finie en +o00. Donc / (q)(f)(m))zdx converge.
0 0

En faisant tendre X vers +oo dans la relation du 16.d, on a

1/2 2 2

</O+°° (@(f)(x))de> <3 (/;oo (f(w))de> v donc /(®(f), ®(f)) < §\/<f’ 7.

2
Bilan : | La fonction ®(f) appartient & Ey et ||®(f)| < ngH

Soit X > 0, en utilisant la relation de la question 16.b, on a

h(X) )2 _MX? /X (h(
0

z 2 X
VD) - Vdevz [ f@e( @i

X

X (@()(X))? = X <

2

400 x 2 +o0
Md% ’/0 f(@)®(f)(z)dx convergent donc X +— X((I)(f)(X)> a

or les deux intégrales / 1

0 X
une limite finie en +oo.
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2
Notons « cette limite, elle est positive car X — X (CI)(f)(X)) positive sur R™. Si a est non nulle alors

X(en0)

o X—+o00

2 2
donc X <<I>( HX )) e donc (<I>( HX )) o & donc par comparaison des intégrales de fonctions

+too o +00 2
positives / —dx et / (@(f)(:n)) dz sont de méme nature.
1 x 1

+oo
Or / gdﬂv diverge, cela contredit le fait que ®(f) € Fy. Donc « est nulle.
1 x

Bilan : | La limite de X > X (®(f)(X))* en 400 est 0.

(g) Avec la question 16.b,

X )2 X 2 X
VX > o,/0 (h(xﬁ)dx _ /0 (®(5)(@)) ax = —;WQ + 2/0 F(@)(f)(x)dx.

Donc en faisant tendre X vers +oo, on a

/Om ((I)(f)(x)>2dx = g/om F(2)D(f)(2)dz.

2

Bilan : | [|®(f)|] = §<<I>(f),f>‘

Partie V - Etude d’une suite.
17.

1 |def suite_v(n):
S =20
for k in range(l,n+1):
S =S + kxsuite_u(k)
5 v = 1/(nx(n+1))*S
return v

18. On suppose dans cette question uniquement que la suite (uy,)pen+ est décroissante.

(a) La suite (un)nen+ est positive, décroissante donc elle converge.

(b) D’apres les graphiques, (v,,) semble décroissante, convergente avec une limite moitié moindre que celle

de (up).
n n
(c) Pour tout n de N*, on a, pour tout k € [1,n], u, < ug donc ku,, < kuy donc u,, »_ k< > kuyg donc
k=1 k=1
+1 " +1 n -
u”n(nz ) < kzl kuy, donc un"(TLQ )n(nl+1) = % < n(nlJrl) kzl kup = vy,.
D’autre par
1 m 1 n 1 2n
PN B o AN o I S
2n(2n + 1) Pt 2n(2n + 1) — 2n(2n+1) Pt
——
:n(n+1)U7L
Donc
1 1 2n
B Don) + 5 k.
Y e+ 1) (”(”+ o)+ 2@ 1) D hu

k=n+1
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Comme la suite (u;) est décroissante, pour tout k& € [n + 1,2n], uy < uy41 donc en multipliant par
k > 0 puis en sommant on a

Z kug < tpi1 Z k= upi1 (;k Zk> - (271(27214- 1) (n2—i- 1)) ~ <3n2—i— 1)

k=n+1 k=n+1

Cela permet de conclure
n+1 3n—+1

22n+ 1) T d@n+ )t

V2n <

Pour tout n de N* :

n+1 n n
1 1 1
k=1 k=1

k=1
= nn(nl—l—l) ; kug + Upt1 = NUp + Upt1-
D’autre part
1 1 s
Uptl — Un = Unil — (T ; kup = vpy1 — m( Z_: kuy, —(n+ 1)un+1>
AT

1 1

1 1 1
= Un+4+1— ((n—i— 1)(n+2)vn+1> +—Upt1 = n—vpt1——(N+2)vpp1+ —Upt1 = —(Unt1 —20n41).
n n n n n

1
(n+1)n
Soit n € N*, on a “”2“ < Upy1 done uppq — 2vp41 < 0 donc vp1 — v, < 0 donc la suite (v;) est
décroissante. Chaque v, est une somme de réels positifs donc la suite est minorée par 0 donc elle
converge.

On pose ¢ = limu; et ¢ = limwvj, la relation % < vy, vraie pour tout n € N* donne % A
+oo +oo
n+1 3n+1
Un +
2(2n+1) 4(2n +1)
On sait qu’'un polynéme est équivalent a son terme dominant en +oo donc

On utilise ensuite la relation vy, < Upt1-

3n+1

ntl 1 _3n+l 3
22nt1) ~ 1 € T2ntD) 8

Donc par passage a la limite ¢/ < iﬁ’ + %E donc %6’ < %6 donc ¢ < 56.

Enfin [ ¢ = 5¢.

1
2

19. On suppose dans cette question uniquement que la série Y u, converge.

(a)

n>1

Pour tout N € N*, on pose Hy : (Z Uy, = Z Up — NUN)
n=1 —
1
Aurang 1, on a kzl up — lvg = up — %ul = %ul = v1. Donc Hq est vraie.
Supposons Hy vraie & un rang N € N*, on a

N+1 N N

E Up = UN+1 + Zvn =UN+1 + Zuk — Nuoy selon Hy.
n=1 n=1 k=1

On exploite la question 18.d, pour obtenir (N +2)vy41 = Nuy +un1 donc —Noy = —(N +2)vy41 +
UN+1-

Ainsi
N+1 N N+1
Z Up = UN41 + Zuk - (N + 2)1)]\[.;,.1 +unt1 = Z U — (N + 1)UN+1-
Donc H 41 est vraie.
N N
Bilan : |Pour tout N € N*, H est vraie et > v, = > up — Noy.
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(b)

(d)

La série > vy, est a terme général positif donc ses sommes partielles forment une suite croissante. Celle-

n>1
N N N
ci converge donc si et seulement elle est majorée. Or, pour tout N € N*, Y~ v, = >~ up— Noy < > ug
car —Nvy < 0.
N N +o00 +o00
Comme (ug) est a terme positif, on a > up < > up+ > up = U
k=1 k=1 k=N k=1
N +o00
Donc, pour tout N € N*; >~ v, < > ug, ce dernier terme est indépendant de N donc il domine les
sommes partielles de la série ) vg.
Bilan : | > v, converge.
n=1
N N
Pour tout N € N*, Noy =— > v+ > up -

N N
Or les séries Y vy et Y uy convergent donc la suite ( Sop+ > uk> converge.
n=1 k=1 n=1 k=1 N>1

Donc Nvy tend vers une limite finie £ lorsque 'entier N tend vers +o0.
La suite (Nuy) -, est & terme positif donc £ > 0.

Sif >0, alors Nuy ~ £ donc vy ~ %. Or la série ) % diverge comme combinaison linéaire de série

N>1
harmonique avec ¢ # 0. Par comparaison des séries a terme général positif, > vy diverge aussi, cela
N>1
contredit ce qui précéde. Donc £ = 0.
N N
Au 19.a, il est vu que, pour tout N € N*, > v, = > ux — Nuy. Comme Nvy — 0, on peut
n—1 k—1 N—+o0
+oo +oo
conclure >~ v, = > up.
n=1 n=1

20. On considére dans cette question une variable aléatoire Y & valeurs dans N*.

(a)

+oo
On reprend ce qui précéde, avec pour tout k € N*, up, = P(Y =k) e N*et > P(Y =k) = 1. Donc les

k=1
n
conditions sont réunies pour affirmer qu’avec v, = m > kP(Y = k), on a, pour tout n € N*, v, >0
k=1
—+00 “+o00 n
et > v, =1 cest-a-dire ) ﬁ S EPY =k) =1
n=1 n=1 k=1

Bilan : Il existe une variable aléatoire Z, a valeurs dans N*, telle que :
1 n

On suppose dans cette question que Y admet une espérance, notée E(Y). Cette espérance est stricte-
ment positive car Y est & support dans N*.

Donc comme Y kP(Y =k) — E(Y), on a
k=1

n—-+o0o

S EP(Y = k)
k=1

e 1d FP(Y =k) ~ E(Y).
B(Y)  notoo OHC; ¥ =#) )

1 1
D’autre part Y W2 donc par produit P(Z = n)

E(Y)

Cela entraine nP(Z = n) v
n—-+0oo n

L. 1 3 - EY) ;. . PN
La série ) - diverge donc la série ) =~ diverge car E(Y') # 0. Donc par comparaison des séries a
n=>1 n=1
terme général positif, la série > nP(Z = n) diverge donc la variable aléatoire | Z n’a pas d’espérance.
n=>1
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