Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CORRECTION DS5 - HEC ECS Matas I 2019
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Partie I - Un premier exemple.
Soit a un réel différent de 1 et

l1—a\ a —a

A= 1(1’4>6Mﬂw.

1. Quel est le rang de A? Calculer A?.Que peut-on dire de I'endomorphisme f canoniquement associé a A?
est-ce un endomorphisme diagonalisable 7 Quels sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de f7

Deux colonnes proportionnelles et non nulles donc [rg (A) =1|.
donc f2 = f et ‘ f est un projecteur. ‘ Donc ‘ f est diagonalisable‘

Les valeurs propres de f sont parmi {0, 1}

1 1 1
OnremarquequeA<1>_0etA<a>_<a>

Donc 0 et 1 sont les valeurs propres de f et comme dim (Ep) + dim (F;) = 2, chacun des deux sous espaces
propres est de dimension 1

La famille libre en est donc une base donc génératrice et
Ey = Vect ((1,1)) et By = Vect ((1,a))]

2. Calculer M = A A. La matrice M est -elle diagonalisable ? Comparer Ker (f) et Ker (sf). Quels sont les
valeurs propres et les sous-espaces propres de s;?

M_%A_1+ﬁ<1 4)
(1-a)? \-1 1

M est symétrique réelle donc diagonalisable‘
Six € Ker (f) alors f (x) =0 donc f*o f(x) =0 et x € Ker (sy) donc Ker (f) C Ker (s¢) .
et sy de rang 1 donc (th du rang) dimKer (sy) =1 et | Ker (f) = Ker (sy) |

1 1+ a? 1 . 1+ a?
Et ona M < > = L“Q < > donce (1, —1) # 0 vecteur propre associé a la valeur propre L‘Lz =
-1 (1—a) -1 (1—a)

En dimension 1, sy ne peut pas avoir d’autre valeurs propres.
Et la somme des dimension des sous espaces propres impose que
Ey(sf) = Vect (1,—1) et Eg(sf) = Vect (1,1)

3. A quelle condition nécessaire et suffisante, M est-elle la matrice d’un projecteur ?
M est la matrice d’un projecteur <= s; est un projecteur
1+ a®

ALORS ses valeurs propres sont parmi {0,1} donc (1+)2 =1 ou 0 (impossible)

DONC a=0
et quand a = 0, M? = M donc
M est la matrice d’un projecteur <= a = 0‘

Partie II - Généralités.

4. Produit scalaire sur M,, (R)

(a) Soit

A=laislpenayz €8 B =il e

deux matrices de M,, (R). Donner I'expression de Tr (tA B ) en fonction des coefficients de A et de B.

OnadB=(>}_, ak,ibkd’)@',j et | Tr (A B) =30 S0, akyibky

(b) Montrer que I'application (A, B) — tr('A B) est un produit scalaire sur M,, (R).

(c’est le produit scalaire canonique ...)
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Application de M, (R) dans M,, (R)
Symétrique car ay ;bg; = by ;ar;

Linéaire a droite par linéarité de la trace donc bilinéaire
Positive : Tr (‘A A) = >0, S0 (ar,:)* = 0

Définie positive : si Tr (tA A) = 0, une somme de « termes positifs »est nulle alors tous les termes

sont nuls donc (a;m-)2 =0et A=0

Dans la suite du probléme, on notera :
(4,B) =Tr ((‘4) B) et [[A]l, = /Tr ((4) )

la norme euclidienne associée.
(c) Rappeler l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que

VA € My (R), Tr (A2) < Tr (4 A).

Montrer également que (TrA? = Tr(4 A)) < (A € S, (R))

Cauchy-Schwarz :

(@, )| < llz]l |yl pour tout & et y de E ou encore (z,4)* < [l|* |yl

On a Tr (A%) = (4, A) < HtAH | Al avec

4 = Sy Y (ara)® = iy iy (o) = [14]1°

donc | Tr (42) < A = Tr (‘4 A)

Et par le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

TrA%2 = Tr(A A) <= <tA ,A> = || A]] HtAH

<= A et A sont colinéaire

et s'il existe A tel que 4 = XA alors A A = AA? et Tr (A A) = NTrA?

SiA#0, TrA? =Tr (4 A) = HA||§ #0donc A=1¢et A = A et A est symétrique.

Si A =0 alors A est symétrique

Donc, si TrA% = Tr(A A) alors A € S, (R)

Réciproquement, si A = A on aura bien I’égalité.

Donc | (TrA? = Tr(4 4)) & (A € S, (R))

Dans la suite, A € M,, (R) et f est toujours ’endomorphisme canoniquement associé¢ a A.
5. Caractérisation de la matrice de f* en base orthonormée :

Soit B" = (€}, ..., e},) une base orthonormée de R™, on note P la matrice de passage de By vers B’ et A’ la

matrice de f dans la base B'.
(a) Rappeler la relation liant A et A’
Matg, (f) = Pg,sMats f Pg 5,
donc|A=PA'P~'et A =P 1AP|

(b) Rappeler pourquoi P est une matrice orthogonale .

P est une matrice de passage entre deux bases orthonormées.
Ces colonnes sont les coordonnées des (€], ..., e},) dans By
Donc, les produits scalaires (E; colonne associée a e/)
(chef) =B Bj=0siitjet=1sii=j
Donc PP =1

(c) En déduire que A’ est la matrice de f* dans la base B’
Matg, f* = A donc Matg f* =P ' AP=P AP
et A = t(PflAP) =piAip-t = Matg f*

Donc ’ A" est la matrice de f* dans la base B’

6. Réduction de sy.
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(a)

(b)

Vérifier que, pour tout X € My (R), "X (A A) X = |AX |2

'X(AA)X = (X 4) AX = '(AX) AX et comme c’est une matrice de My (R),
\tx (4 A) X = Tr ((AX) AX) = |AX]|? \

Montrer que Ker (f) = Ker(sy) et rgsy = rgf.

avec X = Matpg, (), si z € Ker (f) alors AX =0 et A AX =0 donc = € Ker (sy)
donc Ker (f) C Ker (sy)

Réciproquement :

Si 2 € Ker (sy) alors (A A) X =0 donc ‘X (4 A) X =0 donc [|[AX| =0

donc AX =0 donc f(x) =0 donc = € Ker (f) d'ou Ker (sy) C Ker (f)

et | Ker (f) = Ker (sy)

Vérifier que sy est un endomorphisme symétrique de R".

sy est un endomorphisme de R"
sa matrice A A dans une base orthonormée est symétrique : t(tA A) =tATA =14 A

Donc ’ sy est un endomorphisme symétrique de R™ ‘

Montrer que les valeurs propres de sy sont positives ou nulles.

Soit z un vecteur propre de sy associé a A et X la colonne de ses coordonnées dans By
A AX = AX donc X A AX = XX X et |[AX|? = || X|J?

Comme X # 0 alors A > 0

‘les valeurs propres de sy sont positives ou nulles. ‘

On note r = rgf et on suppose pour la fin de la question 6) que 1 <r <n — 1.

()

Justifier qu’il existe une base orthonormée C' = (e1,...,&;,...,&,) de R" dans laquelle la matrice de sf

est de la forme
< D Or,n—r >
Onfr,r Onfr,nfr

ou D est une matrice diagonale d’ordre r dont les éléments diagonaux Aq, ..., A, sont strictement positifs
et ot Oy y,—r, Op—prr, Opp—r n—r sont des matrices dont tous les coefficients sont nuls.

sy symétrique est diagonalisable sur une base orthonormée de vecteurs propres.
Le sous espace propre associé a 0 est de dimension n — r (th du rang en dimension finie)

En réordonnant les vecteurs de la base pour placer ceux associés a la valeur propre 0 & la fin, on obtient
‘D 07’,71—7' )

Onfr,r Onfr,nfr

donc une base orthonormée dans la quelle | la matrice de sy est ( avec D diagonale

a termes strictement positifs (les autres valeurs propres)
Montrer que la matrice de f dans la base C est de la forme

o Al Or,n—r
Matc (f) - < As
ou Ay € M, (R) , Az € Mn—r,r (R) . Vérifier que tAl A+ tAg A3 =D.
Comme Ker (f) = Ker (sy) , les n —r derniers vecteurs de C forment une base de Ker (f) et leurs images
sont nulles.

Onfr,nfr

Donc la matrice de f dans la base C est de la forme M = ( ﬁl OOT’"”" ) ou A; € M, (R), Az €
3 n—rn—r

Mn—r,r (]R) .

Comme

Mat¢ (Sf) = MM

_ 2341 243 Al Or,nfr
B On—t,r On—r,n—r A3 On—r,n—r
_ ( 1341 Al + 543 AS Or,n—r >

Onft,r Onfr,nfr

alors | A} A1+ A3 Az = D.
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7. Etude des valeurs propres de A x *A

On note 74 = fof* I'endomorphisme canoniquement associé & A x A .

(a)

Montrer que rg (s¢) = rg (7¢) et dim (Ker (sf)) = dim (Ker (7¢)) .
Comme YA = A, en substituant’4 & A et f* & f, on obtient que
(f*)* est 'endomorphisme associé a *4 = A donc (f*)" = f et

Ker (sy) = Ker (f) donc (th du rang en dimension finie) rg (sf) = rg (f) =1g(A) =18 (A) =18 (s4+) =
rg (7a)

Donc |rg (sf) = rg (7f) et (th du rang) dim (Ker (s¢)) = dim (Ker (7))

Soit A une valeur propre strictement positive de sy et & un vecteur propre associé. Vérifier que A est
une valeur propre de 7y et que f(x) est un vecteur propre associé. Montrer alors que

dim (E)\ (Sf)) S dim (E)\ (Tf)) .

Soit A une valeur propre strictement positive de sy et 2 un vecteur propre associé.
avec X colonne des coordonnées dans la baseB3.

Ona A AX = A\X donc AA (AX) = X\ (AX)

et comme X # 0 et A # 0 alors AX # 0 et AX est colonne propre de A A associé a \
dond| f (z) est vecteur propre de 7; associé a A
Donc f (Ey (sy)) C Ex (7f) et dim f (E) (sf)) < E) (77)

Or f restreinte & Iy (sf) est injective :

Soit x € E) (sy) tel que f(z) = 0 alors AX =0 donc 4 AX = AX = 0 et comme X # 0, X = 0 et
z=0

Donc f bijective de E) (sf) dans f (Ey (sf)) et dim f (Ey (sf)) = dim E) (sf) d’otl

dim (E) (sf)) < dim (Ey (7))
Montrer que 77 est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu’il posséde exac-
tement les mémes valeurs propres que sy et que, pour chacune de ces valeurs propres A, on a

dim (E) (sy)) = dim (E) (7y)) .

Comme 77 = s+, 7y est symétrique donc ’ diagonalisable sur une base orthonormeée | de vecteurs propres.

Par égalité des dimension des noyaux, 0 valeur propre de 7y <= valeur propre de sy

Si A valeur propre non nulle de sy alors A valeur propre de 7y

Et réciproquement en substituant f* a f donc ’ 7 et sy ont les mémes valeurs propres nulles ou pas
et (f*)" = [, dim (E) (sg+)) < dim (E) (14+))
donc, pour A # 0 : dim (E) (17)) < dim (E) (sy)) et |dim (E) (sf)) = dim (E) (7y))

En déduire enfin qu'il existe © € O,(R) telle que A x A = Q (4 A)' Q.
Tt et sy ont des valeurs propres (nulles ou pas) identiques et des sous espaces propres de méme dimension.

Donc, en réordonnant pour chacun les vecteurs d’'une base orthonormée de vecteurs propres par ordre
décroissant (pour avoir les 0 a la fin )

il existe deux bases BB et C orthonormées telles que Matgsy = D = Matc7y

On a donc D = Matgsy et A A= Matg, sy = Pg, 3D P35,

et AA = MatBOTf = PBO,CDPC,BO = PBO7cP3750 A APBO,BPC,BO

donc, avec 2 = P, cPp s, qui est orthogonale (produit de matrices orthogonales)

AxA=0(1A4)0

8. Une inégalité

Dans cette question, on pose

V ={(x1,....,zp) €10, +00["} et U = {(x1,...,zp) €]0,+00["},
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et p 'application de R™ dans R définie par

n

0 (X1, ey Ty) — H:U’
i=1

On admet que V est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R".

(a)

(b)

()

(d)

Montrer que
W ={(z1,....,zn) €V /21 + ... + 2, =1}
est une partie fermée bornée de R".

La fonction x +— x1 + ... + 2, est continue (polyndéme) sur R™ donc W, image réciproque d’'un fermé, est
un fermé de R”.

Pour tout x € V (tous les z; > 0) , z; < &1 + ... + ,, donc, pour x € W, 0 < x; < 1 et [|z]] < v/n

Donc ’ W partie fermée bornée de R™ ‘

En déduire que ¢ admet un maximum global noté M sur W.
¢ est continue (polyndéme) sur un fermé bornée donc

‘go admet un maximum global noté M sur W‘

Calculer ¢ (21, ..., x,) lorsque (z1, ..., 2,) € V\U.

lorsque (z1,...,z,) € V\U, au oins un des z; est nul donc ‘ ¢ (x) =0 pour x € V\U‘

En déduire que M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte x1 + ... + 2, = 1.

Comme 0 n’est pas le maximum de ¢ sur W, le maximum est atteint sur U.

Donc, M est le maximum de ¢ sur W N U donc ‘sur U sous la contrainte W. ‘

Déterminer alors la valeur du maximum M et préciser en quel vecteur de U il est atteint.

Soit z € U et g (z) = x1 + ... + @, contrainte linéaire, Vg (z) = (1,--- ,1)

¢ (polynomiale) est C! sur I'ouvert U et 9;p (z) = || PP

Dongc, si z est un extremum de ¢ sous la contrainte g (z) = 1, il existe A € R tel que Ve (z) = AVyg (z)

Donc,pour tout i : [[;; xx = A et ¢ (v) = [[}—; 7x = Az; et comme x € U, ¢ (z) # 0 donc A # 0 et
1
Ti = XSO(CU)

(tous les z; sont égaux)
1

Comme g (z) =1 on a alors x; = — pour tout 4
n

Comme c’est la seule solution possible et que M est une solution, alors

M= <i;> ot o (M) = <;>n

Soit S € S, (R). On suppose que les valeurs propres de S sont positives ou nulles et on note (pu1, ..., fin)
une liste étendue des valeurs propres de S. Déduire de ce qui précede que [[7 p; < (%)n . Dans quel
cas a-t-on égalité dans cette inégalité ?

Comme ", p; = Tr (S) on a, avec x; = p1;/Tr (S) >0: > " pi/Tr (S) =1 et x>0 donc z € W
Donc la valeur en z est inférieure ou égale au maximum :

o (@) = ([T m) / (Te (S)" < (M) = (i)n dou | [T i < <Tr5>n

n

1
L’égalité est atteinte au seul maximum, M, donc si et seulement p;/Tr (S) = — pour tout 7 .
n

1
On a alors les p; tous égaux. Et réciproquement, s’ils sont tous égaux, u;/Tr (S) = — pour tout i.
n

Donc ’ égalité <= S est un multiple de I, ‘

Dans cette question, on note (g, ..., A,) une liste étendue des valeurs propres de ‘A A.

On définit 'application A sur R par

Ve eR, Z(z) :H(x—i—)\l-).
i=1
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Montrer alors que pour tout réel x > 0,

A(r) < (tr (210 + tAA)>n_ (nx—l—)\l—i—...-i-)\n)".

n n

La matrice S + xI a pour liste étendue de valeurs propres (z + Ai)ie[[l,n]} (en partant de ’écriture
diagonalisée S = PDP~ et S +xI = P (D + xI) P~! qui donne la liste étendue des valeurs propres)

Pour tout > 0, S + xI est symétrique a valeurs propres positives ou nulles. (les A; le sont déja donc
les z + \; également)

Donc (question f) ) [T, (z 4+ Xi) < (W) avec Tr (S+al) =371 (x+N)=nz+> "1\
d’oit
t n n
Alz) < (tr(:z:[n—l— AA)) :<n1:—|—)\1+...+)\n>
n n

Partie III - Etude de deux cas particuliers.

9.

(a)

(b)

Montrer que la trace de toute matrice représentant ’endomorphisme f est r.

La trace est invariante par changement de base car Tr (AB) = Tr (BA) donc

Tr (PDP™') =Tr (DPP™') = Tr (D)

Pour un projecteur, Ker (f —Id) @ Ker (f) = E et la juxtaposition de leurs bases est une base de E
dans laquelle la matrice de p est diag,(1,---,1,0---,0) donc

‘la trace de toute matrice représentant I’endomorphisme f est r. ‘

On reprend les notations de la question 6) selon lesquelles

e = (44 Vo )

On—nn—r
Vérifier que A7 = A et que tr(A;) = r, et en déduire la matrice A;.
Comme f est un projecteur f2 = f et Matc(f)? = Mate(f)

Avec Al Or,n—r Al Or,n—r _ A% Or,n—r
A3 Onfr,nfr A3 Onfr,nfr N A3A1 Onfr,nfr

donc | A2 = A,

Tr (Mate(f)) = Tr (A1) donc m

Donc, A; est une matrice de projecteur d’ordre r et de rang » Donc

En effet, le rang d’une projection est sa trace. Donc (th du rang) dim (Ker (A)) = 0 et donc dim (Ker (A — 1)) =
r (supplémentaires dans M,, ; (R) )

et Ker (A —1I,) = M, 1 (R)

Montrer alors que les valeurs propres non nulles de A A sont supérieures ou égales a 1 et que tr (% A) >

T

On a donc Mate(f) = <

1 Or,n—r
A3 On—r,n—r

‘BB = < 1 tf43 > < I Or,n—r ) _ ( I+ 12’43 AS Or,n—r )
Onfr,r Onfr,nfr A3 Onfr,nfr Onfr,r Onfr,nfr

matrices de sy dans la base C.

) = B semblable & A

D’aprés 6.c) I + A3 A3 = D matrice diagonale des valeurs propres non nulles de 4 A.
Donc ‘A3 Az = D — I est diagonale.

(J’aimerais ici, utiliser la question 8. avec S = ‘A3 A3...7)

les valeurs propres de A3 A3 sont positives ou nulles, donc celles de I + A3 A3 sont > 1.
Donc D = I + A3 A3 est une matrice diagonale dont tous les termes sont > 1

Donc les ‘Valeurs propres non nulles de ‘A A sont supérieures ou égales a 1
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(d)

En partant de I’écriture diagonalisée, Tr (tA A) est la somme de r termes > 1 donc |tr (tA A) >

Quels sont les projecteurs pour lesquels tr (tA A) =r?
Si tr (A A) = r alors Tr (43 A3) = 0 donc [|As|| = 0 donc Az =0 et

‘ f est une projection orthogonal de rang r ‘ (sur un sous espace de dimension r)

10. On suppose dans cette question que f est une symétrie, c’est-a-dire f? = Id.

(a)

(b)

Justifier que ‘A A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et de ‘A .
Comme f2 =1d, A? = I donc A est inversible (et A~! = A) donc ‘A est inversible donc (produit)

‘A A est inversible et (% A)_l — Al =AY

1
Montrer que si A est une valeur propre de ‘A A, alors X est aussi une valeur propre de 4 A et que
dimE) (A A) =dim Ey ), (4 A)

si A\ est une valeur propre de A A, (inversible alors A # 0) et que X est un vecteur propre associé alors
AAX = \X

1 1
donc (produit par l'inverse) X = AA A X et AA X = XX donc X est une valeur propre de A 4 donc
de 7 f-

Or, 77 et sy ont les mémes valeurs propres.

1
Donc X est aussi une valeur propre de A4 A

On a obtenu que si X était vecteur propre de A A associé a \ alors X était vecteur propre de A A
associé a —.

A
On a la réciproque de la méme fagon. Donc, les sous espaces propres E) (tA A) et Ey/x (A tA) sont
égaux.

Et comme dim (El/)\ (sf)) = dim (El/)\ (74)) on a finalement
dimE)\ (124 A) = dimEl/)\ (% A)

Vérifier que pour tout z réel strictement positif on a :

>2

ISER

T+

puis établir ’équivalence logique
1
r+—-—=2&z=1
T

2

-2 1 1

Signe de la différence : z + 1 — 2 = roerdtl 2 (x—1)
x x

donc, pourtoutx>0:x+%22et:c+%:2<:>a::1

On note (g, ..., A\p) une liste étendue des valeurs propres de ‘A A. Montrer que

(1+A) > 2™
1

n

)

YA A est a valeurs propres positives ou nulles donc
pour tout 7 : 1 + A; > 1 et comment obtenir une quantité > 2, il faudrait que A > 1777

1
On revient a la question b) : A valeur propre <= X valeur propre, & chaque valeur propre < 1, correspond

une valeur propre > 1.
1 1
Et dans le produit : A > 0: (14 \) <1+)\) :2+)\+X > 4 et on détaille :
Si A; est une valeur propre répétée k fois dans la liste étendue alors 1/); est valeur propre répétée k fois

également (égalité des dimensions des sous espaces propres associés)
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ET RECIPROQUEMENT

Donc une autre liste étendue des valeurs propres est (1/A1,...,1/\,)

Ces deux listes sont donc des permutations 'une de I'autre (elle comprennent les mémes éléments dans
des ordres distincts)

Ty (20 =TTy (1 ) et (T 0+ A =Ty (2 (145 )

Donc (termes positifs)| [[;; (1 +X;) > v4r =27

Quelles sont les matrices pour lesquelles []" , (1+X;) = 2?7 Montrer que cette égalité correspond

au cas ol f est une symétrie orthogonale, ce qui signifie que les sous-espaces Fi(f) et E_1(f) sont
orthogonaux.

1 1
[T, (1 + X;) =2 si et seulement si tous les termes (1 + ;) <1 + )\) =2+ )\ + X valent 4.
i i

1
C’est a dire si \; + — = 2, c’est a dire si (et seulement si) A; = 1 pour tout .
i

Donc ] (1+XN)=2"<= YU A=1T
Correspond au cas : équivalence

= U=A"1=A

ce qui signifie que f est un endomorphisme symétrique, DONC que ses sous espaces propres sont
orthogonaux. (E1(f) L E_1(f))

Réciproquement, si E1(f) L E_i(f)),la juxtaposition de bases orthonormée de chacun, sera une base
orthonormée de E.

Dans cette base orthonormée, la matrice de f sera diagonale, donc symétrique, et, donc dans toute base
orthonormée la matrice de f sera symétrique.

cette égalité correspond au cas oul f est une symétrie orthogonale,

Partie IV - Décomposition polaire.

11. Montrer qu'il existe une base orthonormée C = (g1, ...,&,) et n réels strictement positifs A1, ..., A, tels que

12.

Vi e [[1,n]], sy (e:) = Mg,

et on pose alors

Vi e [[1,n]],v (&) = Vi

Montrer que I'on définit ainsi un endomorphisme v de R™ tel que v € ST (R") et v2 = s i

A est inversible, donc, A4 A est inversible et 0 n’est pas valeur propre.

Donc, toutes les valeurs propres de A A, c’est a dire de s f, sont strictement positives.

sy étant symétrique, il existe une base base orthonormée de vecteurs propres C = (e1,...,&,) et n réels
strictement positifs A1, ..., A, (une liste étendue des valeurs propres) tels que

Vi€ [[1,n]],sf (g5) = Nigs,

L’image d'une base définit un endomorphisme de E donc |v est bien défini. ‘

La matrice de v dans la base orthonormée C est diagonale donc, symétrique.

Les valeurs propres de v sont les v/\; = 0.

Donc |v € ST (R")

Et, pour tout i : v? (El) = (\/ /\igi) = \g; = Sf (61)
v et sy sont deux endomorphismes de E qui coincident sur une base et

[

2

:Sf.

Soit w un endomorphisme de R™ tel que w € ST (R") et w? = sy.

Montrer que, pour toute valeur propre p de w, on a E, (w) C E,» (sf), et montrer ensuite que

E,(w) = E,2 (sy) et Sp(w) = {\f)\ /A€ Sp(Sf)}.
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13.

14.

15.

Soit x € E, (w) alors w(z) = px et w? (x) = p?z = s(x) avec  # 0 donc p? valeur propre de sf et
HARS EH2 (Sf)
Donc | B, (w) C E,2 (sy)

Réciproquement, on passe par la somme des dimensions des sous espaces propres.

MAIS p et —p auront les mémes carrés.

Comme les p1 € Sp (w) sont positifs, les u? pour p € Sp (w) sont distincts.

w est diagonalisable donc 3 e,y dim E, (w) = dim E

et dim E, (w) < dim E,2 (sg) done 3 cqp ) dim By (w) < 32 cqp () dm £z (sy)

Les p? sont distincts,

donc les sous espaces propres E,2 (s7) pour p € Sp (w) sont en somme directe et

n < Zuesp(w) dim E,> (sy) = dim (@Mesp(w) E,» (Sf)) <n

Finalement, dim By, (w) < dim E2 (sf) et 32, ey dim By (w) =37 cqp ) dim B2 (sy)
donc dim E, (w) = dim E,2 (sy) pour tout u € Sp( )

Donc | E,(w) = E,2 (s) pour tout p € Sp (w)

Et comme ,,cqp ) Ep2 (s5) = E, 57 n'a pas d’autres valeurs propres.

Donc Sp (sf) = {u? / 1 € Sp (w)} et |Sp (w) = {ﬁ/)\e Sp(Sf)}

En déduire qu'il existe un unique endomorphisme v de R™ tel que v € ST (R") et v? = s ¢ et que, dans toute
base orthonormée de vecteurs propres de sy, la matrice de v est diagonale.

On a 'existence par la question 11. de v € ST (R") tel v? = sy,

et d’apres 12., v et sy ont méme vecteurs propres.
Donc dans toute base orthonormée de vecteurs propres de sy, est une base de vecteurs propres de v, et sa
matrice y est donc diagonale.

Unicité : Soit v un tel endomorphisme de F.

D’aprés 12. ses valeurs propres sont {ﬁ / A€ Sp(s f)} et ses sous espaces propres sont F,(v) = E,2 (sy)
pour tout g € Sp (w) .

Un endomorphisme est défini par sa restriction & une famille de sous espaces supplémentaires.

Les sous espace propres étant supplémentaires, et v (x) = p;x sur £, (v) cela défini donc un unique v

D’ot| Iexistence et I'unicité de v € ST (R™) tel que v? = s

En déduire qu’il existe une unique matrice notée VA A appartenant a S;' (R) telle que
2
(vaa) =ua

2
Une matrice M appartenant a S, (R) telle que <\/ A A) = 4 A est une matrice canoniquement associée a

un endomorphisme w symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles et tel que w? = s ¥

D’aprés, 13, cet endomorphisme existe et est unique.

Donc |il existe une unique matrice M appartenant a S;" (R) telle que M? = A A

—1
Vérifier que la matrice A (\/ A A) est orthogonale. Montrer alors qu’il existe un unique couple

(Q,5) € O, (R) x S} (R)

tel que A = QS. C’est ce qu’on appelle la décomposition polaire de A.
C’est une matrice carrée. On teste si sa transposée est bien son inverse :
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—1
donc | A (\/ tA A) est orthogonale.

-1
OnaS=vHAAecS (R)etQ=A (\/t A) orthogonale
et AS™! = Q donc A = QS et 'existence de la décomposition

Unicité : si (22,5) € O, (R) x S;7 (R) tels que 4 = QS

on voudrait que S? = ‘4 A.

Or,S=Q714=04

Or S symétrique donc S2 =S =AU QN A=A Acar QO =1

Et comme VA A est 'une unique matrice symétrique a valeurs propres positives donc le carré est 4 A, alors

S =+v% A d’ou la valeur deQzA(x/t A).
Il y a donc un| unique couple (€2, 5) € O, (R) x S;F (R) tel que A = Q8.

Partie V - Application a la distance d’une matrice inversible a I’ensemble O, (R).

16.

17.

18.

Justifier que d(M) est bien définie.

{|M =V, /V €O, (R)} est un ensemble non vide et minoré par 0. Donc il a une borne inférieur.
Donc ’ d (M) est bien définie. ‘

Soit R € O, (R). Montrer que VN € M,, (R), [RN|y=|NR|y=|N|,

Montrer que les applications V +—— VR™! et V +—— RV sont des bijections de O, (R) sur lui-méme.
En déduire que d(M) = d(RM) = d(MR)

|IRN|5 =Tt (N RRN) ='N N = |N|3 car RR=1,

INR|j;=Tr (RN NR) =Tr (N N ‘R R) = ||N||3 car Tr (AB) = Tr (BA) pour toutes matrices A et B
Donc, [VN € My (R), [|RNIl, = INR], = [ V],
V +—— VR™! est une application de O, (R) dans O, (R) :

Soit V € O, (R) alors {(VR™) VR'=RV VR =TIet VR € O, (R)

Et elle a pour réciproque V +— VR donc elle est‘ bijective de O, (R) dans O, (R) ‘

de méme pour V — R™V

inf M — V||, est plus petite que toutes les distances.
onn(m” |5 est plus p q

et [RM = V||, =||M — R~'V||, avec N = RM —V
donc inf M —V|<|M—-R'V|=|RM-V]|,
VeO,(R)
Donc y iélf(R) |M — V]|, est un minorant de ||[RM — V||, pour tout V.

n

Donc, le plus grand des minorant, inf ||[RM — V|, est plus grand :
Veo, (R)

n

inf ||RM —V],> inf
VeO,(R) VeOn(R)

Et de méme inf ||RM — V|, <||RM —RV|y,=|M —-V|,
VeO,(R)

IM — V||, donc d (RM) > d (M)

n

donc inf |[|[RM —-V|,< inf [[M —V|,etd(RM)<d(M)
VEOn(R) VEOn(R)

n

et |d(M) = d(RM)|
et de méme pour 'autre coté avec [|[NR|, = || N,
done | d(M) = d(RM) = d(MR) |

On note A = 25 la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale D & éléments diagonaux
strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que

S = PD x 'P Vérifier que d(A) = d(D).
On a, d’aprés 17, d(A) = d(PD x 'P) = d(D x P) car P € O, (R)
=d (D) car P € O, (R)

donc | d(A) = d(D)
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19. Soit V' € O, (R) .On note
1
W= (V+ 'v),
et v ’endomorphisme canoniquement associé a V.

(a) Justifier que W est diagonalisable. On note w I’endomorphisme canoniquement associé a W.

‘W est symétrique réelle donc diagonalisable‘

(b) Soit x € R™. Vérifier que (w(x) |z) = (v(z) |x) et que ||v(z)] = ||z .
En déduire que |(w(z) |2)| < ||z]? et (z —w(z)|z) > 0.
Avec X la colonne des coordonnées de x

w(e),a) = (KW X)= (X VX)+ (X VX))
(

et
lo@)P =XV VX =X X = ||z

done | (w(z) |z) = (v(z) |z) et que [[v(z)] = ||z . |
(w(@) |z) = (v(x) |z) < ||v (@)| |l]| (Cauchy-Schwarz)

donc | |(w(z) |z)] < |jz|?| et la différence

lz]* = [{w(@) )| = (z — w(z) |z) >0

(c) Montrer alors que les valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles.

Soit A\ valeur propre de I,, — W et X une colonne propre associée
rz—w(x)=Id—-w)(z) = et (r —w(x)|r) = (Az,z) = X(z,x) >0
Et comme ||z|| # 0, A >0

‘les valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles ‘

(d) On note W = [wij](i,j)e[[l,n]}Q . Montrer que, pour tout i € [[1,n]],1 —w; >0

l—wii:<ei—w(6i),ei>20‘

(e) Montrer que, pour tout i € [[1,n]], on a w;; = 1 si, et seulement si,IW = I,.

Wi = <w (61) ,67;> et

Si W = I,,. alors, pour tout ¢, w;; = 1

Si pour tout ¢, w;; = 1, il faut montrer que W = I,

On a alors Tr (I,, — W) = 0 qui est aussi la somme des valeurs propres étendues.
Comme elles sont toutes positives ou nulle, elles sont toutes nulles.

Donc (matrice diagonalisable) I, — W =0et W = I,

‘wii = 1 pour tout ¢ si, et seulement si,W = I,,. ‘

20. On conserve les notations des questions 18) et 19).
(a) Montrer que |D — V|3 — |D - L,|3=2(, =V |D)=2(I, - W|D)
Identité remarquable ||z]|> — ||y||* = (z — y,  + y) ici :
ID=VIz=ID~Lly = (D-V+D~1I,| D~V ~(D~1I)

= 2DV —1I,|1-V,)
= 2D 1-Vo)=(V+I,| I =V,)
= 2(D | I=-Va) + VI3 - I1II3

et comme V est orthogonale, ||V]|3 = Tr (VV)=Tr(I) = | 1]|3 donc

|D VI3~ D~ L|}=2(1, - V|D)|

et comme D est diagonale, (V , D) =Tr(V D)=Tr (V D) =Tx (D V) = (V, D)

1
Done (V, D) = 5 ({(V; D) +(V', D)) et [2(I, = VD) =2(I, - W|D)]
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(b)

En déduire que |[D — V|3 — |D — L[5 > 0

ID = VI3~ 1D - LJ}3 = 2 (I, — WD)

avec 1 —wy; =0

Comme D est diagonale positifs) , les termes de la diagonale de (I, — W) D sont les (1 — w;;) d; =0
Donc Tr (’In -W D) >0

done ||[D = VI[3 = ||D = In[l3 > 0

I

Montrer alors que d(A) = ||D — L], = H\/ﬂ— I, )
et montrer aussi que I,, est I'unique élément V' de O, (R) tel que d(A4) = ||D — V]|,

On a vu que [d(A) =d (D)

Et, pour tout V€ O (R,,) : ||D — V||, > ||D — I,]|5 (fonction carré est croissante sur R )

et ||D — I, est un minorant des ||[D — V|, pour V € O (R,,) donc inf [|[D — V|, > ||D — L],
Et, avec V. =1€ O(R,), on a aussi |D — V||, > inf |D — V|,

Donc | ||D — I,||, = inf | D — V||, = d (D)
Et comme VA A = PD P avec P orthogonale,
VAA—-I,=P(D-1,)Pet||D-1LJ,=||VAA-I,

. 2 2
Bt si [|D =V, = [[D = Il alors |[D = V][5 = [|D = L[l = 0
donc Tr (tIn -W D), somme de termes positifs ou nuls, est nulle.

Donc tous les termes diagonaux sont nuls.

Donc , pour tout i : (1 — w;;) d; = 0 et comme les d; sont strictement positifs, non nuls, 1 — w;; = 0.
1
D'ou 19.e) W =1 et 5(’V +V)=1
1
xV on a alors 5(1+v2) =VetV2—2V4T=0et (V-I)>=0

Donc (polynéme annulateur) 1 est la seule valeur propre de V' et comme V' est diagonalisable, V' =T

Donc | I, est 'unique élément V' de O,, (R) tel que d(A) = |D — V|,
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