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EXERCICE 1

+oo
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 'intégrale / e 'sin"(t) dt converge.
0

On note alors, pour tout n € N,

+oo
In:/ e 'sin™(t) dt.

0
2. (a) Calculer Iy.
(b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2.

i. A laide d’intégrations par parties, montrer que pour tout réel A strictement positif :

A A A
/ e~ tsin”(t) dt = —e A sin" "1 (A)(sin(A) + ncos(A)) — n/ e tsin”(t)dt +n(n —1) / et cos?(t) sin™ () dt.
0 0 0

n(n—1)

I, .
n?+1 2

ii. En déduire que I,, =

3. (a) Compléter la fonction Python suivante pour que, prenant en argument un entier naturel n, elle calcule et
renvoie la valeur de Io,.

def calcul(n):
for k in range(l,n+1):
I =1 % ...........
EEEUIEIE 6000000000

(b) On a représenté ci-dessous la suite (v/n I2;,),>1 & 'aide du programme Python précédent.
Que peut-on conjecturer pour un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo 7
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4. Soit n un entier naturel.

(a) Justifier Pégalité :

(b) En déduire que :

(¢) Montrer que : I, > 0.

5. On pose pour tout n € N* : u,, = —In(yv/nlz,).
2n(2n —1 1 1
(a) Montrer que : Vn € N*, In (%) =In (1 - 271) —1In (1 + 4712>
1

(b) Montrer, en utilisant la relation obtenue a la question 2, que u,, — up—1 ~ —.
n—-+o0o 8712

(¢) En déduire la nature de la série de terme général w,, — u,—1, puis la convergence de la suite (u,)nen+-

. K
(d) Etablir I'existence d’une constante strictement positive K telle que Ia, —

6. On pose pour tout n € N : J,, = / e 'sin™(t) dt.
0
(a) Déterminer un équivalent de Ja, en +oo faisant intervenir K.

(b) Montrer que pour tout n € N, Jap 12 < Japt1 < Jap.

(¢) En déduire un équivalent de Jy,11 puis de s, 11 faisant intervenir K.

7. Les suites (I,)nen- et (vnly) sont-elles convergentes ?

neN*

EXERCICE 2

Soit E un espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire noté (-, -).
e Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de F, de méme dimension d.

e On note pr le projecteur orthogonal sur F' et pg le projecteur orthogonal sur G.

e Soient % = (uy,...,uq) et ¥ = (v1,...,vq) des bases orthonormées de F et de G respectivement.
On note B la matrice de .#4(R) dont le coefficient de la ¢ ligne et "¢ colonne est B; ; = (u;,v;).

1. (a) Vérifier que 'ensemble G est stable par pg o pr, c’est-a-dire que : Vo € G, (pg o pr)(x) € G.
(b) Montrer que I'application 7 qui a tout élément = de G associe (pg o pr)(z) est un endomorphisme de G.

(¢) Que vaut wsi F =G ?
Que vaut 7 si F' et G sont orthogonaux ?

2. On suppose dans cette question uniquement que £ = R3 muni de son produit scalaire canonique, et que

F:{(x,y,z)eE/x+y:0}, G:{(m,y,z)eE/y—l—z:O}.

(a) Quelle est la valeur de d dans ce cas-la ?

(b) Déterminer une base orthonormée % de F dont le premier vecteur est u; = (0,0,1) , et une base orthonor-
mée ¥ de G dont le premier vecteur est v; = (1,0, 0).

(c) En déduire une expression de ‘BB.

(d) Déterminer les valeurs propres de la matrice ‘BB.
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3. On revient au cas général dans cette question et les suivantes.

d [/ d
(a) Soit x € G. Montrer que : (pg o pr)(x) = Z (Z(uk,x> <uk,vi>) Vj.

i=1 \k=1

(b) En déduire que la matrice de 7 dans la base ¥ est ' BB, puis que 7 est un endomorphisme symétrique de G.

(c) Montrer alors qu'il existe un unique d-uplet (A1,...,\q) € RY, vérifiant, A\; > --- > g tel que la matrice
A1 0
diagonale soit la matrice de m dans une base orthonormée de FE que ’on note &.
(0) A
d

4. (a) Etablir que pour tout vecteur z de G :

(@, m(2)) = (z,pr(x)) = |pr(@)|*.

(b) Soit A une valeur propre de 7, et  un vecteur propre associé.
Montrer que :

Mlzl* = [lpr ()]
En déduire que A € [0, 1].
5. En déduire que pour tout k € [1,d], il existe un unique t; € {0, g} , tel que A\, = cos? (tx) ou les réels Ay sont
définis & la question 3.(c).

Angle(F, G) désigne le d-uplet (t1,...,t;) que 'on peut définir pour tout couple (F,G) de sous-espaces vectoriels de
FE de méme dimension d.

6. Exemples :

a ontrer que Angle(F, = 67 R il si et seulement si F' et G sont orthogonaux.
M Angle(F,G 5 5

(b) Montrer que Angle(F,G) = (0,...,0) si et seulement si F' et G sont égaux.
(¢) Déterminer Angle(F,G) si on reprend les hypotheses de la question 2.

PROBLEME

Dans tout le probléeme, p désigne un réel de |0, 1[.

On réalise une expérience aléatoire qui consiste a effectuer une suite de tests successifs t1,...,¢,,... sur un objet de
la maniere suivante:

o Le test t; est toujours effectué ;

e Pour tout 7 € N*, sachant que le test ¢; a été effectué, soit 'expérience s’arréte alors avec une probabilité p, soit
elle continue avec une probabilité ¢ = 1 — p et dans ce cas on réalise le test ¢;41.

On considére un espace probabilisé (€2, o7, P) qui modélise cette expérience et on note :
e N la variable aléatoire réelle égale au nombre total de tests effectués lors de ’expérience ;

e Pour tout entier naturel ¢ non nul, T; la durée aléatoire du test t; ;

k
e Pour tout entier naturel k£ non nul, Dy = ZE ;
i=1

e D la durée totale de I'expérience, en supposant que seules les durées des tests effectués sont comptabilisées.

On suppose enfin que, pour tout entier naturel ¢ non nul, 7; suit la loi exponentielle de parametre A;, et que cette
durée est indépendante des durées des autres tests et de V.
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Partie 1 - Loi de D,

1. Montrer que pour tout entier naturel & non nul, D; admet une espérance et donner une expression de celle-ci en
fonction des A; ou i € [1,k].

2. Soit A un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que : Vi € N*, \; = A\
Déterminer pour tout entier k£ > 1, une densité de ADg, puis de Dj.

3. On ne suppose plus a présent que les réels \q,..., A,,... sont tous égaux.
On définit par récurrence les fonctions fj pour tout k£ > 1 par :

0 sixzx <0

Ae ™M?  sinon

Vr e R, fl(l') =

et
0 siz <0

Vk S N*vvx S R7 fk+1(x) - )\k+1e—)\k+lw /x fk(t)e)\k+1t dt Sinon.
0

(a) Montrer par récurrence que pour tout k € N*, fi est une densité de probabilité de Dy, et que sa restriction
a R4 est continue.

(b) Donner une expression sans intégrale de fo(x) pour tout réel x.
4. Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

On suppose dans cette question que les réels A1, ..., A, ... sont distincts 2 a 2.
On définit pour tout ¢ € [1, k] le réel ¢; . et le polynéme L; de R[] par :

1
Ei,k - Tk )
Hl ()\i - >‘J)
G
k
VI S R, LZ(I’) = Ei,k (SC — )\])
ot
k
On note enfin P le polynome défini par : P = Z L;.
i=1
(a) Montrer que P € Ry_1[z].
(b) Pour tout r € [1, k], calculer P(\).
k k
(¢) En déduire que ZLi =1, puis que Z&’k =0.
i=1 i=1

(d) Montrer, par récurrence que, pour tout entier naturel k > 2 :
0 siz <0
k
Jn(w) = (—1)k_1A1 Y Z €i7ke_A"'” sinon.
i=1
5. Soit « un réel strictement positif.

On suppose dans cette question que, Vi € N*, \; = « 1.
Soit k un entier naturel non nul.

. (=D k-
(a) Montrer que Vi € [1,k], ¢; 1 = = DiarT\i—1)"

(b) En déduire que pour = > 0, fi(z) = kae **(1 — e~ @®)k~1,

(c) Déterminer Fj, la fonction de répartition de Djy.
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Partie 2 - Loi et espérance de D

6. On suppose que l'on a défini la fonction Python lamb(i) qui prend en argument un entier ¢ et qui renvoie la
valeur de \;.
Compléter le script suivant pour qu'il affiche une valeur aléatoire qui suit la méme loi que D :

import numpy.random as rd
p=input (’p=’)

i=1 # numero du test

D=rd. exponentlal(l/lamb(l))
while rd.random() > ......

i=1i+ ......
D=D+ ......
end
print (D)

7. (a) Donner la loi de N, et préciser son(ses) éventuel(s) parametre(s).

(b) En déduire que :
+oo

Vo >0, Fp(z) =Y pg" "Piv_y([D < z)),
k=1
puis que

Vz >0, Fp(z qu’“ LR (a

8. (a) Montrer que pour tout k € N* et t € Ry : fi(t) < Ap.
Indication : On pourra utiliser la définition de la fonction fr a la question 3.

(b) Montrer que pour tout réel ¢, la série Z pq" L fr(t) converge.
k>1

Soit alors la fonction f définie sur R par :

VteR, f(t) quk ' f(t)

(¢) On admet, que la restriction de f & R est continue.
Montrer que pour tout x > 0 et pour tout n € N*:

</ f(t) dt—qu’“‘l/ fr(t) dt < q" Mz
0 =1 0

(d) Montrer que la fonction & — / f(t)dt coincide avec Fp sur Ry.
0

(e) En déduire que f est une densité de probabilité de D.

9. Soit A un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que Vi € N*, \; = A
En utilisant le résultat de la question 2, établir que D suit la loi exponentielle de parametre pA.

10. Soit o un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que Vi € N*, \; = ai.

(a) En utilisant les résultats de la partie 1, montrer que la fonction de répartition de D, Fp est définie par :

0 siz <0
Vr e R, FD(.’E) = p (1 N efoz:r)
p+qge™*

sinon.

“+oo
1
(b) Montrer que I'intégrale / (1 — Fp(x)) d converge et vaut —— In(p).

0 aq

(¢) Montrer que pour tout réel A > 0,

A A
/ tfp(t) dt = —A(1 — Fp(4)) +/ (1 - Fp(t)) dt.
0 0

(d) En déduire que D admet une espérance et préciser sa valeur en fonction de p et «.
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