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EXERCICE 1

1. Soit n € N.
t > e "sin™(t) est continue sur [0, +-00].

+oo
On a, pour tout ¢ > 0, e "sin™(t)] < e " et l'intégrale / e~ ' dt converge (densité d'une loi exponentielle de
0

parametre 1).

o0
D’ou par comparaison de fonctions positives, I'intégrale / e~ 'sin™(t) dt est absolument convergente.
0

+oo
Donc lintégrale / e 'sin"(t) dt est convergente.
0

Toute autre comparaison correcte de la fonction a intégrer est acceptée.

+oo
2. (a) | Iy = / e 'dt =1 puisqu’on reconnait I'intégrale d’une densité de la loi exponentielle de parametre 1.
0

b) i

ii.

L’utilisation d’une primitive de ¢ — e~! pour calculer I est acceptée.

Soit A un réel strictement positif.
A
Notons pour tout entier n supérieur ou égal a 0, W, (A) = / e tsin"(t) dt.
0

—t

Pour n > 2, on réalise une intégration par parties en posant u/(t) = e, donc par exemple u(t) = —e " et

v(t) = sin™(t), u et v sont de classe € sur [0, A], ce qui permet d’écrire :

A A A
Wh(A) = { —et sin”(t)} + n/ e~ tsin™ 1 (t) cos(t)dt = —e~ A sin™(A) + n/ e tsin" "t (¢) cos(t)dt
0 0

0

De méme, pour n > 2, en posant cette fois u/(t) = —e~" donc par ex. u(t) = e !, et v(t) = sin™ () cos(t),
u et v sont de classe € sur [0, A], on obtient :

A A A
n/ e tsin™1(t) cos(t) dt = n[ — e tsin™ (1) cos(t)} + n/ e H((n — 1) sin™ 2(t) cos®(t) — sin™(t))dt
0 0 0
A A
= —ne Asin"}(A) cos(A) + n(n — 1) /0 e~ tsin™"2(t) cos®(t)dt — n/o e tsin™(t)dt

A
D’ott W,,(A) = —e~“sin™ " (A)(sin(A) 4 ncos(A)) — nW,(A) +n(n — 1) /0 et cos?(t) sin™2(t)dx.

Les intégrations par parties doivent impérativement réalisées sur un segment. On attend des candidats
qu’ils explicitent les fonctions u, u’,v,v" (ou a minima u et v) et indiquent leur caractere €1

De plus :
A A
/ e tsin™2(t) cos®(t)dt = / et sin" " 2()(1 — sin?(¢))dt = W, _o(A) — W, (A)
0 0
d’ou
Wi (A) = —e~Asin™ " 1(A)(sin(A) + ncos(A)) — nW,(A) +n(n — 1)(W,_2(A) — W, (A))
Or Alirf —e Asin" "1 (A)(sin(A4) 4+ ncos(A)) = 0 comme produit d’une fonction tendant vers 0 et dune
— 400

fonction bornée sur R™T.
Donc en faisant tendre A vers +o0o on obtient :

I, =-nl,+nn—1)(I,—2 —I)
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((n+1)+nn—-1)I,=n(n—1)I,_»

n(n — 1)1

D I, = n—2-
onc 1 2

Les candidats doivent bien faire attention a faire un passage a la limite sur toutes les expressions.

3. (a)| 1
def calcul(n):
I=1
for k in range(l,n+1):
I = I *2xk*x(2*%k-1)/((2%k)**x2+1)

return I

K
(b) On peut conjecturer que Is,, ~ — avec K >0 et K ~0.38.

— 400 \/ﬁ
Les candidats doivent faire le le lien entre la limite éventuelle de /nls, et I'équivalent de I,,.

4. Soit n un entier naturel.
(a) D’apres la relation de Chasles :

(N+1)7 N (k+1)m
/ e tsin™(t) dt = Z/ e tsin™(t) dt
0 ok

T

(k+1)m
Le changement de variable x =t — k7 dans l'intégrale / e~ 'sin"(t)dt donne
km

(k+1)m T ™
/ e sin™(t)dt = / e T T sin"(z 4 kr)dz = e k7 / e ” ((—l)k sin(w))ndx
k 0 0

T

(N+1)7w N T
D'ott /0 et sin™(¢) dt = <Z((—1)”e‘”)k> /O ¢~ sin” (z)da.

k=0
Y 1
(b) Puisque (—1)"e™" €] — 1,1] alors NETM kio((fl)”e*“)k = =t
+oo (N+1L)m
Or / e 'sin"(t) dt converge et vaut I,,. Donc lim e tsin"(t) dt = I,,.
0 N—+oo [

1 s
|D’01\l In = m/o e_t Slnn(t) dt.

(c) La fonction ¢ — e~ *sin"(t) est continue, non nulle sur [0, 7], & valeurs positives sur ce segment non réduit & un

point, I alors I,, > 0.

5. On pose pour tout n € N* : u,, = —In(v/n Ia,).

2n(2n — 1) 4n?(1 - %) 1— o= ( 1) 1
a) VmeN* In[ ——2 ) =ln|——22") =1 ) —In(1——)-In(1+-—).
(a) ¥n Il( dn? 11 ) Il(4n%1+-4;) L) U ) U T
2n(2n — 1) 1 1
Donc In <—4n2 — ) =1In (1 = %> —1In (1 + _477?)'
Les candidats peuvent avoir 'initiative de démarrer également par le coté droit de I’égalité.

- 1 1 1 1
(b) A1n81unun_121n(ln) ln<12n>+ln(1+4n2>.
2

Or In(1 4 w) = U % + o(u?), d’ot :
u—

1 ! 1 1 1 1 n 1 1 1 1 1 1 n 1
“nf(1-2 - - - nl1- = - - -
2 n) nogee 2n a2 " %\n2)° o2n ) n—+oc 2n  8n? O\ 2
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et
In{1+ 1 1 + !
n _— = RN 0 _
4n? ) n—+oo 4n2 n?

1 1 1 1 1 1
Doncun-kl_unz—%—m-l—%-i-@—i-m-i-o 2

1

Dot wy —up—1 ~ —5.
" "1 s teo 8n2

. 1 . .
La série de terme général 2 est convergente en tant que série de Riemann.
n

1 s Lo
Or — > 0. D’ott par critere d’équivalence I E (upn, — up—1) est convergente.
n

n

Ou encore la suite des sommes partielles ( E U — uk1> converge.
k=2 n>2

n
Or, pour tout n > 2, u, = up + Z(uk — Up—1).
k=2
I Donc la suite (u,,) converge.

Les candidats doivent bien préciser que les suites sont de signe constant pour appliquer le critere d’équivalence
de convergence de séries. Il n’y a aucun théoréeme au programme sur les séries télescopiques, les candidats
doivent redémontrer le lien avec la convergence de (uy,).

m —In(yv/nly,) = /.

Notons ¢ cette limite. On a donc i
n—+oo

D’olt par continuité de Uexponentielle, lLim +/n Io, = e .
n——+0o

Posons K = e~ *, alors K > 0 et /nly, ~ K.
n——+0o
K

Donc I, —.

~J
n—-+oo ﬁ

Il est primordial d’indiquer que K > 0, pour avoir I’équivalence v, - K <= v, ~ K

1—e™K
D’apres la question 4(b), Jo, = (1 — e ™) Ioy. | D’OU Jo, ~ u.

— 400 \/ﬁ

Pour tout n € N et t € [0,7], 0 < sin(t) < 1, donc e 'sin®"*2(t) < e 'sin®" T (t) < e 'sin®(t), d’otr en

intégrant de 0 & 7, par positivité de l'intégrale : I Jont+2 < Jont1 < Jop.

1—e ™K 1-e MK
On remarque que Jo, 4o ety % donc Jap+2 n—too ( \jﬁ ! ’
(1-e™K

Or en divisant par

Jn

Jo(n+1) < Jont1 < Jan

(1—e ™MK > (1—e ™MK = (1—e ™K
vn Vn Vvn
Jon
Or lim &: li L_'H:l.
n—-+o0o (176 7l-)[( n—-+o0o (176 ﬂ-)K
NG NG
J2n+1 (1 — 6_7T)K

Donc par encadrement lim ———
n—+oo (1—e™ ™)
n

= 1§ Ainsi J. ~

(qui est strictement positif) l'inégalité précédente,

(1—e ™K

De phlS Ign_;,_]_ = n—::—oo m

mj2n+17 | d’ou Ippt1

Aucun théoreme d’encadrement sur les équivalents n’est au programme. Les candidats doivent prendre
I’habitude de démontrer uniquement des limites par encadrement.
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7. Les suites (Izp)nen+ €t (J2nt1)nen+ convergent vers 0, I d’ot (I,)nen+ converge vers 0.

Par contre lir_{l V2n Iy, = KV?2 et lir_irrl Von+1I4 =
n—-+0o0o n—-+oo

(1—e™KV2

Ces deux limites étant différentes, Ila suite (v/n I,)neN+ D€ converge pas.

EXERCICE 2

1. (a)

(b)

()

Soit « € G, (pg o pr)(x) = pa(pr(z)).
Or Im(pg) = G d’olt pa(pr(z)) € G, donc (pg o pr)(z) € G.

I Ainsi G est stable par pg o pp

L’application 7 qui & tout élément 2 de G associe (pg o pr)(x) est linéaire par composition d’applications
linéaires, et, d’apres la question (a), vérifie : Vo € G, 7 (x) € G.
I D’ou 7 est un endomorphisme de G.

Si F =G , alors pour tout = € G, (pg o pr)(z) = pa(z) = x.
I Ainsi, si F' = G, alors 7 = Idg

Si F' et G sont orthogonaux , alors pour tout z € G, pr(z) =0, d’ou (pg o pr)(x) = pa(pr(x)) = 0.
I Ainsi, si F' et G sont orthogonaux, alors m =0

Ici F et G sont des noyaux de formes linéaires non nulles de R3, ce sont donc des hyperplans de R?, donc des
plans vectoriels.
I Ainsi, d = 2 dans ce cas .

uy est un vecteur de F' de norme 1.
F est de dimension 2. Donc il suffit de chercher un vecteur uy = (z,y,2) de norme 1 tel que z +y = 0
et (u1,uz) = 01i.e. z =0 pour que (u1,uz) forme une base orthonormée de F.

1
Le vecteur us = —(1, —1,0) convient, et alors (u1,uz2) est une base orthonormée de F'.

V2

—1), la famille (v1,v2) est une base orthonormée de G.

1
—=(0,1,
\/5(

De méme, | en notant vy =

Les vecteurs uy et v ne sont pas uniques.

1
0 ——
D) 1 2 -2
D’ou B = V2 et 1BB=- )
11 i\ vz s
V2 2

Les matrices B et 'BB dépendent des vecteurs us et v choisis & la question précédente.

A est une valeur propre de ‘BB <= det(*BB — \I5) =0

1 3 1
— (1-20)(B3-4\)—-1=0
<82 —10A+2=0

1
(E)Azlou)\zzl

1
Le spectre de 'BB est donc {Z’ 1}.
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d
3. (a) Soit € G. Comme % est une base orthonormée de F, pr(z Z U, T
k=1

Et comme 7 est une base orthonormée de G,

pa(pr(z)) = Z(%pF(x)m

i(

M&

Donc pour tout x de G, pg(pr(z Z

i

uk)a ukvvi>> Vi

£
Il

1

v

d / d
(b) Pour tout j € {1,...,d}, (pg opr)( Z <Z Uk, ;) (U, V;)

i=1

d
Or le coefficient de i°™° ligne et de la j°™° colonne de 'BB est Z Uk, V) (U, V;).
k=1
I Donc la matrice de 7 dans la base ¥ est ‘BB.

Or 'BB est symétrique et que ¥ est orthonormée. I Donc 7 est symétrique.

(c) Existence Pour I'existence, 7 est diagonalisable dans une base orthonormée qu’il suffit d’ordonner suivant 'ordre
décroissant des valeurs propres associées.
Unicité Supposons par absurde qu’il existe deux d-uplets (A1,...,Aa), (A],...,\}) distincts qui conviennent.
Alors il existe k un entier de [1,d] tel que Ay # A;,. On peut supposer que A\; > \j.
Soit & et €” les bases orthonormées associées.

Alors Z dim(EA(tBB)) > k puisque les k premiers vecteurs de % sont dans de tels sous-espaces

XESP(tBB)
A= Np

propres, et Z dim(Ex(*BB)) > n — k + 1 puisque les n — k + 1 derniers vecteurs de ¢’ sont dans de

XESP(tBB)
A<Ap

tels sous-espaces propres.
On a alors que Z dim(Ex("BB)) = n+ 1 ce qui est absurde. D’ott I'unicité.
AESp(tBB)
Toute initiative sur la partie unicité sera valorisée.

4. (a) Le projecteur mg est orthogonal, donc 'endomorphisme 7g est symétrique.
Soit x € G. Alors :

(z,m(2)) = (2, (pc o pr)(®)) = (pc(@),pr(2)) = (z,pr(z)). car pe(x) = lorsque z € G
)

Or (z,pp(z)) = (z = pr(2),pr(2)) + (pr(2),pr(r)) = 0+ [pp()l* car & — pp(z) € F* et pp(z) € F.
| Donc v € G, (z,7(2)) = (z,pr(x)) = [Ipr(@)]*

(b) © Soit A une valeur propre de 7, et & un vecteur propre associé : on a x # 0 et 7(z) = Az. Alors :
(z,7(x)) = (&, Az) = A|z[|* et dapres (a), (z,7(z)) = |pr(2)|?

| Dot Allz)|? = [|pr(2)|I? -

2
o Comme z est non nul, ||z]| > 0, donc A = W > 0.
x
Or pr étant un projecteur orthogonal, on a ||pr(x)|| < ||z||. Donc llpe(2)|” <1, s0it A< 1

]|
| Ainsi X € [0, 1].

5. Pour tout k € [1,d], A\x € [0,1] d’ott v/ Ag € [0, 1]. 1l existe un unique t;, € [0, g} , tel que v/ Ay = cos(tx) puisque

t — cos(t) réalise une bijection de [O7 g} sur [0, 1], I donc il existe un unique t; € [0, g} , tel que \j, = cos?(ty).
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6. (a) On a vu dans la question 1(c) que si F et G sont orthogonaux, alors = = 0.
Ainsi, dans ce cas, on a Vk € [1,d], \y = 0, et alors Vk € [1,d], tx = g

Réciproquement, si Vk € [1,d], tx = g alors Vk € [1,d], \r =0 d’ot m = 0.
Ainsi d’apres 4(a). Vo € G, (z,7(z)) = 0 = |]pr(2)||* dott pr(z) = 0 donc G € F*+ d’ott F et G sont
orthogonaux.

I Ainsi, F' et G sont orthogonaux si et seulement si Angle(F,G) = (g, ey g)

(b) On a vu dans la question 1(c) que si F' = G alors m = Idg donc Vk € [1,d], \y = 1 d’ou Vk € [1,d],tr = 0.

Réciproquement, si Vk € [1,d],tr = 0 alors Vk € [1,d], \x, =1 d’ou 7 = Idg¢.

Ainsi Vo € G, (z,7(2)) = |l]|* d'ott [|pp (2)[|* = [|«]*.

Or par Pythagore, Vz € G ||z||* = |lpr(2)||? + ||= — pr(2)||* donc x = pp(zx) ce qui implique que G C F. Or,
dim(G) = dim(F'), donc G = F.

IAinsi, F et G sont égaux si et seulement si Angle(F,G) = (0,...,0)

1 1
(c) Dans la question 2, \; = 1 et Ay = 1 dott VA1 =1 et VAg = 3 ainsi t; = 0 et ty = g,

IAinsi7 dans ce cas, on a Angle(F,G) = (0, g)

Probléeme

Partie 1 - Loi de D,

k
1. On a, pour tout k € N*, Dy = ZTi.
i=1 .
Or, pour tout ¢ € [1,k], E(T;) existe et vaut X puisque 7T; suit une loi exponentielle de parametre \;.

2

k
1
Par linéarité de l'espérance, || F(Dy) existe et vaut Z P
i=1

k
2. Soit k € N*. On a ADj, = Z)\Xi.

i=1
Or, pour tout ¢ € [1, k], X; suit une loi exponentielle &(\), donc AX; suit une loi exponentielle & (1).
k

Par le lemme des coalitions, AX7, ..., AX sont indépendantes, donc la somme Z)‘Xi suit une loi y(k). Une
i=1

e sixz>0

densité gy de ADj, est alors donnée par : § Vo € R, gr(z) = ¢ (k—1)!
0 sinon.

1 1 1
X()\Dk) avec a = X # 0, la fonction z — —gy, (f) est alors une densité de Dy,
a

Comme Dj, = al
a
(Ax)kil — Az

autrement dit une densité fi, de Dy est alors donnée par : Vo € R, fi(z) = A (k—1)! ¢ siz =0
0 sinon,
. k-1 . )
autrement dit par : | Vz € R, fi(z) = o3 (k — 1)!6 sl 0
0 sinon.

Les candidats doivent pouvoir retrouver rapidement la densité de aX + b lorsque X est une variable aléatoire a
densité, ou connaitre directement la formule donnant une densité de aX + b.
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0 sixzx <0

S . est bien une densité de X; puisque X; suit une loi
Ae” M sinon

3. (a) Inmitialisation Dy = Xy et f1 : z —> {

).

De plus, la fonction z — e~

est bien continue sur R .
Hérédité Soit k € N*. Supposons que fj, soit une densité de la variable aléatoire Dy, avec fi continue sur R .

siz <0

0
Or Dyy1 = D + Xgy1. Notons g : ¢ — { une densité de Xg11.

Megpre MH1T sinon

Par le lemme des coalitions, Dy, et Xj11 sont indépendantes, et la densité de X1 est bornée sur R (puisque
Ve € R, 0 < g(z) < A\gy1), donc Dy + Xj11 est une variable aléatoire & densité, et une densité associée est
la fonction définie sur R par

h:xv+— /+0<> fe(@)g(z — t)de.
+oo

Pour tout = réel, on a: h(z) = /

— 00

fe@®)g(x—1t)dt = /0+OO fr(t)g(x —t)dt puisque fi est nulle sur | — oo, 0[.

Sixz <0 ,alors pour tout t >0, z — ¢t <0, dott g(x — t) =0, et h(z) =
+00 z x
Siz >0 ,alors h(z) = / fe(t)g(z —t)dt = / Fe(®)Apyre M@= = )\k+16_)\k+1$/ fr(t)eM+1tdt
0 0 0

Ainsi, on a bien Vz € R, h(z) = fr41(x), et la fonction fi41 est bien une densité de Dy
Enfin, la fonction x — Agy1e” M+ est continue sur R* et la fonction z — / fre(t)e +1tdt est également
0

continue, en tant que primitive de t > fy,(t)e*+1t,
I Par récurrence, pour tout k € N*, fi est une densité de Dy, et fi est continue sur R .

Il est attendu des candidats qu’ils vérifient les hypothéses nécessaires avant d’écrire le produit de convolution

(b) Pour tout > 0, on a :

fa(x) = Age™ 22" /z Ape Mtertdr = A\ Age M2 R VRV R T B P (67(’\1*’\2)‘” - 1)
0

A=A 0 Az — A1
0 siz <0
. . _ -z _ =
Ainsi, Vo € R, fo(x) )xMzL siz >0
)\2 - /\1

4. Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

(a) Pour tout i € [1, k], le polynéme L; est de degré k — 1.
Par somme, P est bien un polynéme, et deg(P) < lrélaéik(deg(lli)) =k-—1.

I Ainsi, P appartient & Ry_1[x].

k
(b) Soit 7 € [1,k]. Ona: P(\,) = > Li(A,), ot Li( ::ZkIIA —)\)
i=1 =t
Sii#r , alors j prend la valeur r puisque r e [1,k]\ {i}, dou L;(X\.) = 0.
k k
Sii=r ,alors Li(A) = [J(\i = A)) 1[[A—A =1]1=
g g g

Finalement, P(),) est une somme dont un terme qui vaut 1 et les autres sont nuls, I d’ou P(A,) =1.

(c¢) Le polynéme P(x) — 1 s’annule en k réels deux a deux distincts Aq,..., A; et est de degré inférieur ou égal a
k — 1, donc admet plus de racines que son degré.
k
Donc P(z) — 1 est le polynéme nul. | Ainsi Z L;=1.
i=1
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Le coefficient du terme de degré k — 1 dans L; est ¢; . Or, P =1, donc deg(P) =0et k—1> 1.
k
Donc Z&,k =0.
i=1

(d) Imitialisation Dans le cas on k=2, on a :

1
l19=——— et lyo=
M2 = A ot A2 — A1

D’ou

7}\11 e*)\gl e*)\lz _ e*/\QCE
Vo >0 PN A S lire ™M = (“1D) A [ W VA (.
x , (—1 1° kz K€ )12<)\1_)\2+)\2_)\1 1A2 NN\

On obtient bien la densité de probabilité de Dy trouvée a la question 3(b).

Hérédité Soit k > 2. Supposons qu’on ait pour = > 0, fu(z) = (—=1)* 1A - M\ Zﬁzke A

Alors

- k
Vo >0, fry1(z) = )\k+16_k’“+lx/ (G SO VEREPIVE (Z Eiv’“e_w> e
0 ©

=M Apgpie” /\k+19€ (Z Uik / (/\i—>\k+1)tdt>

e—(Ai—)\k+1)t:|

x

= A1 Apgre” (= klzg’k{ i Akl
W .

=X >\k+1€ >\k+1$ Z& kel (e_(Ai—Ak+1)$ o 1)

k k
= (_l)k)\l D Y| (Z £i7k+1€_)‘1m _ Z£i7k+1€_)‘k+1x>
i=1 i=1

k

k
= (=1)*A1 - Apan (Z liprre™ " 4 €k+1,k+1€_’\’““z> car Zfi,k-u +lp1k+1 =0

i=1 i=1

k+1
= (—1)k/\1 e Ak—i—l (Z éi’]ﬁ_le_)\im)

i=1

Par récurrence on a bien, pour tout entier naturel k > 2, Vo > 0, fr(z) = (=1 k DYRIED Y Z& pe T

Lors d’un calcul technique et difficile, il est attendu des candidats d’étre honnéte et d’éviter toute entourloupe
pour « arranger » les calculs.
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5. Soit k un entier naturel non nul.

(a) Dans le cas ou Vi € N*, \; = « i, on a pour tout ¢ € [1,k] :

1
biy = 1:[1 WY
J#i .
-
o TG =d)
Jj#i
1 1
Cakh (1) ()(=1)(=2) - (i = k)
1 1
Tkl (= D=1k -2 (k — i)
1 (—1)k~i

b1 (i — DI(k — i)!
G !
“aoemii1)

_1)k—t _
Ainsi, Vi € [1,k], i = L <k 1).

(k—1lak=1\4 —

(b) D’apres la question 4(d),
TS N G L L A G
> = (=1 k! —aix
Vo 20, fi(z) = (=1)" Kl ; a1k —1)! (z _ 1>e
k
—i— k-1 —az\?
=ka) (-1) 1<¢—1> (e7*%)
k—1
—azr k—1 —azr\t
= kae Z( ; )( e

=0

= kae (1 — e )"~ par la formule du binéme

Donc Vz > O7 fk(x) = kaefaw(]_ _ efaa:)kfl

(¢) La fonction Fy, est nulle sur | — oo, 0], et :

x

Ve >0, Fi(z) = / kae (1 — e*at)kfldt = {(1 — eo‘t)k] =(1- e*‘”)k
0

0

0 siz <0

Ainsi, Vo € R, Fj(x) = { (1—e )k siz>0

Partie 2 - Loi et espérance de D

6.

import numpy.random as rd
p=input (’p=’)
i=1 # num ro du test
D=rd.exponential (1/lamb (1))
while rd.random() > p
i=1i+1
D =D + rd.exponential (1/lamb(i))
end
print (D)
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7.(a) N est le rang d’apparition d’'un premier succes (ici, un test qui échoue) dans une succession d’épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes.
I Donc N suit une loi géométrique de parametre p.

(b) On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([N = k])gen~ :

+oo
Ve > 0,P(D <a]) =) P(N=kn[D<a]) =) P(N = k)Py=y([D < z])
k=1
+oo
On a donc, pour z > 0, Fp(x quk "Piv_py([D < z).
k=1
Or, pour tout k € N*, si [N = k] est réalisé, alors les tests réalisés sont t1, 1o, ..., tx, et le temps aléatoire pour

les réaliser est Ty + - -+ + Ty = Dy, d’ou :
Vo 20, Vk € N*, Pivoy([D < 2]) = Piv—p([Dr < 2]) = P([Dy < 2]) = Fi(z)

en utilisant I'indépendance de Dk et N pour tout k € N*

Ainsi, pour z > 0, Fp(z quk LB (z

Le systeme complet d’événement doit toujours étre cité lorsqu’on utilise la formule des probabilités totales

8. (a) Procédons par récurrence sur k.

Initialisation V¢ > 0, fi(t) = Aje” Mt
Donc Vt > 0, f1(t) < 1.

Hérédité Soit k£ un entier naturel non nul. Supposons que V¢ > 0

() < Ar

fi
xT
Or d’apres la question 3, Vo > 0, fri1(z) = /\k+1ei>\k+1w/ fr(t)eM+1tdt.
0
x x
Par hypothese de récurrence, Vo > 0, / fr (t)e*"“tdt < / A eM+1tdt par positivité de I'intégrale.
0

0
Or/ Aperritd = {)\1 6)\k+1t] :7)\1 (6)"““””*1).
0

k+1 0 Akl
A
Donc Vz > 0, fri1(z) < )\kﬂe_’\k“’”)\—l (eM+17 — 1) < A1 — e M) < Ay
k+1

I Ainsi par le principe de récurrence, pour tout k € N* et t € Ry : f(t) < Ap.

(b) Soit ¢ un réel.
Sit <0, fr(t) =0, donc la série qukflfk(t) converge.
k>1
Sit >0, alors Vk € N*,0 < pg" ! fi(t) < pg" '\1. Or, la série géométrique quk_l)\l converge, donc par
k=1
comparaison de suites positives, la série Z p¢" " (t) converge.

k>1
+o0o

La fonction f:t — Z pq" 1 f1(t) est donc bien définie sur R.
k=1

Les candidats doivent préciser que les suites sont de signe positif pour appliquer le critere de majoration.

(c¢) Soit x> 0.0On a:

/wa(t)dt—;qul /Omfk(t)dtz/ <quk 1fk ;qu lfk )

l/x< }: pd" " fi(t) )dt

k=n+1
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Comme pour tout ¢t € [0, z], Z pgtt fx(t) = 0, par positivité de l'intégrale, on a bien que :

k=n+1
T B n o1 T
0</0 f)de kg:lpq /0 fe(t)dt

De plus, pour tout k > n + 1 et tout ¢ € [0, z], p¢* ' fr(t) < pg* 1Ay, d’otr

§:zmk3m )< M E:zw = aprh

= Aiq"
k=n+1 k=n-+1 q

Par positivité de I'intégrale, on a donc

/f t)dt — quk 1/ fr(t) /x\lq"dt gz

On a donc bien, pour z > 0 et n € N*, 0 < / f@t) dt — quk_lf fe() dt < ¢" Mz .
0 = 0

(d) Soit x un réel positif.
Comme ¢ €]0, 1], lir_~r_1 q" A1z = 0. Donc par encadrement dans 'inégalité obtenue & la question précédente et
n—-+0oo

T +oo

en remarquant que Vk € N*, / fe(t)dt = Fy(x) , on obtient que : / f()dt = z:pq’c LB (2).

0 k=1
D’apres la question 7(b), / f(t)dt = Fp(x).

0
| Ainsi z — / f(#)dt coincide avec Fp sur Ry.
0
(e) La fonction f est définie sur R, continue sur R*, positive, et vérifie : Vo € R, Fp(x / f@)

I Ainsi, f est une densité de D .

9. Soit A un réel strictement positif.
On suppose dans cette question uniquement que Vi € N*, A\, = A
Soit x un réel positif.

)\Ic
D’apres la question 2, Vk € N*| fi(x) = G 1)'.’Ek7167)‘$.

D’apres la question 8, f est une densité de D ou Vz € R, f(z Z pgt 1 fr(z
Alors pour x < 0, f(z) =0.

—+oo —+oo
E > _ k—1 )\k k—1 _—dx __ A — AT ()‘qm)k — pA Az _Aqxr __ A —\px
tpourm/O,f(x)—E pq (k—l)'x e =ple E o = PAe et = Ape .
k= ) k=0 ’

I Ainsi D suit une loi exponentielle de parametre pA.

10. On suppose que Vi € N*, \; = «i.

(a) On utilise 'expression de F obtenue dans la question 5(c) :

+o0o
_ 1
Vo OF 1_ azk: 1— e 0% 1 — e a® klz le—e @@y~
o j{:pq e )k =p(l—e )EEE(Q( e ) (=) T ey
0 siz <0
On a donc bien Vz € R, Fp(x) = D (1 _ e_‘”) sinon

p+ge**
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(b) Pour tout z > 0,

axr axr —Qx

_ ptge ™ —p+pe” e

1-F =
o) p+qemt ptgemt

La fonction x — (1 — Fp(z)) est continue sur [0, +o0o[. De plus, pour A > 0, on a :

A A —aA —aA
-1 -1 1 -1
[ - Foyts = | g geen| - TR Rty St T
0 aq 0 aq aq aq
A 1
Ainsi, i 1-F de = ——1 .
s, | (1 = Fp(z))dz o7 n(p)
+00 jacc 1
Ainsi, I'intégrale / (1 — Fp(x)) da converge et on a : / (1 - Fp(x)) de = —— In(p).
0 0 aq

A
(¢) Soit A un réel strictement positif. On calcule / (1 — Fp(t))dt a 'aide d’une intégration par parties, en posant
0
u(t) =1— Fp(t), u'(t) = —f(t), v'(t) = 1, v(t) = t, les fonctions u et v étant €' sur [0, A] :

A

A A
—Ateﬂmmzahfmm+/tﬂMt

0

A?uwumazPa—&wﬂ

0

A A
On obtient donc bien que : | / tf(t)dt = —A(1 — Fp(A4)) -I-/ (1—Fp(t))dt .
0 0

(d) On voit que A(1 — Fp(A)) = 4" Ly
Y — =— ~ - .
d b p+ge 4 Asqoo p

Donc par croissance comparée, AhIf A(l—-Fp(A)) =0.
)

A
Ainsi, lim tf(t)dt =0— ozi In(p).
q

A=+ Jo

“+o0
1
On déduit que I'intégrale / tf(t)dt converge (absolument), et vaut —— In(p).
0 aq
1
| Ainsi, D admet une espérance, et E(D) = —— In(p) .
aq
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