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REVISIONS - ANALYSE

[ Exercice 1 - Ecricome ECS 2018 - Exercice 2 *

On considére la suite (uy,),>¢ définie par :
up =0, ur=1 et YneN, upro = upy1 + Un-
et on note f la fonction définie sur R? par :
Y(z,y) € R%, f(z,y) = 22> — 6xy + 3y — 6y.

On pose enfin ¢ = 1+2

15

1. Vérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et % sont les solutions de I'équation 22 —z — 1 = 0.
2. (a) Montrer que f est de classe C? sur R2.

(b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (¢, + 1) et (—é, ﬁ)

(c) Etudier la nature des points critiques de f.
3. Montrer que, pour tout entier n € N : w19 — U%H = (—1)"F1

4. (a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2, elle
calculer et renvoie la valeur du terme u,, de la suite (uy)n>0.

1 |def suite(n):

v =20

w =1

for k in range(2,n+1):

return

(b) Justifier qu'il existe des réels A et p que 'on déterminera, tels que :
—1\"
Vn €N, un:)\cp"—i—u<> .
2

(¢) En déduire que la suite (1%41) converge et déterminer sa limite.
n>1

n

_1\k
5. On considére pour tout n € N* : §,, = y7_ -CU

UpUk41
(a) Montrer, sans chercher a calculer de somme, que la série de terme général - ul converge.
nUn41
(b) En déduire que la suite (Sy,),>1 converge.
(c) En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n € N* :
U U
Spi1— Sy = —1 — L
Un+1 Un 42
oy — +oo (=1
(d) Montrer que : p =1— "% u(kuk)H'
Probléme 2 - EML ECS 2017 - Probléme 2 * K K

On définit la fonction réelle H d’une variable réelle z par H(z) = f0+°° Wdt.
Dans tout le probléme, I désigne 'intervalle ]%, 400 [

Partie I - Premiéres propriétés de la fonction H.

1. Justifier que la fonction H est définie sur I.
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2. Montrer que H est décroissante sur I.

3. (a) Calculer H(1).
(b) Soit n € N*. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties : H(n) = 2n(H(n) — H(n + 1)).
En déduire une expression de H(n + 1) en fonction de n et de H(n).
(c) Ecrire un programme en Python qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la valeur de H(n).

(d) Montrer : Vn € N*, H(n) = %

Partie II - Etude de H(z) lorsque z tend vers 3.

eh—e
2

4. (a) Montrer que la fonction ¢ : u +— est une bijection de R sur R.
Préciser ¢ 1(0) et limy_, o0 o (2).

(b) A T'aide du changement de variable ¢ = ¢(u), montrer :

4r [+ 1
Vo el, H(z) = / S R )
2 0 (eu + efu)fol
5. (a) Justifier : Vu € [0,400[, e* <e¥ 47" < 2.

(b) En déduire : Vz € I, 515 < H(z) < g(%z_ly

1

6. Déterminer la limite de H en § et un équivalent simple de H(z) lorsque z tend vers 3.

Partie III - Etude de H(z) lorsque = tend vers +oo.
7. (a) Montrer : Vu € [0,1], In(1 4+ u) > 3.

(b) A I’aide d’une loi normale bien choisie, montrer que, pour tout z de I, I'intégrale f0+°° e~ot/2q¢ converge
et calculer sa valeur.

6 i 1 1 —xt? T
(c) En déduire : Vo € I, 0 < [, mdtgfo et 2qt < VE.

(d) Montrer : Vx € I, 0 < f;roo (Hltz)xdt < 2351,1-

(e) En déduire la limite de H en +oc.

8. On note, pour tout n de N*, u,, =In(H(n)) + w

(a) Déterminer un équivalent simple de w1 — uy, lorsque lentier n tend vers +oo. On pourra utiliser le
résultat obtenu & la question 3b.

(b) Montrer que la série ) - (unt1 — up) converge.

(¢) En déduire I'existence d’un réel K strictement positif tel que : H(n) ~ L.

n—-+00 vn
9. Donner enfin un équivalent simple de H (z) lorsque le réel x tend vers +oo a l'aide de K.

Partie IV - Etude d’une suite de variables aléatoires.

0 sit<0

On considére la fonction f définie sur R par : Vt € R, f(t) = 2 r>0
itz Stz

10. Montrer que f est une densité.
11. On considére une variable aléatoire réelle X & densité, de densité f.

(a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
(b) La variable X admet-elle une espérance ? Une variance ?

12. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen< & densité, a valeurs strictement positives,
mutuellement indépendantes, dont chacune a pour densité f.

On définit, pour tout n de N*, les variables aléatoires M,, = max(Xy,...,X,) et Z, = 3}~

n

(a) Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fy, de M,,.
(b) Justifier : Vu €]0, 4-o00[, arctan(u) + arctan (1) = Z et arctan(u) ~, U
U—
)
)

u
(c) Montrer alors, pour tout n de N* : Va €]0, 400[, P(Z, <z)=1-— (1 — %arctan (%))n
(d) En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire a
densité dont on reconnaitra la loi.
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On pose pour tout entier naturel n non nul, I, = 0+°° mdm et Jp fo 1+x3)" dzx.

1. Prouver la convergence de l'intégrale impropre appelée I,,.

2. Montrer que la suite (J,,)nen+ est décroissante et converge vers une limite notée /.
3. On pose, pour tout réel A > 0 et tout entier naturel n non nul : I,,(A) = fOA mdx.
Par une intégration par parties, montrer que I, (A) = (HAg) +3n(In(A) — In+1(A)).

4. Dans cette question on montre que la limite de (J,,)nen+, notée ¢ est nulle.

(a) A l'aide de la question 3, montrer que : g—;; = 3n12" + (Jn — Jn+1)-

(b) Justifier que les séries de terme général (J,, — J,11) et sont convergentes.

3n-2m 2"
En déduire la nature de la série de terme général 3—”

(c) Soit 8 un réel non nul et (a,) une suite équivalente a (%) lorsque n tend vers +oo.

Justifier que la série de terme général a,, diverge et en déduire par 'absurde que ¢ = 0.

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, f1+°° de __ <

5. (a) a7 = 3n—1°
(b) En déduire que lim,,_, .~ I, = 0.

6. (a) Grace a la question 3, montrer que pour tout entier naturel n non nul : I,,11 = 3”—;1[
(b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, I, = I [[}—; %

7. On admet que [1 = 3\f

Compléter la fonction Python suivant pour qu’elle prenne un entier supérieur a 2 en paramétre et calcule et
renvoie la valeur de I, trouvée a la question 6b :

1 |def integrale(n):
I = ...
for k in range(l,n):
I =
) return I
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