E2A Mathématiques

Corrigés des sujets de révisions
Analyse (fonctions, suites, séries, intégrales)

EML 2023 - fonction d’une variable, suite récurrente (cas ot la fonction
f est décroissante)

efx
Pour z € ]0, +00[ on pose : f(z) = —.

T
On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et par la relation de récurrence u, 1 = f(u,), valable

pour tout entier naturel n.

1. a) Etudier les variations de la fonction f : x — f(x) (on dressera son tableau de variations, en
précisant les limites).

Démonstration. La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ en tant que quotient de deux fonctions
dérivables sur |0, +oo[, dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, +o00].

Soit = € ]0, +o0l.

—e Ty —e 7" _Lx+1

fla)= 270~ e

x

2
x
x>0doncx+1>0et2?>0. On a également e~% > 0 donc f'(z) < 0.

La fonction f est strictement décroissante sur |0, +o00].

lim e =0et lim % = 0 donc, par produit,

r——+00 T—+00
li =
A 1) =0
lim e ™ =1et lim % = 400 donc, par produit,
z—0F z—07F

lim f(x) =400

z—0t

On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 400

Signe de f'(z) -

Variations de f \

Commentaire

Le graphe de f n’était pas demandé, mais cela aurait pu faire ’objet d’une question.
On le donne quand méme ci-dessous.
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b) Vérifier que chaque terme de la suite (uy,)pen est correctement défini et strictement positif.

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

ot P(n) : « uyp est correctement défini et u, > 0 »

Initialisation :

up = 1 est bien défini et 1 > 0. D’ou P(0).

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

Par hypothése de récurrence, u,, est bien défini et u,, > 0 donc uy,+1 = f(uy,) est bien défini car
f est définie sur ]0, +oo[. De plus, e™** > 0 et u,, > 0 donc u,41 = % > 0. D’ou P(n+1).
D’ou le résultat par récurrence. O

2. Informatique.

a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que 'appel fonc_1(a) renvoie le plus

petit entier n tel que u, > a.

def fonc_1(a):
from numpy import exp

o S N R C R
=
=y
=
!
(0]

return n

Démonstration. 11 s’agit d’un algorithme classique de recherche du plus petit entier n vérifiant
une condition donnée. Il faut écrire la négation de la condition dans la boucle while et incré-
menter n tant que cette négation est vérifiée.
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1 def fonc_1(a):

2 from numpy import exp
3 u=1

4 n=0

5 while u <= a:

6 u = exp(-u)/u

7 n=n+1

8 return n

b) On considére maintenant la fonction Python :

def fonc_2(a):
from numpy import exp
u=1
n=0
while u>a :
u = exp(-u)/u
n=n+1

oo 1N o jov Ik Jw N e

return n

Les appels fonc_1(10**6) et fonc_2(10**(-6)) donnent respectivement 6 et 5.
Qu’en déduire pour us et ug ?

Commenter ce résultat en une ligne.

Commentaire \

L’énoncé comportait ici une grosse coquille, qui changeait complétement la fonction.
Il était écrit dans la version initiale

5 while u<a :

ce qui revenait quasiment & faire le méme programme qu’a la question précédente.
Pour réussir & corriger ’énoncé, il fallait comprendre que I'on voulait ici trouver le
plus petit entier n tel que u, < a. Cela se comprend en regardant/devinant la fin de
lexercice : la sous-suite (ug,+1) converge vers 0. De plus, c’est cohérent avec I'appel
fonc_2(10**(-6)) qui se fait avec une valeur de a trés proche de 0.

Démonstration. On en déduit que ug > 10% et us < 1076, On conjecture alors que

U, — F00 et ugpy; — 0
n—-+o0o n—-+0o
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c)

Ecrire une fonction Python qui a pour argument un entier n et qui renvoie la valeur de u,,.

Démonstration.

def suite(n):

1

2 from numpy import exp

3 u=1

4 for k in range(n):

5 u = exp(-u)/u

6 return u

O

3. Pour z € [0, +oo[ on pose g(z) = e™* — z2.

a)

b)

Démontrer que la fonction g :  — g(x) réalise une bijection de [0, +o00] sur |—oo, 1].

Démonstration. La fonction g est dérivable sur [0, +oo[ en tant que somme de fonctions déri-
vables sur [0, +o0[. Soit z € [0, +o0].

gd(x)=—-e"—-22<0

Ainsi,
« g est continue sur [0, +o00[ (car dérivable sur [0, +o0])
« g est strictement décroissante sur [0, +-o00[

On en déduit que g réalise une bijection de [0, +oo[ sur g([0, +o00[). Or,

9([0,+00) =] lim g(z),9(0)] = ]—o0,1]

T—+00

d’ou le résultat. O

En déduire que 'équation f(z) = x, d'inconnue z, posséde une unique solution dans 'intervalle
]0, 4+00[, que 'on notera «.

Démonstration. Soit z € |0, 4+00].

flz) =2 <= — =z
= % =g?
= g(z) =

Ainsi, les solutions de I’équation f(x) = x sont exactement les solutions de I’équation g(x) = 0.

Or, 0 € |—00, 1] donc 0 admet un unique antécédent par g dans [0, +00], que ’on note a. Puisque
9(0) =1, on en déduit que a # 0. D’ou

a €]0,+o0].
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1
c¢) Justifier que — < a < 1. On rappelle que e ~ 2, 7.
e

Démonstration.

1
o Méthode 1 : classiquement, on doit comparer g (), g(a) et g(1) puis conclure par stricte
e

monotonie.
Tout d’abord : g(a) = 0 par définition.
Ensuite g(1) =e ! — 12 = % 1= % <0
2 1
Enﬁn79<1) :e_i_<1> :il—iz:te_iee>Ocar2>l.
¢ © ee © eee? e
D’ou

g (i) >g(a) > g(1)

et par stricte décroissance de g sur [0, +oo[, on en déduit que

1
- <a<l
e

1
« Méthode 2 : on pouvait s’épargner quelques calculs en remarquant que — = f(1)
e

On commence comme précédemment par démontrer que o < 1 en comparant g(a) et g(1).
Par stricte décroissance de f sur |0, +oo[, on en déduit que f(a) > f(1). Or, f(a) = a et

—1
e 1
)= — = -.
O
4. a) Démontrer que l'on a : ug > uyg.
, . 1
Démonstration. ug = 1 donc u; = f(1) = — donc
e
1 _1
€ e 1 1 e—1
u2:f<): 1 :ee_g:el_g:ee
e =
[§]
Or, la fonction exp est strictement croissante sur R et % > 0, donc ug > ¥ = 1 = wuy. O

b) En déduire que la suite (u2,)nen est croissante.

Démonstration. Montrons par récurrence : ¥n € N, P(n)

ol P(n) : « uUgpto = Ugp »

Initialisation :

ug > ug d’apres la question précédente. D’ou P(0).

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

On a, par hypothése de récurrence, ugopt+o = u2, > 0. Or, la fonction f est décroissante sur
10, +o0[ done, en composant deux fois par f, on obtient successivement

Unt3 = f(uont2) < flun) = uzni1
puis
Ugnta = f(u2nt3) = f(uant1) = uzns2
d’ott P(n+1).
On a montré par récurrence : Vn € N, uy(,41) 2> ugp. Ainsi,
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la suite (ug,)nen est croissante.

c¢) Justifier que la suite (u2n+1)nen converge.

« la suite (ugp+1)nen est décroissante

« la suite (u2p+1)nen est minorée par 0

Démonstration. Soit n € N. D’aprés les questions 1.b) et 4.b) : ugpy2 = ug, > 0. Or, f est
décroissante sur |0, +o00[ donc 0 < ugpt3 = f(ugnt2) < f(uy) = uzpt1. Ainsi,

donc, par théoréme de convergence monotone, la suite (u2,+1)nen converge. O

5. Pour z € [0, +o0o[ on pose : h(z) = f o f(x). On pose également h(0) = 0.

a) Soit x un réel strictement positif. Déterminer h(z).

Démonstration. Soit z > 0.

fl@) <

- eff(x) e e;

b) Démontrer que la fonction A : z +— h(x) est continue sur [0, 4+o0].

lim h(z)

z—0t

hz) =2 <

—

—
<~
<~

Démonstration. Tout d’abord, la fonction f est continue sur |0, +oo[ et f(]0, +o0[) C ]0,4+00]
(cf question 1.a)) donc h est continue sur l'intervalle ouvert |0, +oo[ car elle y coincide avec

Ensuite, lim f(x) =400 et lim f(xz)= 0 donc, par composition de limites,
x—0t Tr—r+00

— lim f(f(2) = lim_f(y)=0=h(0)

z—0t Yy—r+00

donc h est continue en 0. Finalement,

h est continue sur [0, 4o00].

xe® T =1

ew_e;le
e*l’

z——— =0
x

z = f(z)

T =a

O

Démontrer que 'équation h(z) = x, d’inconnue z, admet exactement deux solutions sur [0, +o0[
qui sont 0 et «, o étant le réel introduit a la question 3.b).

Démonstration. h(0) = 0 donc 0 est solution de 'équation h(z) = x sur [0, +ool. Il reste a
résoudre ’équation sur ]0, +oo[. Soit = > 0.

car x # 0

cf question 3.b)
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d) En déduire la limite de la suite (u2n+1)nen-

Démonstration. Pour tout n € N, ugpi3 = f o f(ugnt1) = h(uzns1). On sait que la suite
(u2n+1)nen converge (cf question 4.c¢)). Notons ¢ sa limite. On sait que la suite (u2p+1)nen €st
minorée par 0 (toujours question 4.c¢)) donc ¢ > 0.

On en déduit que

. U4z ¢ (suite extraite)
o U2nt3 = h(u2nt1) = h(¢) (par continuité de h en £ € [0, +o0], cf question 5.b))
n—-+00
Par unicité de la limite, on a alors ¢ = h(¢). Donc soit £ = 0, soit £ = « (cf question 5.c)).
1 1
Or, on sait que u; = — et par décroissance de la suite (u2n+1)nen, il vient : £ < —. De plus,
e e

— < a <1 (cf question 3.¢)) donc ¢ < a. On a donc nécessairement
e

£=0.

6. La suite (ugy)nen est-elle majorée ? Admet-elle une limite ?

Démonstration. Supposons que la suite (ug,)nen est majorée. Alors, par théoréme de convergence
monotone (la suite est croissante, cf question 4.b)), on en déduit que la suite (ug,)nen converge.
Notons ¢ sa limite.

Par un raisonnement analogue & celui de la question précédente, on obtient que ¢ est un point fixe
de h. Donc soit ¢/ = 0, soit /' = «.

Or ug = 1 et par croissance de la suite (ugp)nen, il vient : ¢ > 1 > « > 0. Cest absurde.

On en déduit que

la suite (u9p)nen n’est pas majorée et us, — —+00.
eN p J
n—-+oo
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EML 2018 - fonction d’une variable, suite récurrente, intégrale fonction
de ses bornes, fonction de deux variables

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, 4+o0| par :

Vo €10, 4+o00[, f(z) =2 —In(z)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

Démonstration.

« La fonction f est dérivable sur |0, +o00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +o0].

« Soit z € ]0,4o0].
1 z—1

Alors, comme x > 0 :
f(#)20 & 2—-1>20 & z>1

On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 1 +oo

Signe de f'(z) - 0 +

Variations de f \ /
1

« Détaillons les éléments de ce tableau.
- Tout d’abord : f(1) =1—1In(1) = 1.

- Ensuite : lim In(z) = —oo.
z—0

Donc : lim f(z) = +oo.

x—0

- Enfin, soit x € |0, 400] :

f(z) = z—1In(z) = x(l_ln(x))

In(x)

De plus, par croissances comparées : lim =0.

Tr—+00 xX

On en déduit : lim f(z) = +oo.
r—+00

O

2. Montrer que I'équation f(z) = 2, d’inconnue z € ]0, 400, admet exactement deux solutions, que
I’on note a et b, telles que 0 < a <1 <b.
Démonstration.
« La fonction f est :
x continue sur |0, 1] (car dérivable sur ]0, 1]),

x strictement décroissante sur |0, 1[.
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Ainsi f réalise une bijection de ]0, 1[ dans f(]0, 1[).

£(0,1)) = lim f(z), im f(x)| =]1,4o0|

x—1- z—0
Or 2 € ]1,4o0].
Donc l'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur |0, 1], notée a.
o La fonction f est :
x continue sur ]1,4o00[ (car dérivable sur |1, +o0l),
x strictement croissante sur |1, +o00[.
Ainsi f réalise une bijection de |1, +oo[ dans f(]1, +o0[).
f(l4ocl) = | lim f(z), lim f(z)| =]1,+o0]

z—1- r—+00

Or2e 1,400l
Donc I'équation f(x) = 2 admet une unique solution sur |1, +oo[, notée b.

Finalement, I’équation f(z) = 2 admet exactement 2 solutions sur |0, +oo[ notées a et b
telles que 0 < a <1 < b.

Commentaire \

« Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur 'intervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur l'inter-
valle |0, +oo[, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur
lesquels f est strictement monotone (ici |0, 1] et |1, +00]).

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :
x f(2)=2-1n(2) <2,
x f(4) =4—1n(4) =4 —In(2?) = 4 — 2In(2) = 2(2 — In(2)).
De plus, In(2) ~ 0,7, donc : 2 —In(2) ~ 1,3 et ainsi : f(4) =2(2 —1n(2)) ~ 2,6 > 2.
x f(b) =2.
On a donc : f(2) < f(b) < f(4).

« Notons g la réciproque de f sur |1, +oo[. D’apreés le théoréme de la bijection, g : |1, 400 — |1, +00]
est strictement croissante sur |1, +oo[. En appliquant g de part et d’autre de I'inégalité précédente :

g(f(2)) < g(fv) < g(f4)

I I I
2 < b < 4

On a bien démontré : b € [2,4].
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Commentaire

L’indication de ’énoncé In(2) ~ 0,7 ne permet pas de savoir s’il s’agit d’une sur ou d’une sous-
approximation. Un encadrement, tel que 0,6 < In(2) < 0, 8, permettrait de résoudre ce problém[%.

4. Recopier et compléter le script Python suivant afin qu’il renvoie une valeur approchée de b a 1074
prés, obtenue a 'aide de la méthode par dichotomie.

import numpy as np
a,b = 2,4
while
c=(a+Db) /2
if
b=c
else :

0 oo N o jov B jw N e

print(

Démonstration.

import numpy as np
a,b = 2,4
while b-a > 10*x(-4)
c=(a+b) /2
if c-np.log(c) > 2 :
b=c
else :
a=c¢
print(c)

e joo N & o |k jw N =

Partie II : Etude d’une suite
On pose : ug=4 et VYneN, uptq1 = In(uy,) + 2.
5. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que 'on a @ Vn € N, u,, € [b, +00].

Démonstration.
U, est bien défini

up, € [b, +00[

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou  P(n): {

» Initialisation :
ug = 4. Or, d’aprés la question 3., b < 4. Donc : ug € [b, +00[.
D’ou P(0).

» Hérédité : Soit n € N. . .
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. { Un+1 est bien défini

Upt1 € [b, +00] )

Par hypothése de récurrence, wu,, est bien défini et u, € [b, +00].

- Comme u, = b > 2, on a en particulier u, > 0.
Donc In(u,) est bien définie. D’out w41 est bien défini.

10
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- Comme Up, > b

(par croissance de
>
alors m(un) = Inb) la fonction In sur ]0, +o0|)
et In(u,)+2 > In(b)+2

I

Un+1
Enfin, par définition de b : f(b) = 2, c’est-a-dire b — In(b) = 2. Ainsi : In(b) = b — 2.
On obtient alors :
Unt1 = In(b) +2=(b—-2)+2

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, on obtient que (u,) est bien définie et : Vn € N, w,, € [b, +00[.

Commentaire \

« Cette question est un classique des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence.

« Il faut ici faire attention & bien énoncer ’hypothése de récurrence.
Pour montrer que « la suite (u,) est bien définie », on démontre en réalité :

VneN, P(n) ou P(n):leréel u, est bien défini -

6. Ecrire une fonction Python nommée suite(n) qui, prenant en argument un entier n de N, renvoie
la valeur de u,,.

Démonstration.
1 def suite(n):
2 u =4 # Initialisation de la variable u
3 for k in range(n):
4 u = np.log(u) + 2 # On met & jour n fois la variable u
5 return u

7. Déterminer la monotonie de la suite (uy)nen. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

Démonstration.

. SOlt n e N
Unt1 — Up = In(up) +2—uy = 2— (up, —In(uy)) = f(b) — f(uy)

Or, d’aprés la question précédente : u, > b.
De plus, par croissance de la fonction f sur [b, +oo[ : f(u,) = f(b).
Dot : upt1 — up = f(b) — fu,) <O0.

Ainsi, la suite (u,) est décroissante.

11
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Commentaire \

On pouvait aussi démontrer la décroissance de la suite (u,) par récurrence.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n) ot P(n) : upy1 < Up.
» Initialisation :

up =In(up) +2=I(4)+2=2In(2) +2~2x0,7+ 2~ 3,4.

Donc u1 < up.

D’ou P(0).
» Hérédité : Soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt2 < Upt1).

Tout d’abord Un+1 < U, (par hypothése de récurrence)

(par croissance de

donc m(uni1) < Infun) la fonction In sur |0, +o00])
et In(up+1) +2 < In(uy) +2
I I
Un+2 Un+1

D’ou P(n +1).
Par principe de récurrence, on en déduit : Vn € N, up41 < up.

\.

« La suite (u,) est donc :

x décroissante,

x minorée par b (car : Vn € N, u,, € [b, +00][).

On en déduit que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.

o - Tout d’abord : Vn € N, u,, > b.

8. a) Montrer : Vn € N, upy; —b <

Par passage a limite, on en déduit : ¢ > b.

- Ensuite : Vn € N, u,q1 = In(uy) + 2.

Donc, par continuité de In sur 0, +o0[ : £ = In(¢) + 2. Or :
(=In(0)+2 & (-In({)=2 & f({)=2

Or, d’apreés la question 2., b est 'unique solution de I'équation f(z) = 2 sur |1, +o0.

Donc ¢ = b.

(up, — b).

N | =

Démonstration.
On note h la fonction définie par h : z — In(x) + 2.

1 1
Soit = € [b, +00[. Alors I/(z) = — > 0. Ainsi : Vx € [b, +oo[, |V (z)| = h(z) = —.
x x

Or, d’aprés la question 8., b > 2. Donc, pour tout x € [b,+00] : x > b > 2.

=
<

—_

5.

SHE

Par décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0o], on en déduit :
Ainsi :
Va € [b,+oo[, h'(z) <

N |

« La fonction h est dérivable sur [b, +00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [b, +o0].

12
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e On sait alors :

x h est dérivable sur [b, +o0l,
1
x Yz € [b,+o0o[, W (x)| = h(z) < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :
2 1
V(z,y) € [b,+ool%, | Aly) —h(z) | < 5 Iy — |

Soit n € N. En appliquant cette inégalité a y = u,, € [b, +oo[ et z = b € [b,+00[, on obtient :

1 1
W) = h(b) = | h(un) = h(b) | < 5 fun =B = 5 (=)

x h(up) =In(up) + 2 = up41
x h(b) =In(b) +2 = (b—2) + 2 = b, car b est solution de 'équation f(z) = 2.

1
On en déduit : Vn € N, up41 — b < i(un —b).
O
. 1
b) En déduire: Vn e N, 0 < up, — b < on 1"

Démonstration.

o Soit n € N. D’aprés la question 4. : u, > b.

Donc : u, —b > 0.

1
« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot P(n):up, —b < o1
» Initialisation :
D’une part : ug —b=4—0b.
1
D’autre part : 201 = 51— 2.
Ainsi: wug—b = 4-b
< 4-2 (car b > 2 d’aprés la question 3)
1
= 2= 57
D’ou P(0).
» Heérédité : Soit n € N. )
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt1 — b < 2—”)
1
D’aprés la question précédente : uy41 — b < i(un —b)
1
Or, par hypothése de récurrence : u,, — b < o1
En combinant ces deux résultats, on obtient :
1 1 1 1
Upt1 —b < §(Un_b) < Son 1 = on
D’ou P(n +1).
o ) 1
Par principe de récurrence : Vn € N, u,, — b < on 1

13
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¢) Montrer que la série Y (u, — b) est convergente.

Démonstration. On a :
1
2n71'

e pour tout n € N, 0 < u,, — b <
la Séri 1 ‘ P o rais 1,

o la série ) on1 est une série géométrique de raison q = B onc converge

Par critére de comparaison par inégalité pour les séries & termes positifs, la série Y (u, — b) est

convergente. O

9. a) Recopier et compléter la ligne 3 de la fonction Python suivante afin que, prenant en argument
un réel epsilon strictement positif, elle renvoie une valeur approchée de b & epsilon prés.

def valeur_approchee (epsilon) :

|=

2 n=20

3 while ...........
4 n=n-+1

5 return suite(n)

Démonstration.

o D’apreés la question 6.b) :
1

Vn € N, Oéun—b<2n_1

1
S’il existe N € N tel que oN-T < €, on obtiendra par transitivité :

O0<uy —b<e

Donc uy est une valeur approchée de b & € prés.

« On compléte alors le programme Python de la fagon suivante :

3 while 1 / 2%x(n-1) > epsilon

O

b) Ecrire une fonction Python nommée Somme (n) qui, prenant en argument un entier n de N,
n

renvoie la valeur de la somme partielle > (ug — b).
k=0

Démonstration.

def Somme (n):
u = 4 #initialisation de la variable u
for k in range(n):
u = np.log(u) + 2 #on met & jour n fois la variable u
return u

[[S2S P OV R VR
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Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note @ la fonction donnée par :
2x
1
d(x) = — dt
SN0

10. Montrer que ® est bien définie et dérivable sur |0, +00[, et que l'on a :

, _ In(2) — In(x)
Va € 10, Focl, @) = )@z — In(2a))

Démonstration.

« La fonction 1 est continue sur |0, +oo[ en tant qu’inverse d’une fonction continue sur |0, +o00[ qui
ne s’annule pas sur cet intervalle.
En effet, d’apreés le tableau de variations de f en question 1. : Vx € ]0, +oo[, f(z) > 1.
Donc la fonction 1 admet une primitive G de classe C! sur ]0, +ool.
« On obtient alors :
Vo €10, 4+o00[, ®(x) = G(2z) — G(x)
Or la fonction = — G(2z) est de classe C* sur |0, +oo[ car elle est la composée G o h ot :
x h:x—2x est:
- de classe C! sur |0, +oo],
- telle que Ah(]0,4o00[) C ]0, +o0].
« G est de classe C! sur ]0, +o0].

Ainsi, ® est de classe C* sur ]0, +oo| (donc dérivable sur |0, 4+o0])

en tant que différence de fonctions de classe C' sur |0, 4+ocl.

« Soit z € ]0,400].

R SR
() = 2G'(2z) — G (x) 2f(2:n) f(:n)
_ 2 1 _ 2(# —In(x)) — (2 — In(22))
2¢ —In(22) z —In(x) (2x—ln(2$))(x—ln( )

—2In(z) + In(2) + In(z) _ In(2) — In(z)
(x —In(x))(2x — In(22)) (z —In(z))(2z — In(22))

. In(2) — In(x)
Var € 10, Focl, ) = e Br — In(2a))
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11.

12.

En déduire les variations de ® sur ]0, 4-o0].

Démonstration.
Soit « € ]0,4o00[. D’aprés la question précédente, on a :
& () In(2) — In(x) In(2) —1
xr — =
(z — In(z))(2z — In(22)) f(x) f(2x)
Or, d’apres la question 1. : f(x) > 0 et f(2z) > 0.
On obtient alors :

() 20 < In(2)—In(z) >0 < In(2) > In(x)

(car la fonction In est strictement

2> .
< o croissante sur 10, +oo[)

On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 2 +00
Signe de ®'(x) + 0 -
®(2)

Variations de ® / \

Montrer : Vz € |0, +o0o[, 0 < ®(x) < x.

Démonstration.
Soit x € |0, 400l

« Tout d’abord, d’aprés la question 1. : Vt € |0, +o0], f(t) > 1> 0.
1
On en déduit : Vt € ]0, +o00|, —— > 0.
10 ool 5

Ainsi, par positivité de l'intégration :

2x 1
0 < ’ mdtsz(x)

« Ensuite, par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0o|, pour tout ¢ € |0, +oo| :

Par croissance de l'intégration (les bornes sont bien ordonnées : x < 2z car x > 0), on obtient :

2z 1 2z -
dté/ 1dt = |t =2r—x = x
0 i L1,

()

Finalement : Vz € |0, 4+o00[, 0 < ®(x) < 2.
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Commentaire \

Le schéma de résolution de cette question est plutot classique.
b
Afin d’encadrer une intégrale / f(t) dt,

1) on cherche d’abord a encadrer I'intégrande, c’est-a-dire montrer :
Vt € [a,b], m < f(t) < M

ou m et M sont deux réels & déterminer grace a 1’étude de la fonction f,

2) on utilise en suite la croissance de I'intégration (si les bornes a et b sont bien ordonnées,
c’est-a-dire a < b) pour conclure :

m(b—a)—/ab mdt < /ab £0) dt < /ab M dt = M(b— a)

\ )0
13. a) Montrer que ® est prolongeable par continuité en 0.
On note encore ® la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ®(0).
Démonstration.
D’apreés la question précédente : Va €]0, +o00[, 0 < ®(z) < z.
Or lim z = 0.
z—0
Donc, par théoréeme d’encadrement : lin% o(x) = 0.
T—>
On en déduit que la fonction @ est prolongeable par continuité
et que ce prolongement, toujours noté ®, vérifie ®(0) = 0. O
b) Montrer : lim ®'(z) = 0.
z—0
On admet que la fonction @ est alors dérivable en 0 et que ®'(0) = 0.
Démonstration.
D’aprés la question 8. :
2 1
Vz € 10, +oof, ®'(z) = - —
f2x)  f(x)
Or, d’aprés la question 1. : lin% f(x) = +oc.
T—
Comme lim 2z = 0, par composition, on a aussi : lim f(2x) = +o0.
z—0 z—0
Ainsi : lim ®'(z) = 0.
z—0 |

14. Compléter le script suivant pour qu’il calcule une approximation de ®(2). On implémentera la
méthode de Monte-Carlo :

1 def f(x):

2 return

3

42 N = 10*x4

5 S=0

¢ for i in range(N):

7 U = rd.uniform(2,4)
8 S =

9 print( )
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Démonstration.
1 def f(x):
2 return x-np.log(x)
3
4 N = 10%x4
5 S =0
¢ for i in range(N):
7 U = rd.uniform(2,4)
8 S =5+ 2/£(U)
9 print(S/N)
O

15. On donne ®(2) ~ 1,1 et on admet que 1131 ®(x) =1In(2) ~0, 7.

Tracer allure de la courbe représentative de la fonction ® ainsi que la tangente a la courbe au

point d’abscisse 0.

Démonstration.

13
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Commentaire \

Sur le graphe précédent, la tangente & I'origine ne semble pas étre correcte.

En effet, comme son étymologie (le verbe latin « tangere ») 'indique, une tangente doit
toucher la courbe, ce qui ne parait pas étre le cas ici.

Cela est simplement di a ’échelle de la figure. Si on zoome sur l'origine du repére, on
obtient le graphe suivint :

1.1

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
-0.05 0 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 0.7 0.75

Sur une copie, il faut bien évidemment accentuer les tangentes & la courbe. U
\ 7

Partie IV : Etude d’une fonction de deux variables

On considére la fonction H de classe C? sur 'ouvert U = ]0, +oo[? définie par :

2

Y(z,y) € 10, +oof?, H(z,y) = % gy —2r + Y

Commentaire \

On peut remarquer que cette fonction H est en fait définie sur R?. Cela sera d’ailleurs utile
plus tard dans ’énoncé.

Elle est méme de classe C2 sur R2. Démontrons le.
2

x
« La fonction (x,y) — 5 T 2z est de classe C? sur R? en tant que fonction polynomiale.

« La fonction (x,y) + e¥ est de classe C? sur R? car elle est la composée hy o hy ot
x hi:(x,y)—yest:
- de classe C? sur R? en tant que fonction polynomiale,
- telle que h1(R?) C R.
« ho 1 u— e est de classe C2 sur R.

« La fonction H est donc de classe C? sur R? en tant que somme de fonctions de classe C2
sur R2.

16. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de H en tout (x,y) de U.

Démonstration.

o La fonction H est de classe C2, donc de classe C! sur U.
Elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 1 sur U.
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« Soit (z,y) € U.

2
O\(H)(z,y) = 7:5—1/—2 =zx—-y—2
Do(H)(z,y) = —x+e¥

V(z,y) e U, h(H)(z,y) =2 —y—2, O(H)(x,y)=¢€Y—=x

Commentaire

On trouve bien str les mémes dérivées premiéres sur R2.

O

b) Montrer que la fonction H admet exactement deux points critiques : (a,In(a)) et (b,In(b)), ou
les réels a et b sont ceux introduits dans la question 2.

Démonstration.
Soit (z,y) € U.
Le couple (x,y) est un point critique de H si et seulement si :

o(H)(z,y) =
V(H)(x,y) =0.4,, &
(H)(z,y) = 0.4, (r) {aQ(H)(x,y) _
{x—y—2—0 {y—a;—Q
<~
ey —xr=0 ey =z
y=x—2 y=x—2
0
& {ex_2:x = {:L‘—2:ln(:n) (car z>0)

N y=x—2 N y=x—2
x —In(z) = flx)=2
Or, d’apreés la question 2., 'équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions sur |0, o0 :

les réels a et b.
On obtient donc :

VH) (9) = 04y, @) S {y ou {y

r =a Qj:b
- {y:a—2 U {y:b—2
r=a r=>b

Or, comme a et b sont solutions de 1'équation f(x) =2, on a :
f)=2 & b—In(b)=2 & In(b)=b—-2
De méme : In(a) = a — 2. D’ou :

: o y = In(a) y = In(b)
(z,y) est un point critique de H < { e a QU { b

< (z,9) = (a,In(a)) 00 (z,y) = (b,In(b))

Or, comme a € ]0,1[, alors In(a) < 0. Donc (a,In(a)) ¢ U.
On en déduit que le couple (a,ln(a)) n’est pas un point critique de H sur U.

Ainsi, la fonction H admet un unique point critique sur U : (b, In(b)).
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Commentaire

o La réponse & cette question semble contredire 1’énoncé.

point critique de H sur R? et non sur U.

tations dans la preuve précédente.

série d’équivalences :

Yy=x— 2 Yy=x — 2
z—2 <
et =z x —2=In(x)
En effet, il faut démontrer auparavant que z > 0 (a priori : z € R).
=zr—2

ey ==z
et on peut donc continuer la preuve comme précédemment.

sur R2 et non sur U.

\

En fait, le couple (a,In(a)) est bien un point critique de H. Seulement, c’est un

Montrer que (a,In(a)) est bien un point critique de H sur R? demande peu d’adap-

Le seul point problématique est la composition par la fonction In dans la premiére

Cependant, d’aprés le systéme yy , on en déduit en particulier que x > 0,

« Dans la suite, lorsque l'on étudiera le point critique (a,In(a)), on se placera donc

17. a) Ecrire la matrice hessienne, notée M,, de H au point (a,In(a)).

Démonstration.

o La fonction H est de classe C? sur R?, elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 2 sur R2.

« Soit (z,y) € R2.

0 1 (H)(,y) 3%,2(11)(3?,1/)) _ (1 —1>
031 (H)(z,y) 03 o(H)(x,y)

Donc : M, = V?(H)(a,In(a)) = (11 e;(%’)) - <—11 _1>

On rappelle que (a,In(a)) ¢ U.
Il est donc indispensable de déterminer V2(H) sur R? et non sur U.

b) Montrer que M, admet deux valeurs propres distinctes, notées A1 et Ay, vérifiant

M+ = a+1
)\1)\2 = a-—1

Démonstration.

o La matrice M, est une matrice réelle symétrique. Elle est donc diagonalisable.
On note A1 et A\ ses valeurs propres (éventuellement égales).

. SOlt A €R.

det(My — A-I,) = det (1_1A a_lk) — (1-MNa-)) -1

= M-(a+DA+(a—1)
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On en déduit que la matrice M, — X - I n’est pas inversible si et seulement si :
M—(a+DA+(a—1)=0 (¥
e Or Ay et A\ sont les valeurs propres de M, donc :
(M, — X I5) n’est pas inversible < X € {\1, A2}
Ainsi les réels A1 et Ao sont les racines de ’équation (x). D’ou :

M@+ DA+ (@—1) = A=2)A=X2) = X2 = (A 4+ )X+ A Ao

Par identification des coefficients de ces polynémes de degré 2 en A,
M+A=a+1
)\1 )\2 =a—1

on obtient le systéme suivant : {

o Montrons maintenant que Ay et \s sont distincts.
Raisonnons par ’absurde. Supposons alors que A\; = As.
D’aprés le systéme précédent, on obtient en particulier :

M=\ =a-1

Or, d’aprés la question 2., on a: a < 1. Donc a —1 < 0.
On en déduit : A < 0, ce qui est absurde.

Ainsi, A1 et Ay sont distincts.

¢) La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (a,In(a))?

Démonstration.
On a montré dans la question précédente : a — 1 < 0. On en déduit : A1 Ao < 0.
Les valeurs propres de M, sont donc de signes opposés.

Ainsi, la fonction H n’admet pas d’extremum local au point (a,In(a)).

Commentaire

Le point (a,In(a)) est un point selle pour la fonction H.

18. La fonction H présente-t-elle un extremum local au point (b,In(b)) ?

Démonstration.
On reprend la démarche des questions précédentes.

« On note M; la matrice hessienne de H au point (b,In(b)). Alors :

1 -1 1 -1
My = <_1 elnw)) = <_1 b>

o La matrice M} est une matrice réelle symétrique. Donc elle est diagonalisable.
On note py et pg ses valeurs propres éventuellement égales).

. SOlt)\ER
det(My —X-I) = X2 —(b+DA+(b—1)

On en déduit que la matrice My — X - Is n’est pas inversible si et seulement si :

Mob+DA+0-1)=0 (%)
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o Or py et po sont les valeurs propres de Mp, donc uq et pe sont les solutions de I'équation ().
D’ou :
N—(b+DA+(b—=1) = A=p)A—p2) = N — (1 + p2) A+ pa po

pr+pe = b+1
prpe = b—1
o D’aprés la question 8. : b > 2. Donc:b—1>0etb+1>0.

On obtient alors :

Par identification : {

x 1 pg > 0.
Donc p; et g sont non nuls et de méme signe.

x p1+ p2 > 0.
Or p; et po ont méme signe. Donc : g > 0 et pg > 0.

On en déduit que la fonction H admet un minimum local en (b, In(b)).
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ECRICOME 2024 - équation différentielle d’ordre 1, intégrale impropre,
intégrale a paramétre, loi normale

Soit a un réel. On considére la fonction I, définie par :

— e 2a(z—t)—t?
Ia (CU) = e dt.

On considére également 'intégrale J, définie par :
“+o0o
Ju = / o 2=t gt
W = .
0

Partie I

1. a) Montrer la relation suivante :

oat—t2 1
e 2at—t = o0 =
t—+oo \ T

Démonstration.
Soit ¢ > 0.
—2at—t2
€ — 2o 2at—t?
1
2
_ 142 _ _ 142
_ (t2e 1t )(e 2at—1t )
De plus,
. _142 . ,
« lim t2e 2 =0 par croissances comparées,
t——+o0
. ) ogfi— 142
x lim —2at — %tQ = —oco donc lim e 293t = ().
t——+o0 t——4o00

1
On a bien : e~20t—t* — <>
t—too \ 12

b) En déduire que l'intégrale J, est convergente.

Démonstration.

. _ _ 42
La fonction t — e—2at—t

est continue sur [0, +oo[ donc l'intégrale J, est impropre en +oo.

1
x Pour tout ¢t > 0, em201% > ) ) = 0.

1
x La fonction ¢ — o) est continue sur |0, +o00].

2 1
x e 20—t — — .
t—too \ t2

+oo
x L’intégrale / o) dt converge par critére de Riemann.
1

On en déduit, par critére de comparaison pour les intégrales généralisées de fonctions continues
et positives, que :

Iintégrale J, converge.
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2. En déduire que la fonction I, est définie sur R.

Démonstration.
+o0

Soit # € R. La fonction ¢ ~— e~20=" est continue sur R donc I'intégrale / o201 gy et

xX
impropre en 4+0c0. On a alors :

+oo +oo
—2at—t2 —2at—t?
/ R converge <> / e 20t gy converge <> .J, converge
" 0

+00
Or, on sait déja que I'intégrale J, converge d’aprés la question 1.b). Ainsi, I'intégrale / e 2at—t* g

xT
converge.

De plus,
+00 5 +oo 9 +00 5
e2a93/ e—2at—t dt = / eQa:ce—Zat—t dt = / e2a(:c—t)—t dt = Ia(l‘)
z z T

et le terme de gauche est bien défini d’aprés ce qui précéde, donc I,(x) est bien défini.

La fonction I, est définie sur R.

O
3. a) Justifier que :
+o0 5
lim e 20 gt = (.
r——+00 x
Démonstration. Soit x > 0. D’aprés la relation de Chasles :
too 2 +oo 2 z 2 x 2
/ 672at7t dt — / 6720,2577& dt . / 672(11‘/77& dt — Ja o / 672at7t dt
z 0 0 0
Or, J, étant une intégrale convergente, on a par définition :
z 2
J, = lim e 2= gy
T—~400 0
+o00 5
D’ou : lim e 201 gt = (.
r—-+00 z
O

b) Dans cette question uniquement, on suppose que a est positif.
Montrer que, pour tout réel x :

400 5
I,(x) </ e U dt

Démonstration.
Soit € R. Soit ¢t > x. Puisque a > 0 et x — ¢ < 0, il vient :

2a(z —t) — t* < —t2

et par croissance de exp sur R :

)42 )
e2a(m t)—t <e t
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“+oo
x D’aprés la question 2, I'intégrale / 2ale—t)—t* g converge.
X

+oo
x D’aprés la question 2 appliquée avec a = 0, 'intégrale / et dt converge.
xX

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant :

+o0 5 +o0 2
Ia(x):/ ePale=t)=t dtg/ e dt.

O

c¢) Déduire des deux questions précédentes que, quelle que soit la valeur du réel a : 11111 I,(x) =0.
T—r+00
Démonstration.
Deux cas se présentent.
e Premier cas : a > 0.
00 9
Soit x € R. D’aprés la question 3.b), I,(x) < / e ¥ dt. De plus, pour tout t > =,
x
e2alz=t)=t* 5 () ot donc, par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans 'ordre
croissant : I,(z) > 0. Finalement :

+00 5
0< Iy(z) < / e dt

—+00
De plus, lim / e dt =0 (méme raisonnement qu’en question 3.a)).
T—r—+00 x

Par théoréme d’encadrement : lim I,(x) = 0.
T—>+00

e Deuxiéme cas : a < 0.
Pour tout z € R,

+oo
Ia(.%') — ean/ e—2at—t2 dt
T

Or,

x lim 2az = —oo (car 2a < 0) et donc lim €2 =0,
T——+00 T——+00

+o0 5
X lim e—2at—t
T—+00

dt = 0 d’aprés la question 3.a).

T

Par produit de limites : lim I,(z) = 0.

r——+00

Partie 11
On considére ’équation différentielle suivante, d’inconnue y : R — R dérivable :
Y =2ay — " (1)

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions de ’équation (1) qui vérifient lir_ir_l y(z) = 0.
T—>+00

On considére 'équation homogene associée a (1) :

Y = 2ay (2)
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4. Déterminer l'ensemble des solutions de ’équation homogeéne (2).

Démonstration.
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne & coefficients constants. D’aprés
le cours, I'ensemble des solutions de (2) est :

So = {t s Ce2! | C € R}.

5. On considére la fonction F, définie sur R par :

a)

b)

xr
Vz € R, F,(z) = / o201 gt
0

Montrer que Fy est dérivable sur R et, pour tout réel z, déterminer F,(z).

Démonstration.
La fonction h : t — e est continue sur R. D’aprés le théoréme fondamental de ’analyse,
la fonction F, est 'unique primitive de h qui s’annule en 0.

—2at—t2

A ce titre, F, est dérivable sur R et, pour tout z € R, F/(z) = e~2az—a?,

O
Montrer que, pour tout réel x,
Lo(z) = €* (Jo — Fo(2))
Démonstration.
Soit € R. On reprend le calcul de la question 2.
o0 5
Ia(a:) — eQa:c/ ef2at7t dt
x
oo 2 z 2
= </ e 21 gy —/ e 2at—t dt> (d’apres la relation de Chasles)
0 0
= (Jo — Fa(2))
Io(x) = & (Jo — Fu())
O

En déduire que la fonction I, est dérivable sur R et qu’elle est solution de I’équation différentielle

(1)

Démonstration.
D’aprés les questions 5.a) et 5.b), la fonction I, est dérivable sur R comme produit de fonctions
dérivables sur R. Soit = € R.

I' (z) = 2ae* (J, — Fu(z)) — > F!(z)
— 2aIa(a:) _ eQaa:e—Qaa:—a:Q

= 2al,(z) — e

(d’apres la question 5.a))

Donc la fonction I, est bien solution de 'équation différentielle (1).
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6. Déterminer 1'ensemble des solutions de (1).

Démonstration.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants, avec second membre.
D’aprés la question 5.¢), la fonction I, en est une solution particuliére. D’apreés le cours et d’aprés
la question 4, ’ensemble des solutions de (1) est :

S = {tr Ce® + [,(t) | C € R}.

O

7. Déterminer l'ensemble des solutions y de (1) telles que lir+n y(x) = 0 dans les trois cas suivants :
T—>+00
a) a <0,
b) a=0,
c) a>0.

On pourra utiliser le résultat de la question 3.c).

Démonstration.
Notons S ’ensemble des solutions y de (1) telles que hI—&I-l y(x) =0.
T—r+00

Soit y une solution de (1). D’apreés la question 6, il existe une constante C' € R telle que, pour tout
r € R, y(z) = Ce?® + I,(x).
On sait déja, d’aprés la question 3.c¢), que, pour tout a € R, IiI_P I,(x) = 0. Ainsi,

T—r+00

lim y(z) =0 < lim Ce** =0
x—r—+00 T——+00

o Premier cas : a < 0.
Alors lim €2 = (et donc lim Ce%*® =0 pour tout C € R.

T—r—+00 T—+00

Ainsi, Seo = {z — Ce?®® + [,(z) | C € R},

o Deuxiéme cas : a = 0.
Alors lim €2 =1 et donc lim Ce2%® = si et seulement si C' = 0.
T——+00 xr——+00

Ainsi, Seo = {2+ Ce®®® + [,(z) | C =0} = {I,}.

o Troisiéme cas : a > 0.
Alors lim €2 = 4+o00 et donc lim Ce?*® = ( si et seulement si C' = 0.
r—+00 T—+00

Ainsi, Seo = {2+ Ce?®® + [,(z) | C =0} = {I,}.

O
Partie 111
On considére une variable aléatoire X de loi normale d’espérance —a et de variance X
8. a) Rappeler 'expression d’une densité de X.
Démonstration.
D’aprés le cours, la fonction
1 2
. o~ (@ta)
TT e
fram o
est une densité de X. O
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b) Tracer 'allure de sa courbe représentative dans le cas a = 2.

Démonstration.
La gaussienne est dans ce cas centrée en © = —2 (la valeur de l'espérance de X) et son maximum

vaut —.

NG

O
9. Soit x un réel.
a) Exprimer P([X > z]) sous forme d’intégrale.
Démonstration.
Soit € R. D’aprés le cours :
xzah)= [ sya= [ et
P([X >z :/ ftdt:/ e dt
x xT \/7?

O

b) En déduire :
Io(z) = VT2t P([X > a]).

Démonstration.
Soit z € R.

too 1
ﬁe2ax+a2P([X > zx)) = \/EeQ‘”Jr“Q/ Te_(t+a)2 dt (d’apres la question 9.a))
s
x

oo 2 2 2
:/ eQam—i—a e—t —2at—a dt
T

+o0o 5
:/ e?ax—t —2at dt
T

+0o0 2
_ / eQa(z—t)—t dt

= Ia(x>
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Io(x) = v/me® = " P([X > )

10. a) Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
Déterminer, en fonction de a, deux réels « et 8 tels que aZ + B suit la méme loi que X.

Démonstration.
Soit (a, ) € R% Notons W = aZ + . On sait que W suit une loi normale en tant que
transformée affine de Z qui suit une loi normale. Ainsi

EW)=—-
W suit la méme loi que X <= (W) 1 “
(W) =2
Or,
E(W) =E(aZ + p)
=aoRk(Z)+ 8 (par linéarité de ’espérance)
=0 (car Z suit une loi normale centrée réduite)
et
V(W) =V(aZ + p)
=a?V(2) (par propriété de la variance)
=a? (car Z suit une loi normale centrée réduite)
: 1 : :
Sia= 7 et = —a, aZ + B suit la méme loi que X.
Commentaire
1
Le choix o = ———= convient également.

V2

O

b) Recopier et compléter la fonction Python suivante, prenant en arguments d’entrée les réels a
et z, pour qu’elle renvoie une estimation de la probabilité¢ P([X > z]).

1 import numpy as np

2 import numpy.random as rd

3 def estim_proba(a, x):

4 num = 0

5 for i in range(10000):
6 Z = rd.normal ()

7 X=_____ +Z/
8 if

9

return

I=
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Démonstration.

Simuler X revient a simuler W = —a + Z/v/2. On simule X 10000 fois et on compte combien
de fois X a pris une valeur supérieure ou égale a z (grace au compteur num). On renvoie ensuite
le quotient num/10000, qui est une approximation de P([X > z]) d’apres la loi faible des grands
nombres.

import numpy as np
import numpy.random as rd
def estim_proba(a, x):
num = 0
for i in range(10000):
Z = rd.normal()
X = -a + Z/np.sqrt(2)
if X >= x:
num = num + 1
return num / 10000

0 oo N o jov B (w N e

‘ =
(=}

O

11. Ecrire une fonction Python, nommée approx_I, prenant en arguments d’entrée les réels a et x et
renvoyant une valeur approchée de I,(x).

Démonstration. On utilise la formule de la question 9.b) :

Lo(z) = Ve P([X > 1))

import numpy as np
import numpy.random as rd
def approx_I(a, x):
P = estim_proba(a, x)
return np.sqrt(np.pi) * np.exp(2*a*xx + a*x*2) * P

([ B S VU R R T
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ECRICOME 2022 - fonction d’une variable, suite récurrente, fonction
de deux variables

Pour tout réel x > 0, on pose :

Partie I : Etude de la fonction ¢

1. Dé i li li .
éterminer Jim, g(x) et Jm g(x)

Démonstration.
o Déterminons lim g(x).
xz—0t
1
x Tout d’abord : lim <2 - > = —o0. De plus : lim In(z) = —oo. Ainsi :
z—07t X z—0t

lim (2_1> In(z) = +oo

z—0t x

x Par composition de limites :

lim exp((Z—i) 1n(:1:)> — lim exp(u) = 400

z—07t u—>+00

On en déduit : lim g(z) = 4o0.

z—0t

o Déterminons lim g¢g(z).

T—+00
1
x Tout d’abord : lim (2 - > =2.Deplus: lim In(x)= +oo. Ainsi :
T—+00 xT T—>+00
. 1
lim (2 - ) In(z) = 400
T—+00 X

x Par composition de limites :

lim eXp<<2—i> ln(x)) = lim exp(u) = 400

r——+00 UuU——+400

On en déduit : lim g(z) = +oo.
r—>+00 ]

2. Soit h la fonction définie sur RY par :
Ve >0, h(z) = In(z)+2x—1
a) Démontrer que la fonction h est strictement croissante sur R .
Démonstration.

o La fonction h est dérivable sur R* en tant que somme de fonctions dérivables sur R .
« Soit z € RY.

1
B (z) = ;4—2 > 0 (carz>0)

La fonction h est donc strictement croissante sur RY .
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1
b) Démontrer qu’il existe un unique réel o > 0 tel que : h(a) = 0. Justifier : = < a < 1.

Démonstration.
« La fonction h est :
x continu sur RY (car dérivable sur R ),
= strictement croissante sur R” , d’apres la question précédente.

Ainsi h réalise une bijection de ]0,4o00[ sur A (]0, +ocl).

z—07F T—>+00

h(]0, +oo]) = } lim h(z), lim h(z)| =]— oco,+o0|

Or 0 € ] — oo, +00].

L’équation h(z) = 0 admet donc une unique solution « € ]0, +o00].

« Remarquons :

x h(;)—ln<;>+2x;—1——1n(2)+1—1_—1n(2)<0,

x h(a) = 0, par définition de «,
« h(1) =T +2x1—1=1>0.
Ainsi :
h @) < h(a) < h(1)

Or, d’aprés le théoréme de la bijection, ! :] — 0o, +-00[ — |0, +-00[ est strictement croissante
sur | — oo, +oo[. En appliquant A~! 4 I’encadrement précédente, on obtient alors :

hl (h (;)) < n k() < BTY(A(D))

« 1

N

1
Onabien:§<o¢<1.

1
c¢) Démontrer : Yz > 0, ¢'(z) = - h(z) g(x).

Démonstration.

o La fonction g est dériable sur R” car elle est la composée g = g2 0 g1 de :

1
X g1:T (2 — ) In(x) qui est :
x
- dérivable sur R’ en tant que produit de fonctions dérivables sur R* ,
- telle que : g1 (R%) C R.

x go:x — e’ qui est dérivable sur R.

La fonction g est dérivable sur R .
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e Soit x € Ri.

g'(x) = gi(x) x gh(g1(x))

x) 9(x)

.
_ In(x) :2295 =L
= hg) g(x)

Ve € B, g/(x) = o h(x) gla)

d) En déduire les variations de la fonction g sur RY .

Démonstration.

« Soit x € R* . Etudions le signe de ¢'(z).

1
x Tout d’abord : — > 0.
T

. Ensuite : g(z) = exp (<2 _ i) ln(:v)) > 0.

)

_ (;2 < In(z) + (2 - i) x i) X exp <<2 - i) ln(a:)>
1
T2

x Enfin, d’apreés les questions 2.a) et 2.b), on obtient le tableau de variations suivant pour la

fonction h.
z 0 o +00
Signe de h'(z) + +
400
Variations de h 0/
/
—0o0
o On en déduit le tableau de variations suivant pour la fonction g :
T 0 o +o0
Signe de ¢'(z) — 4] +
400 +00
Variations de g \
g(e)
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3. Démontrer :

glx) =2 ~ —zln(z)
T—+00
Démonstration.
« Soit x € RY.
1
g(xr) = exp <<2 - ) ln(:z:))
x
1
= exp|2In(z) - n(m))
x
1
= exp(21In(z)) x exp (— n(x))
x
1
- 2 ()
x
On obtient :
1 1
g(z) —2? = 2% exp (— n(x)) —z? = 2? (exp < n(:L‘)) — 1>
x x
. ) . In(z) o
o Or, par croissances comparées : lim — = 0. On en déduit :
T—+00 xX
1 1
AT
X T—+o00 T
o On en déduit : |
glx) —2* ~ 2% x (_n(ac))
T—+o00 €T
On en conclut : g(z) — 22 ~ — 2 In(x)
T—+400
o On utilise dans cette question le résultat suivant :
e -1 ~ u
u—0

lim
T—r+00

Comme

dans ce cas :

In(x

x

On obtient donc : lim

z—0

()

In(x)

exp <—

lim
z—0

e —1

X

p(z) —
z—0

)1
T —+4o00

©(0)

~ In(z)

En effet, la fonction ¢ est dérivable en 0 si et seulement si la limite lim

r—0

¢'(0)

1. Autrement dit : e* —1 ~ 1.

z—0

= 0, par composition de limites, on retrouve bien :

« Rappelons que cette formule découle de la définition de dérivabilité en 0 de la fonction ¢ : x +— e”.
p(x) — ¢(0)

existe, et
x —_
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Partie II : Etude d’une suite récurrente

Soit (un)nen la suite définie par son premier terme ug > 0 et la relation de récurrence :
VneN, upp = g(un)
4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, existe et : u, > 0.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou  P(n) : u, existe et u, > 0.
» Initialisation :
D’aprés I'énoncé : ug > 0.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. up41 existe et up41 > 0).
« Par hypothese de récurrence, u, existe et u, € R%.

Or la fonction g est définie sur R . Ainsi g(u,) est bien définie.
On en déduit que up+1 = g(uy,) existe.

tne1 = gun) = exp(<2—;n> ln(un)> > 0

e De plus :

D'ott P(n + 1).

Par principe de récurrence, pour tout n € N, u,, existe et : u, > 0.

O

5. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un réel u0 et un entier n et renvoie sous forme
de matrice ligne la liste des n 4 1 premiéres valeurs de la suite (uy,)pen de premier terme ug = u0.

Démonstration.
On commence par coder la fonction g.

def g(x):
return np.exp( (2 - 1/x) * np.log(x) )

o=

On propose ensuite la fonction Python suivante.

def Prem_Suite_u(ul,n):
U = np.zeros(n+1)
U[0] = uo0
for i in range(n):
Uli+1] = g(U[il)
return U

[ I I N e O N N

Détaillons les éléments de ce 2°™€ script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme Prem_Suite_u,

x elle prend en paramétre les variables u0 et n,

1 def Prem_Suite_u(uO,n):
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On initialise ensuite la variable U au vecteur nul de taille n+ 1. C’est cette variable qui contiendra
les n + 1 premiers termes de la suite (u,).

2 U = np.zeros(n+1)

On stocke ensuite dans la 1%"® coordonnée de la variable U, la valeur du 1°" terme de la suite (uy,),
c’est-a-dire ug.

3 U[0] = uo

o Structure itérative
Les lignes 4 a 5 consistent & mettre a jour la variable T pour que ses coordonnées contiennent les
termes successifs de la suite (u,). Pour cela on met en place une structure itérative (boucle for).
A chaque itération, on met a jour une coordonnée de U avec la précédente & I’aide de la relation
de récurrence définissant la suite (uy,).

for i in range(n):
U[i+1] = g(U[i])

ot [

« Fin de la fonction
A Tissue de cette boucle, la variable U contient les n + 1 premiers termes de la suite (u,). On
renvoie alors U.

Commentaire .

o On décrit ici de maniére précise les instructions afin d’aider le lecteur un peu moins ha-
bile en Python. Cependant, I’écriture du script démontre la compréhension de toutes
les commandes en question et permet sans doute d’obtenir la totalité des points alloués
a cette question.

« Si on avait souhaité coder une fonction qui renvoie seulement le n°™€ terme de la suite
(up), on aurait modifié le script précédent de la fagon suivante :

def Suite_u(uO,n):
u = u0
for i in range(n):
u = g
return u

[ e o R N R

\. J

6. a) Etudier le signe de (z — 1) In(z) pour = > 0.

Démonstration.
Soit x € R . Deux cas se présentent.
o six <1, alors:
x d'une part : x — 1 <0,
x d’autre part, par croissance de In sur R* : In(z) < 0.
On en déduit : (x — 1) In(x) > 0.
o sixz > 1, alors:
x d'une part : x — 1 > 0,
x d’autre part, par stricte croissance de In sur R : In(z) > 0.

On en déduit : (x — 1) In(x) > 0.

Finalement : Vo € R%, (x — 1) In(x) > 0.
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O
b) Démontrer : Vax > 0, M > 1.
x
Démonstration.
Soit x € RY..
o Tout d’abord : )
exp| [2— > In(x )
glz) _ ((2-3)mes
x x
2~ Y @)
——]ln
- exp . x
B exp (In(z))
= exp <<2 - > — In(z ))
= oo (1= me)
(5 )
= exp
x
e Or, d’aprés la question précédente : (z — 1) In(x) > 0. De plus : > 0. Ainsi :
z—1
1 > 0
— In(z)
Par croissance de la fonction exp sur R, on obtient :
-1
exp (x ln(x)) > e
x
I I
g(x) 1
x
()
Vx € R, >1
- O
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¢) En déduire que pour tout réel = > 0, on a g(x) > z, et que I’équation g(x) = x admet 1 comme
unique solution.

Démonstration.

x
o Soit x € R’. D’apres la question précédente : M > 1.

x
Or:z > 0. Donc : g(z) > =.

Ve e RY, g(x) >«

e Soit x € Ri.

gx)=2 & le (car z #0)
x
x—1 B (d’apres la question
< exp< x ln(x)> =1 précédente)
z—1

& 1 =0

" n(x)
< (x—1)In(z)=0 (car x #0)
< x—1=0 0U In(z) =0
& =10 z=1

L’équation g(x) = x admet donc 1 comme unique solution sur RY .

7. Etudier les variations de la suite (uy,)nen.

Démonstration.
Soit n € N.

o D’apres la question précédente : Vo € R* | g(z) > x.
o Or, d’apres la question 4. : u, € RY.
On peut donc appliquer I'inégalité de la question précédente a x = u,. On en déduit :

g(un) = up
I

Un+1

La suite (u,) est donc croissante.

8. Dans cette question uniquement, on suppose : ug € {2, 1].
a) Démontrer : Vn € N, u,, € [%, 1}.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot P(n) : u, € [1,1].
» Initialisation :
D’apreés 'hypothése de I’énoncé pour cette question 8. : ug € [%, 1}.
D’ou P(0).
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» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. unq1 € [3,1]).
« Tout d’abord, par hypothése de récurrence : u, > —

Or, la suite (uy,) est croissante d’aprés 7. Ainsi, par transitivité :

1

5 < Up < Un+1

« Démontrons ensuite : up41 < 1, c'est-a-dire g(uy,) < 1.
La question 2.d) nous fournit les variations de la fonction g sur R . Comme u,, € [%, 1] (par
hypothése de récurrence) et o € ]%, 1[ (d’aprés 2.b)), deux cas se présentent :

(par décroissance
de g sur [3,a])

(par croissance
de g sur [a,1])

g(1) = exp<(2—1> ln(1)>) — exp(0) = 1

Ainsi : g(u,) < 1.
Finalement, on a toujours : g(u,) < 1. Autrement dit : w,41 < 1.
D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, u,, € [%, 1].

b) En déduire que la suite (uy,)pen converge, et déterminer sa limite.

Démonstration.
« La suite (u,) est :
x croissante,

x majorée par 1.

On en déduit que la suite (uy,) est convergente de limite ¢ telle que : £ < 1.

o D’aprés la question précédente : Vn € N| 3 <u, <1

Par passage a la limite dans cet encadrement, on obtient : — < £ < 1.

N | —

Ainsi : £ € [5,1].
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o On sait :
x par définition de la suite (uy,) : Vn € N, upy1 = g(un),
x la fonction g est continue en ¢ € [3,1] C R%.

Ainsi, par passage a la limite, on obtient :

Unt1 = g(uy)
1 1
+ +
8l 8l
14 g(0)

On en déduit que ¢ est solution de I’équation g(x) = x.
Or, d’aprés la question 6.¢), cette équation admet 1 pour unique solution. Comme ¢ € [%, 1],
on en déduit : £ = 1.

Finalement, la suite (u,) converge vers 1.

O
9. Dans cette question uniquement, on suppose : ug > 1.
a) Démontrer : Vn € N, u, > 1.
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou  P(n) :u, > 1.
» Initialisation :
D’apreés 'hypothése de I’énoncé pour cette question 9. : ug > 1.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt1 > 1)
Par hypothése de récurrence : u, > 1.
Or la suite (uy,) est croissante d’aprés 7. Ainsi, par transitivité :
Uptl = Up > 1
D’ou P(n +1).
Par principe de récurrence : ¥n € N, u, > 1.
O

b) Démontrer que la suite (uy)nen tend vers +oo.

Démonstration.
o D’apreés la question 7., la suite (u,,) est croissante. Deux cas se présentent alors :
x soit elle est majorée. Dans ce cas, la suite (u,) est convergente.
x soit elle n’est pas majorée. Dans ce cas, (uy,) diverge vers +oo.
Démontrons qu’on est dans le second cas.
« Pour ce faire, on procéde par 'absurde. Supposons alors que la suite (u,,) est majorée.
x La suite (uy,) est donc :
- croissante,
- majorée.

Elle est donc convergente de limite L.
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10.

x Comme la suite (uy,) est croissante : Vn € N, u,, > wp.
Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient : L > wug.
Or dans cette question : ug > 1. Ainsi, par transitivité : L > ug > 1.
x On sait de plus :
- par définition de la suite (uy,) : Vn € N, upy1 = g(uy),
- la fonction g est continue en L € |1, 400 C RY.
Ainsi, par passage a la limite, on obtient : L = g(L).
On en déduit que L est solution de ’équation g(z) = x.
Or, d’apres 6.c), cette équation admet 1 pour unique solution sur R .

Absurde! (car L > 1)

On en déduit que la suite (u,) n’est donc pas majorée.

« Finalement, la suite (u,) est :
x croissante,

x non majorée.

On en déduit que la suite (uy,) diverge vers +o0.

Commentaire

o L’énoncé demande ici la nature d’une suite croissante. Il faut donc tout de suite penser au
théoréme de convergence monotone (¢f début de démonstration).
Le réflexe, pour montrer la divergence, est donc de raisonner par I'absurde en supposant que
la suite est majorée (et non en supposant qu’elle est convergente).

« De maniére générale, il faut prendre le réflexe de penser & un raisonnement par I’absurde lorsque
le résultat a démontrer est formulé sous forme de négation (et pas d’affirmation comme c’est
le cas en général). A titre d’illustration, il faut penser a ce type de raisonnement pour :

x montrer qu’'une suite N’est PAS majorée,

x montrer qu’'une matrice n’admettant qu’une seule valeur propre N’est PAS diagonalisable.

O]

J

1
Dans cette question uniquement, on suppose : 0 < ug < ok

La suite (uy)nen est-elle convergente ?

Démonstration.

o Avec I’hypotheése faite dans cette question :

uo <

N | =

1 par stricte décroissance
done  gluo) > g <2> c(ieg sur )0, 3])
)2
(d’apres un calcul

d’ov 1
w2 effectué en 8.a))

Comme la suite (u,) est croissante d’aprés 7., alors : Vn € N*, w,, > u;.

On en déduit : Vn € N*, u,, > 1.

o En effectuant exactement la méme démonstration qu’en question 9.b), on peut donc conclure que
la suite (u,) diverge vers +oo.

La suite (u,) diverge vers +o0.
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Partie III : Extrema de la fonction f

Pour tout couple (z,y) € R} x R, on note :

fen) = o = e (51 ) o))

Démontrer que la fonction f est de classe C? sur I'ouvert R% x R.

11.

12.

Démonstration.

« La fonction fi : (z,y) — In(z) est de classe C* sur R% x R car elle est la composée f = 1) o vy

de :

x v1:(x,y) = x qui est :

- de classe C? sur R% x R en tant que fonction polynomiale,
- telle que : vy (R} x R) C R%.

x 9w In(u) qui est de classe C? sur RY.

1
« Avec un raisonnement similaire, la fonction fs : (z,7) + y — — est de classe C? sur R% x R.
x

« On en déduit que la fonction f est de classe C? sur R% x R car elle est la composée : f = expof3

de :
X fnggxflquiest:

- de classe C? sur R*% x R en tant que produit de fonctions de classe C? sur R% x R,
- telle que : f3(R7 x R) C R.

x exp qui est de classe C? sur R.

La fonction f est de classe C? sur R% x R.

O
Démontrer : " 1
_ @ rry—2
V(z,y) € RL xR, H(f)@y) = 72 f(z,y)
82(f)(.1‘, y) = ln(iL') f(x}y)
Démonstration.

« D’aprés la question précédente, la fonction f est de classe C? sur R% x R. Elle admet donc des
dérivées partielles a I'ordre 1 sur RY x R.

o Soit (z,y) € RL x R.
x Tout d’abord :

N (f)(x,y)
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x Ensuite :
(1)) = (1x1n(a)) exp (v 1))} = (o) sovo)
_ In(@)+zy—-1 .
V) Ry xR, | D@V = T Iy
BAf)(ry) = @) fy) 0

13. Montrer que la fonction f admet un unique point critique a et préciser les coordonnées de a.

Démonstration.
Soit (z,y) € R% x R.

(x,y) est un point
critique de f

= 1
& x2 (car : f(x,y) = exp <<y - ) ln(x)) #0)
In(z) = 0 v
In(z)+zy—1 = 0
& (car : x #0)
In(z) = 0
In(z)+zy =
=
z = 1
o y =1 (en remplagant x par 1
r = 1 dans la 1% ligne)

La fonction f admet donc un unique point critique. Il s’agit du point a = (1,1).

Commentaire \

« La difficulté de la recherche de points critiques réside dans le fait qu’il n’existe pas de méthode
générale pour résoudre 'équation V(f)(z,y) =0 4, , (r)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu’une résolution de systéme d’équa-
tions linéaires (que l'on résout aisément a ’aide de la méthode du pivot de Gauss).

« Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc. Ici, on fait
apparaitre une équation du type :

P(r) = 0

Cette équation ne dépend que d’une seule variable, on peut donc utiliser toutes les techniques
usuelles de résolution d’équation.

En injectant ensuite la valeur trouvée pour x dans la seconde équation, on obtient une nouvelle
équation qui ne dépend toujours que d’une variable (la variable y) et qu’il est donc plus simple
de résoudre. 0
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14. Montrer que la matrice hessienne de f au point a est G (1))

Démonstration.

o D’aprés la question 11., la fonction f est de classe C? sur R% x R. Elle admet donc des dérivées
partielles & I'ordre 2 sur R% x R.

o Soit (z,y) € R} xR.
x Tout d’abord :

01 (), y)

<i+y) x 2% — (In(z) + 2y —1) x 2z

. < S+ DIV () )
1
(Ce)xorra-y o

- S flae) + PO g (1))

= Loy 2l S 2oy E g ) MOV ),y

= Aoy 20 g REEEVTL G (any)
x Ensuite : ) | 1

Baey) = +x fay) + DIV o)

x Comme f est de classe C? sur R% x R, par théoréeme de Schwarz :

1 _
Bo ) = + fley)+ DI o (1))

x Enfin :

035(f)(z,y) = In(x) x %a(f)(z,y)
e De plus: ) )
11 (N(1,1) 97,(H)(1,1)
2 1) = [ 1,2 )
SRR (33,1(f)(171) 935(f)(1,1)
Or :

« on caleule : f(1,1) = exp <<1 _ 1) 1n(1)> — exp(0) = 1

x comme a = (1,1) est un point critique de f d’aprés la question précédente, alors :
a(f)(L,1) =0 et (f)(1,1) =0
x On obtient :

< 0N = g f(1,1)+M

- AM(f)(1,1) = 2x1+0x0 = 2
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CRNLY = (N = 1+ P g (= 1xatox0 = 1

< 33,((L1) = (1) Ba(f)(L1) = 0x0 = 0

Finalement : H = V2(f)(1,1) = G é)

15. La fonction f admet-elle en a un extremum local 7

Démonstration.
° SOlt )\ € R

det(H — A1) = det<<21A —1)\)>
= 2-N)x(=\)-1
= X -2)x-1

On en déduit :
H — M\ I5 non inversible

A est valeur propre de H <
& det(H—-XI)=0
& AM-2XA-1=0

&< )\ est racine de Q

ot Q est le polynéome de degré 2 défini par : Q(X) = X2 -2 X — 1.

e On note A le discriminant du polynéme Q. Alors :
A= (-22-4x1x(-1) =8

Le polynéme () admet donc 2 racines distinctes :

2 2422
M= +\/§:+\f:1+\/§
2 2
2 222
N = 2\/5: Q\le—\/i

On en déduit : Sp(H) = {1 — /2,1 + v/2}.

e De plus:
x onsait:)\1:1+\/§>0
x comme 1 < 2, par stricte croissance de v/~ sur Ry, on a aussi : 1 < V2. Dotl: My =1—v2<0.

On en conclut que f n’admet pas d’extremum local en a (c’est un point col).
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Commentaire \

« Lorsqu’un résultat & démontrer est formulé sous forme d’interrogation (et pas d’affirmation
comme c’est le cas en général), on pensera, dans une majorité de cas a répondre par la négative.
A titre d’illustration, lorsqu’on rencontre les questions :

x « L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de E' 7 »

x « Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes? »

x « La v.a.r. X admet-elle une variance ? »

x « La matrice A est-elle diagonalisable 7 »

x « La suite (uy,) est-elle majorée ? »

la réponse est, généralement, « non » (a justifier évidemment).

« Il s’agit donc ici de démontrer que f n’admet pas d’extremum local au point (1, 1). Autrement
dit, il faut démontrer que les valeur propres de la matrice H = V?(f)(1,1) sont non nulles et
de signe contraire. .

\. J

16. Démontrer que la fonction f n’admet pas d’extremum global sur R} x R.

Démonstration.
o Tout d’abord, un extremum global de f doit étre un extremum local de f.

o Ensuite, un extremum local de f doit étre un point critique de f.
Ainsi, le seul extremum local possible de f est le point a.

« Enfin, d’aprés la question précédente, le point a n’est pas extremum local de f.

La fonction f n’admet donc pas d’extremum global sur R x R.
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ECRICOME 2012 - fonction d’une variable définie par morceaux, conti-
nuité, dérivabilité, développement limité, suite d’intégrales

Partie I. Etude d’une fonction f.

On considére la fonction définie sur 'ensemble des réels positifs par :

1—e™® |
F . sixz >0
X =
1 sizx=0

1. A Paide d’un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0, montrer que f est continue sur
[0, 4+00].

Démonstration.
« La fonction f est continue sur ]0, +00[ comme quotient de deux fonctions continues sur |0, +oo]
dont le dénominateur ne s’annule pas.
o On sait que
T 1 2 2
e :1+az+§x + o (z)

z—0
donc !
e*le—x—l—i:cQ—i- o (z%)

x—0

et finalement

xr x—0
d’out

lim f(x) = 1= f(0)

z—07F

donc f est continue en 0.

Ainsi, f est continue sur [0, +00[.

2. Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f’ (0).

Démonstration.
Soit x > 0.

2
IL‘2
2
x—0 172
1
~N — —
x—0 2
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D’ou :
o S - fO) 1
z—0+ X 2

1
La fonction f est dérivable en 0 et f'(0) = —3

3. Justifier la dérivabilité de f sur l'intervalle ]0, +o00[ puis déterminer la fonction ¢ telle que :

Ve >0, f'(z)= # (@)

Démonstration.

« La fonction f est dérivable sur |0, +o0o] comme quotient de deux fonctions dérivables sur |0, +o0]
dont le dénominateur ne s’annule pas.

° SOlt T > 0 ( )
e fr—(1—e* ze f4+e -1
f/(x) = 2 = 2

X

T — 1 convient.

Ainsi, la fonction ¢ : . +— xe ™" + e~

O

4. Etudier les variations de ¢. En déduire le tableau de variation f qui sera complété par la limite de
f en 4o0.

Démonstration.

« La fonction ¢ est dérivable sur [0, +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables sur

[0, +o0].
o Soit x 2 0.
Pr)=e"—ze*—e T =—ge "
On a alors
P(2)=0 < =0
et

P(r)<0 <= >0

Ainsi, la fonction ¢ est strictement décroissante sur [0, +oo[. De plus, ¢(0) = 0. D’ou :
Vo >0, p(z) <0

o On en déduit le tableau de variations de f :

T 0 400

Signe de f'(z) -

Variations de f \
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Partie II. Etude d’une suite.

On introduit la suite (uy),, oy~ définie par :

n
e
Vn € N¥, un:/
0

5. Démontrer, pour tout entier naturel n non nul :

un>1 In(n+1)

e

Donner la limite de la suite (un),,cp--

Démonstration.

Soit n € N*.

« La fonction u — e;ﬁu est continue sur [0,n] donc uy, est bien défini.

e Soit u € [0,n]. On a % < 1 donc —% > —1 donc e n > e ! par croissance de exp sur R.

On en déduit, par croissance de 'intégrale (les bornes étant rangées dans 'ordre croissant) :

n -1 n 1 "
Un?/o 1e+uduzel/0 1+udu:efl[ln(1+u)]o:eflln(n—i-l)

1
Pour tout entier naturel n non nul : u, > — In(n+1).
e

e De plus:
1
lim — In(n+1)=+o00

n—+4oo e

Par théoréme de comparaison : lim wu, = +oc.
—

n o
O
1
6. Prouver l'existence de l'intégrale / f(z) dx.
0
Démonstration.
1
La fonction f est continue sur [0, 1] d’aprés la question 1 donc / f(x) dz existe.
0
Ul

7. Utiliser un changement de variable affine pour montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

n 1 1
0 /0 T fu—u /0 f(z) dx

Démonstration.
Soit n € N*. Par linéarité de I'intégrale :

o

n 1 n 1 n - no1_ f%
/ du—un:/ du—/ € du:/ 7edu
0 1+U 0 1+U 0 1+’LL 0 1+U
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De plus :
l—e¢n < l—¢n
1+u U
Par croissance de I'intégrale, les bornes étant rangées dans ’ordre croissant :

| " l—en
Oé/ du—ung/ 7edu
0 1+U 0 u

(remarquons que cette derniére intégrale est faussement impropre en 0 car l'intégrande est prolon-
geable par continuité en 0)

Procédons par changement de variable affine (et donc valide) :

Vu €]0,n], 0 <

U
U = nx T =—
n
1
du = ndz dr = —du
n
u=0 — z=0
U=n = r=1
noq_ - L {_e=® 1
/ edu:/ °  wdr= f(x) dz
0 u 0 nr 0
n 1 1
Ainsi, pour tout entier naturel n non nul : 0 < / du — uy, < / f(z) dx
0 14w 0
O
8. Donner alors un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers 4oc.
Démonstration.
On remarque tout d’abord que :
|
Vn € N*, / —— du=1In(n+1)
0 14+ u
1
Posons I = / f (z) dx (I ne dépend pas de n). On a alors :
0
VneN, 0<In(n+1)—u, <1
Puisque In(n +1) — +o0, il suit par théoréme d’encadrement que :
n—-+o0o
. Unp,
1 l—-——=0
n—l>I—iI-loo In(n+1)
et donc :
~ 1 1
Uy, o n(n+1)
De plus :
In(n)+In 1+ ! In(1+ !
n(n n — n —
In(n+1) n n
= =14+t 1
In(n) In(n) In(n)  n—+oo
On peut conclure que : u,, ~ In(n).
n—-+oo
O
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ECRICOME 2020 - fonction d’une variable, intégrale fonction de ses

bornes, suite implicite, fonction de deux variables

T t2n -1
t+1

Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f,, sur Ry par: Va > 0, f,(z) = / dt.
0

Partie A : Etude de la fonction f,

Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

2n
e —1
1. Démontrer que la fonction f,, est de classe C! sur Ry et : Vo > 0, f/(z) = 1

x

Démonstration.
" —1
Pour la suite de I'exercice, on introduit la fonction A, : ¢t — T
« La fonction h,, est continue sur [0, +oo] car elle est le quotient h,, = It o
g2

x g1 :t t*™ — 1 est continue sur [0, +00] car polynomiale.
x go:t—>t+1:
— est continue sur [0, o0 car polynomiale.
— NE S’ANNULE PAS sur [0, 400].
La fonction h,, admet donc une primitive H, de classe C! sur [0, +oo].
« Soit z € [0, +oo[. Par définition :

x

T 42n
fulw) = [ T de = 0] = Ha(o) = H,0)

Ainsi, la fonction f,, est de classe C! sur [0, +0o| comme somme de la fonction H,, (elle-méme C!
sur [0, +00[) et d’une constante.

La fonction f,, est de classe C' sur [0, +o0l.

2n
-1
« De plus, pour tout x € [0, +oo] : f)(z) = H),(x) = hy(z) = a 1
x
2 —1
On a bien : Vx > 0, f)(x) = :
n a bien : Va fl(x) 71

Commentaire

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction f, est la primitive de h, sur R, qui
s’annule au point 0. Ainsi, f,, est de classe C! sur Ry et : Vo € Ry, f/(z) = hy(z).

o L’intérét de la démonstration précédente est qu’elle est plus générale et peut donc étre adaptée
a tous les cas particuliers. Imaginons par exemple une fonction g, définie par :

Vo € Re gu@) = [ hu(t) dt = [ Halt) ) = Hu(e®) = (0

La fonction g, N’EST PAS une primitive de h,,.
L’expression ci-dessus permet toutefois de conclure que g, est de classe C! sur R, comme
composée de x — 2% par H,, toutes les deux de classe C' sur les intervalles adéquats. De plus :

x2n71

r+1

Vo € Ry, gh(z) =2z x H.(2?) = 2z X hy(2?) = 2z

o Il n’y a pas, dans le programme ECE, de théoréme permettant de dériver sous le symbole d’in-
tégration. Les tentatives de ce genre révélent une mauvaise compréhension des objets étudiés.
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=
2. Etudier les variations de f,.
Démonstration.
e Soit z > 0. D’apreés la question précédente :
2n
, ¥ —1
xTr) =
Comme x + 1 > 0, le signe de f!(z) est celui de la quantité z?® — 1.
fi(z) >0 & 22" >1

o 1o (xQ”) > In(1) (ccw'" la fonction In est strictement
croissante sur |0, +oo[)

< 2nlIn(z) >0

&< In(z) >0 (car 2n > 0)
(car la fonction exp est strictement

&S r>1 .
croissante sur 10, +oo[)

En remarquant de plus f},(0) = —1, on en déduit le tableau de variation suivant :
T 0 1 —+00
Signe de f () - 0 +
0
Variations de f, \ /
fn(1) O

3. Démontrer que f, est de classe C? sur R, et calculer sa dérivée seconde.
En déduire que f,, est convexe sur R;.
Démonstration.

o Avec des arguments similaires & ceux de la question 1., on démontre que la fonction h, est de
classe C! sur R,.

Comme f! = hy, la fonction f, est de classe C? sur R,.

o Soit 1‘20

vy CnaP Y x(z41) — @ -1)x1  (2n-1)z? +2n2> 1 +1
) = (o + 17 - CESE

Comme x > 0, alors (z+1)? > 0. Ainsi, f”(x) est du signe de la quantité (2n—1) 22" +2n 2>~ +1.

Or :

x commen>1l,ona:2n—12>1>0et 2n > 0.

x comme x >0, ona:z®>0et " >0.
)

Ainsi : (2n — 1) 22" +2n 2?1 +1 > 0 comme somme de quantités positives.

Finalement, pour tout = > 0, f/(x) > 0. Cela démontre que la fonction f,, est convexe sur R[;,l,.
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4. a) Démontrer : V¢t > 1, 2" —1 > n(t? —1).

Démonstration.
Soit t > 1.

« Rappelons tout d’abord que sit # 1, on a :

-1 ()" -1

2-1 2

-1

géométrique)

(formule d’une somme

On peut réécrire cette formule sous la forme suivante, valable pour tout ¢ > 1 :

e Or, pour tout £ > 1, on a :

Vk e [o,n—1], t3* > 1?2k =1

n—1

1 = (2 -1) 3 %

k=0

Finalement par sommation de ces n égalités :

Et enfin, par multiplication par t2 — 1 > 0, on obtient :

b) Montrer alors : Vo > 1, f,(z)

Démonstration.
Soit > 1.

e Alors, pour tout ¢t > 1 :

B 2 > 1)

>

\

donc

d’ou

2 -1
Z M
(t—1)(@A+T)
= M

(par croissance de l'application élévation
a la puissance 2k sur [0, +0o0o[)

(d’apres la question
précédente)

(cart+1>0)
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Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (1 < z) :

T t2n_1
J

Qi > /n(t—l)dt
1

d

On en conclut : Vz > 1, /

T t?n_l

n
L t+1 2

o Finalement :

T t2n -1
= dt
2" —1

t+1

T t2n_1
dt—i—/
1

T 42n
= fn(1)+/1 ! Lt

t+1

(d’apres la relation

dt de Chasles)

t+1
n
p fn(l) + 5 (:C - 1)2
On a bien : Vo > 1, fu(z) > fn(1) + g (x—1)%
O
c¢) En déduire la limite de f,(z) lorsque x tend vers +oo.
Démonstration.
D’aprés la question précédente, pour tout z > 1 :
n 2
fn(x) > fn(l) + 5 (33 - 1)
Or: lim (z—1)%=+4oc0.
r—+00
On en déduit : xll)l}_loo fn(z) = F00. -
5. Calculer f,,(0), puis démontrer : f,(1) < 0.
Démonstration.
« Tout d’abord :
0 t2n —1 J
0) = t=0
T
fn(0)=0
« En question 2., on a démontré que f, est strictement décroissante sur [0, 1].
Comme 1 > 0, on en déduit f,(1) < f,(0) =0.
O
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6. Démontrer que 1'équation fy,(z) = 0 admet une unique solution strictement positive, et que cette
solution est strictement supérieure a 1.
On note z,, cette solution.

Démonstration.
« Rappelons tout d’abord : f,(0) = 0.

L’équation f,(x) = 0 admet pour solution z = 0.

« Six €]0,1], alors, par stricte décroissance de f,, sur cet intervalle, on a : f,(x) < f,(0) = 0.

Ainsi, 'équation f,(z) = 0 n’admet pas de solution sur U'intervalle |0, 1].

« Il reste a traiter le cas de U'intervalle |1, 4+o00].
La fonction f, est :

x continue sur |1, 400,
x strictement croissante sur |1, +o00][.
Ainsi f,, réalise une bijection de |1, 4+o00[ sur f,(]1,400[). Or :
Fulltoc) = |lim (), Tim fu@)] = 1fa().+oc]

T—r+00

Comme f,(1) <0,ona:0¢€]fy(1),+o0[.

Ainsi, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur |1, 4+o00[, notée x,.

Finalement, I’équation f,(x) = 0 admet exactement 2 solutions sur [0, +oo[ : x =0 et
x = x, > 1, seule solution strictement positive.

Commentaire \

o Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréeme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur 'intervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur I'inter-
valle |0, +oo[, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur
lesquels f est strictement monotone (ici ]0, 1[ et |1, +00]).

56



E2A Mathématiques

Partie B : Etude d’une suite implicite

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (x,), ol pour tout entier naturel n non nul,
x, est 'unique solution strictement positive de I’équation : f,,(z) = 0.
On admettra :

2n+ 2
v N* >
mENL InZ o
7. Soit x € R4. Démontrer :
€N, furi(@) = fula) = @+t (0
It " 2n+2 2n+1
Démonstration.
Soit n € N*.

x t2(n+1) -1 x t2n -1
Fuii (@) — fulz) = / g / at
0 0

t+1 t+1
[T e B 2 — ¥ gt (par linéarité
L t+1 t+1 de lintégration)

(par linéarité
de lintégration)

Il
C\H
~

[~}

3

+

—
QU
~

\
O\H

~

[

N
QU
~

x

o e L e
2n+ 2 . 2n+1 .

_ 1 [ 2142 ]x _ 1 [t2n+1 ]"

2n+ 2 0 2n +1 0
— ; x2n+2_# 2n+1

2n+ 2 2n+1
—  g2n+l r 1

2n+2 2n+1
* 2n+1 L 1
VI‘ER+,VHEN,fn+1($)—fn(l‘):$ 2n+2_2n+1
O
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8. a)

b)

2n 4+ 2

Montrer : Vn € N*, Vo > ———
2n+1

s Fo1 () = fo(2).

Démonstration.
Soit n € N* et soit z >
n 4+ 2
2n+1
Ainsi, le signe de fp+1(x) — fn(x) est celui de

2n+ 2
2n+1
> 0 alors 22"t > 0.

Comme z >
T 1
n+2 2n4+1

x 1
_ >0
2n+2 2n+1

fn-&-l(m) - fn(x) 20

x 1
=
2n + 2 2n +1

e> 2n+ 2
2n+1

(car2n+2>0)

La derniére proposition étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

2n+ 2

On a bien : Vn € N*, Vo > ———
2n+1

) fn-i—l(‘r) = fn(x) ]

En déduire : Vn € N*, f11(zy) > 0.

Démonstration.
2n+ 2

2n+1"
. SR 2n +2 .
On peut donc utiliser la propriété précédente pour x = xz,, > 1 On obtient :
n

Soit n € N*. D’aprés ’énoncé : x,, >

fn-i—l (xn) > fn(xn)

0 (par définition de xy,)

On a bien : Vn € N*, f,11(zy) = 0.

Montrer alors que la suite (z,,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Par définition de 2,11, on a : fry1(zp41) = 0. Ainsi, d’aprés la question précédente :
fnJrl(xn) = fn+1(xn+1)

o De plus, on sait :
x xn > 1et xpyp > 1 d’aprés la question 6.
x la fonction f,, 41 réalise une bijection de |1, +oo[ sur | f,,(1), +o0l.

La réciproque de cette bijection, définie de ] fy, (1), +oo[ sur |1, +o0] est strictement croissante
car de méme monotonie que f, 1 sur |1, +o00[. En Pappliquant de part et d’autre de I'inégalité :

Ty = Tn+1

On en conclut : Vn € N*| x,, > x,,41. La suite (x,) est donc décroissante.
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« La suite (x,) est :
x décroissante,
x minorée par 1 (par définition, pour tout n > 1 : x,, > 1).
Elle est donc convergente vers une limite £ > 1.

La suite (z,,) est convergente.

Commentaire \

« La Partie B consiste en I’étude de la suite (z,,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas accés a la définition explicite de la suite (z,,) mais simplement a la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N*, x,, est 'unique solution strictement positive de I’équation

fn(x) =0

On comprend alors que I’étude de (x,) va passer par ’étude des propriétés de la fonction f,.

« De cette définition, on tire la propriété : | VYm € N*| f,,(zn) =0

Cette propriété est au coeur de 'étude de la suite implicite (x,).
On l'utilise en 8.b) pour m =n et en 8.¢c) pour m =n + 1.

o Comme la suite (z,,) est définie de maniére implicite, on n’étudie pas la monotonie de (x,)
a laide de la différence x,,+1 — x,. Il est par contre trés classique de passer par l'inégalité :

fas1 (ﬁn) = fat1 (ajnJrl)

et de conclure : x,, > x,11 & l’aide d'une propriété de fy1. ]

\. J

9. a) Démontrer que pour tout entier n > 1: —1In(2) < f,,(1) < 0.

Démonstration.
Soit n > 1.
« D’aprés la question 5., on a : f,(1) <0.

On a bien : f,(1) < 0.

« Soit ¢ € [0,1].
Alors 0 < t < 1
donc 02n < 20 < 120 (par croissance de la fonction
h h élévation a la puissance 2n)
ainsi -1 < -1 < 0
2n
d’ou _t41—1 < tt—l—ll < 0 (cart+1>0)

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant (0 < 1) :

1 42n 1
t*" —1 -1
/ dt > / —dt
o t+1 o t+1

[—In(jt+1]) ]

L= (@) - b))

On a bien : Vn > 1, —In(2) < fr(1). =
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b) A T'aide de l'inégalité démontrée & la question 4.b) de la partie A, montrer alors :

2 In(2
VneN 0<z,—1< ﬁ
n

Quelle est la limite de x, lorsque n tend vers +oo?

Démonstration.
Soit n € N*.
« Tout d’abord, par définition (question 6.), on a : z,, > 1.

On abien: z, —12>0.

o En apppliquant le résultat de la 4.b) en z = x,, > 1, on obtient :

(d’apres la

flen) 2 fa) 45 (@ =12 > ~@) 4 (oa - 1)

2 question précédente)
Or, par définition de z,, on a : f,(x,) = 0. On en déduit, en réordonnant :
g(:cn —1)? < In(2)
2 2 2
donc (xn, —1)* < = In(2) (car =>0)
n
5 ‘ ‘
ainsi @ =1 < /2 () (pm.“ croissance de la fonction
n racine sur [0,4o00[)
2 In(2
d’ott |z, — 1] < n(2)
n
2 In(2
Finalement, comme x, — 1 > 0, on obtient bien : z, — 1 < n( )
n

e On vient de démontrer, pour tout n € N* :

2 In(2)
0<x,—1<
n

Or:
x lim 0=0,

n—-+o0o

2 In(2

« lim n2) g,

n—-+o0o n
Par théoréme d’encadrement, on en conclut : lim =z, —1=0.

n——+0oo

On en conclut finalement : lim =z, = 1.
n—-+o0o

Commentaire

« Encore une fois, c’est la propriété de définition des termes de la suite (z,,) qui est utilisée
ici. C’est logique puisqu’on ne connait pas d’expression explicite des termes de (z,,).

o La présence de la quantification « Vn € N* » peut faire penser & utiliser une récurrence.
Ce type de raisonnement nécessite l’existence d’une propriété liant les termes de rangs
successifs afin pouvoir mettre en ceuvre ’étape d’hérédité. C’est pourquoi la récurrence est
Poutil de base de démonstration des propriétés des suites récurrentes d’ordre 1 (le terme
au rang n + 1 s’exprime directement en fonction du terme au rang n). L’utilisation est plus
rare dans le cas des suites implicites. 0

7

J
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Partie C : Etude d’une fonction de deux variables

Dans cette partie, on fixe & nouveau un entier naturel n non nul.
L’objectif de cette partie est d’étudier la fonction G,, définie sur R} x R* par :

G (z,y) = ful(z) X fuly)
10. Justifier que la fonction G, est de classe C? sur R% xR et calculer ses dérivées partielles premiéres.

Démonstration.
« La fonction Ay, : (z,y) — fu(x) est de classe C? sur RY. x RY car elle est la composée h, = f,, 0 g
ou :
x g:(z,y) = xest:
- de classe C? sur R% x R% en tant que fonction polynomiale,
- telle que : g(R% x R%) C R%.
x fn est de classe C? sur R* d’apres 3.

De méme, la fonction (x,y) — fn(y) est de classe C% sur RY. x R* .

On en déduit que G,, est de classe C? sur R*% x R% en tant que produit
de fonctions de classe C? sur R% x R%.

« Comme G,, est de classe C? sur R% x R%, elle admet en particulier des dérivées premieres et
secondes sur cet ensemble.

V(z,y) e RL X RE, 01(Gn)(z,y) = fuly) fi(2)

82(Gn)(x7y) = fn(x) fvg(y) O

11. Déterminer I'ensemble des points critiques de G,.

Démonstration.
Soit (x,y) € RY x R%.

(x,y) est un point
critique de G,

Or :
x d’aprés la question 6. : f,,(t) =0
0

)
-

|
&

$
i

x d’apres la question 2. : f] (¢)
On obtient donc :

(w,y.).est un point - Yy = Tp o Yy = n - r = 1 . S
critique de G, "
n
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Enfin, d’aprés la question 6. : x, > 1. Ainsi :

(z,y) est un point N {y = Tn OU{ r =1

critique de G, T = o,

On en déduit que G,, admet exactement 2 points critiques : (x,,zy) et (1,1).

Commentaire \

o La difficulté de la recherche de points critiques réside dans le fait qu’il n’existe pas de
méthode générale pour résoudre I'équation V(Gr)(z,y) = 0.4, , (r)-
On est donc confronté a une question bien plus complexe qu'une résolution de systéme
d’équations linéaires (que 'on résout aisément a l’aide de la méthode du pivot de Gauss).

o Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc. Ici, on
obtient deux équations du type :

Ulz)=0 et oy =0

Ces deux équations ne dépendent que d’une seule variable, on peut donc utiliser toutes les
techniques usuelles de résolution d’équation.

{ C

12. Calculer la matrice hessienne de G,, au point (zp,x,) puis au point (1,1).

Démonstration.

o Soit (z,y) € R} x R%.

07 1(Gn)(z,y) = fuly) f1(x)
07 2(Gn)(@,y) = ful(@) fi(y)
93 1(Gn)(2,y) = fu(@) fi(y)
03 5(Gn)(z,y) = ful@) ()

Commentaire \

x Il faut penser a utiliser le théoréme de Schwarz dés que la fonction & deux variables
considérée est de classe C? sur un ouvert U C R2.

x Ici, le calcul de 8%’2(Gn)(:c,y) et 8§’I(Gn)(x,y) est aisé. Il faut alors concevoir le
résultat du théoréme de Schwarz comme une mesure de vérification : en dérivant par
rapport a la 167 variable puis par rapport a la 2°me
que dans l'ordre inverse.

, on doit obtenir le méme résultat

\.

« On note : H,, = V3(G,,)(zn, 7).
Par définition de z,, : fn(x,) = 0. Dot :

H — (a%,l(Gn)(xmxn) aiQ(Gn)(Inaxn)> . (fn(xn) 7 (70) frlz(xn)fvlz(xn)> . ( 0 (fvlz(xn))z
b\ B (G (@n,wa) B y(G) ()

)
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« On note : My = V*(G,)(1,1).
Par définition de z,, : fn(z,) = 0. Dot :

My — (8%71((;”)(1,1) 8{2(6*”)(1,1)) _ (fn(l)ﬂ{(l) fé(Ufé(U)
031(Gn)(1,1)  935(Gn)(1,1) L) fr(1) fu(D) f7(1)
Or :
x d’apres la question 1. : f/ (1) = 0.

2n—X)+2n+%

x d’aprés la question 8. : f)/(1)

(1 0
On en déduit : My = <nf M) >

0 n frn(1)

O

13. La fonction G,, admet-elle un extremum local en (x,,, z,,) ? Si oui, donner la nature de cet extremum.

det(H, — NI;) — (mt<( o <ux@>>>
(f;z(xn)) -

= 22— (fi(wn))?
= (A= fi(@n) A+ foza))

Démonstration.
° SOlt )\ S R

On en déduit :

A est valeur propre de

i, H,, — X\ I non inversible

det(Hn - A IQ) =0

A= fo(zn) OUX = —f) (7,)

t ¢ ¢ 0

On en déduit : Sp(H,) = {f}(xn), —f} (zn)}.

« D’aprés la question 6. : z, > 1. Ainsi, d’aprés la question 2. : f/ (z,) > 0.
On en déduit que les 2 valeurs propres de H,, sont non nulles et de signes opposés.

On en déduit que G,, n’admet pas d’extremum local en (z,,z,). C’est un point selle.

O

14. La fonction G,, admet-elle un extremum local en (1,1) ? Si oui, donner la nature de cet extremum.

Démonstration.
n fu(1)

o La matrice M; =
0 n fn(1)

) est diagonale. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients

diagonaux.

Ainsi : Sp(M7) = {n fn(1)}.
o Or, d’aprés la question 5. : f,(1) < 0.

On en conclut que la fonction G, admet un maximum local en (1, 1).
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EDHEC 2021 - fonction de deux variables, fonction d’une variable,
suite implicite

Soit f la fonction de R x R dans R définie par : V(z,y) € R xR, f(z,y) = 23+ y3 — 3.

Partie 1

1. Justifier que f est de classe C? sur R2.

Démonstration.

2. a)

b)

La fonction f est de classe C? sur R? car elle est polynomiale. O

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente, la fonction f admet des dérivées partielles a I’ordre 1 sur R x R.
« Soit (z,y) € R x R. Tout d’abord : d1(f)(z,y) = 3x2 —3y.
o Ensuite : 9(f)(z,y) = 33% — 3.

O (f): (x,y) = 32> -3y
Ba(f) : (w,y) = 31> — 3 -

Déterminer les points critiques de f.

Démonstration.
Soit (z,y) € R x R.

(z,y) est un point
critique de f

{ o (f)(z,y) = 0
=
O (f)(z,y) = 0
322—-3y = 0
-
3y2 -3z = 0
2 = 0 ..
==Y (en divisant chaque
- .
z = o ligne par 3 > 0)
- yt—y = 0 (en remplagant = par y>
z = y? dans la 1% ligne)
y(y*—-1) = 0
=
r = y?
y=0 0U ¢3=1
=
r = 1>
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Ainsi - (z,y) est un point N y=0 00 y=1 (car 13 = 1 et que la fonction u +— u
’ critique de f z = 3> réalise une bijection de R dans R)

& (z,y) €{(0,0), (1, 1)}

La fonction f admet donc deux points critiques : (0,0) et (1,1).

Commentaire

o La difficulté de la recherche de points critiques réside dans le fait qu’il n’existe pas de
méthode générale pour résoudre I'équation V(f)(z,y) =0, 4, , (r)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu'une résolution de systéme
d’équations linéaires (que I'on résout aisément a ’aide de la méthode du pivot de Gauss).

o Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc. Ici, on
fait apparaitre une équation du type :

= Y(y)

En injectant cette égalité dans la seconde équation, on obtient une nouvelle équation qui
ne dépend plus que d’une variable et qu’il est donc plus simple de résoudre.

C’est la stratégie qu’on a adoptée ci-dessus. -

3. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

Démonstration.

o La fonction F est de classe C? sur R x R.
Elle admet donc des dérivées partielles & I'ordre 2 sur cet ensemble.

« Soit (z,y) € R x R. Tout d’abord :
81271(,]0)(1',@/) =06x

Ensuite :

82271(,]0)(37,:1/) =-3
« Or, comme F est de classe C? sur 'OUVERT R x R, par théoréme de Schwarz :

0t o(f)(@,y) = 03.(f)(z,y) = -3

Enfin : 02,(f)(x,y) = 6.

6r -3
On en déduit : V(z,y) € R x R, V2(f)(z,y) = ( >
-3 6y

Commentaire

« Il faut penser a utiliser le théoréme de Schwarz dés que la fonction & deux variables considérée
est de classe C? sur un ouvert U C R2.

« Ici, le calcul de 8%71( H(@,y) et 0F5(f)(x,y) est aisé. Il faut alors concevoir le résultat du
théoréme de Schwarz comme une mesure de vérification : en dérivant par rapport a la 1
variable puis par rapport a la 26™€. on doit obtenir le méme résultat que dans I’ordre inverse.

J
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b) Vérifier que f ne présente un extremum local qu’en un de ses points critiques et préciser sa

nature et sa valeur.

Démonstration.
Rappelons tout d’abord que, pour toute matrice H € .#(R) :

A est une valeur propre de H < H — A I n’est pas inversible
< det(H—-XI1)=0
o Dans la suite, notons :

Hy = V2(£)(0,0) = (_03 ‘03) et Hy=V(f)(1,1)= <_63 _63>

« Vérifions tout d’abord si f admet unextremum en (0,0) :

det (Ho~ A1) = det<(:§ :i))

= (AP = (-3)
= (= 2=(=3) (= A+ (-3))
= (3-X(-3-)

Ainsi, Hy admet pour valeurs propres 3 et —3.

La matrice V2(f)(0,0) admet deux valeurs propres distinctes non nulles et de singes
opposés. On en déduit que f n’admet pas d’extremum local en (0,0) (qui est un point selle).

« Vérifions maintenant si f admet unextremum en (1,1) :

det (Hy A1) = det(((j__; 6_—3)\>>

= (627 (-3
= ((6=X)=(=3)) ((6- ) +(-3)
R CEPY

Ainsi, Hy admet pour valeurs propres 3 et 9.

La matrice V2(f)(1,1) admet deux valeurs propres distinctes qui sont toutes les deux
strictement positives. On en déduit qu’au point (1,1), f admet un minimum local qui a
pour valeur :
fL,1)=13413 -3 =—1.

1
[ -
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4. Cet extremum est-il global ?

Démonstration.

« Remarquons :

Commentaire

« Lorsqu’'un résultat & démontrer est formulé sous forme d’interrogation (et pas d’affirmation

Vz eR, f(z,0) =2 — —o0

T—r—00

On en déduit que —1 n’est pas un minimum global de la fonction f.

comme c’est le cas en général), on pensera, dans une majorité de cas a répondre par la négative.
A titre d’illustration, lorsqu’on rencontre les questions :

x « L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de E 7 »

x « Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes 7 »

x « La v.a.r. X admet-elle une variance 7 »

x « La matrice A est-elle diagonalisable 7 »

x « La suite (un) est-elle majorée ? »

la réponse est, généralement, « non » (& justifier évidemment).

11 s’agit donc ici de démontrer que f n’admet pas de minimum local au point (1, 1). Autrement

dit, il faut démontrer que f prend des valeurs strictement plus faibles que —1, valeur atteinte

en (1,1).

Pour ce faire, il est classique :

x de fixer une variable (y par exemple) en lui donnant une valeur arbitraire (on choisit souvent
yo = 0 ou yp = 1 pour simplifier la suite),

x de déterminer les limites en —oo et +oo de la fonction x — f(x, yo).
Si I'une de ces limites est —oo, cela signifie que f prend forcément des valeurs plus faibles
que —1.

Il était aussi possible d’exhiber un point (zg,yo) tel que :

f(zo,90) < f(1,1)

On pouvait par exemple remarquer : f(—2,0) = (=2)3 = -8 < —1.

Partie 2

On note g la fonction de R dans R définie par :

Ve eR, g(x) = f(z,1)

5. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, ’équation g(x) = n, d’inconnue =z,
posséde une unique solution que 1’on notera wu,,.

Démonstration.
Soit n un entier supérieur ou égal a 4. On considére ici la fonction g : z +— f(z,1) = 2% — 3z + 1.

« La fonction g est une fonction polynomiale (de degré 2).

Elle est donc dérivable sur R. De plus, pour tout x € R :

glx) = 322 -3=3@*-1)=3 (-1 (z+1)
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Par I’étude du signe d’un trindme, on en déduit le tableau de variations suivant.
x —00 —1 1 +00
Signe de ¢'(z) + 0 - 0 +
3 ~+00
Variations de g / \ /
—0 -1
1

Détaillons les différents éléments de ce tableau :

x 3 =3x+1 ~ 22 — Hoo0,
— o0 r——+00

x 3 =3x+1 ~ 22 — —o0,

T— —00 Tr—r—00
x g(-1)= (-1 -3(-1)+1=-1+3+1=3,
x g(-1)=01)P}-3+1=-1.

On remarque en particulier : Vx < 1, g(z) < 3.

Ainsi, si n > 4, 'équation g(x) = n ne peut avoir de solution que sur I'intervalle [1, +o0].

La fonction g est :
x continue sur [1, 400,
x strictement croissante sur [1, 4+o0].

Elle réalise donc une bijection de [1, 400 sur g([1,400[). Or :
g([lv +OO[) = [_17 —|—OO[

Comme n € [—1,4o00[, ’équation g(z) = n admet une unique solution u,, € [1,+o0].

L’équation g(x) = n admet une unique solution sur R notée w,,.

Ul
6. On note h la restriction de g a [1, +o0[.
a) Déterminer le tableau de variations de h~!.
Démonstration.
D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction h=! : [—1, +00[ — [1, +-00[ admet sur I'intervalle
[—1, +o0o[ les mémes variations que la fonction h sur U'intervalle [1, +oo].
On en déduit le tableau de variations suivant.
x -1 +00
400
Variations de h~! /
1 O
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b) En déduire lim uy,.
n——+0oo

Démonstration.
« Par définition : h(u,) = n. On en déduit, en appliquant h~! de part et d’autre :
Rt (h(un)) = h7Y(n)
I

Unp,

Ainsi, d’aprés la question précédente, lim u, = lim h~'(n) = lim h~'(z)+ occ.
n—r—+oo n—-+00 r—+00

c¢) En déduire, en revenant a la définition de u,, le réel o pour lequel on a : u,, ~ n®.

n——+oo

Démonstration.

« Par définition : h(uy,) = n. Autrement dit :
3 —
Uy, —3Up+1=mn

« Comme u, € [1,400[, u, # 0 et on obtient, en divisant par u3 # 0 :

n 3 1 (car lim u? =+4occ et lim wud = +oo
— = 1-= — + — N 1 n——+oo n—-+4+oo
u3, u2 - ud n—too d’apres la question précédente)
« On en conclut : v} ~ n.
n——+oo

1
Ou encore : u, ~ n3.

n——+oo

Commentaire \

« La Partie 2 consiste en I’étude de la suite (u,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas accés a la définition explicite de la suite (u,) mais simplement & la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, a savoir :

Pour tout n > 4, u, est I'unique solution de I’équation g(x) = n sur R

On comprend alors que I’étude de (u,) va passer par l’étude des propriétés de la fonction g
ou plutot de h = g1 ;o0 Puisque I'équation g(xz) = n n’a de solution que sur [1, +o0.

o De cette définition, on tire la propriété : | VYm >4, h(u,) =m

Cette propriété est au cceur de 'étude de la suite implicite (u,). On I'utilise en 6.b) pour en
déduire la limite de (uy,) et en 6.¢) pour trouver un équivalent de cette suite. =
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EDHEC 2020 - suites d’intégrales, série, suite extraite, relations de
récurrence

On convient que, pour tout réel z, on a : 2% = 1.

1. Pour tout n de N, justifier 'existence des intégrales :

1 n 1 n
X o
j— Y _dr et J, = d
n /0(1+x)2 v n /01+x v

Démonstration.
Soit n € N.
n
o La fonction f : z — (1_3;7)2 est continue sur le segment [0, 1] car elle est le quotient f = fcl
x 2
de :
x f1 1@+~ 2™ continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
x forxr (1+2)?
- continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale,
- qui NE S’ANNULE PAS sur [0, 1]
On en déduit que Uintégrale I, est bien définie.
x'I’L
« De méme, la fonction x — T+ est continue sur le segment [0, 1].
x
On en déduit que l'intégrale J, est bien définie. .
2. Calculer Ij et I.
Démonstration.
« Tout d’abord :
1 0 1 !
T 1 1 1
Iy = — _dx = 1 2 dr = 1 —2+1 - (= =
0 /0 Q+z2 ™ /0 (1+2)™" da [—2+1( +2) i 1+1 1+0
1 1
Ainsi: [p=1— = = =.
insi : Iy 5= 3
o Ensuite :

1 1
x
I, = = d
' /0<1+33)2 g

On procéde par intégration par parties (IPP).

1 1
(1+ )2  l+a

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1].
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On obtient :

1
= g+ [+
1
= 5+ ) - by
. 1
Ainsi : I} =In(2) — 7 -
3. a) Pour tout n de N, calculer I}, 1o + 2 I 1 + 1.
Démonstration.
Soit n € N.
1 1 xn—f—l 1 ok
Lyyo+21,01+ 1, / da:+2/ dm—i—/ —— dz
k2SS T e o (I+z)? o (1+z)2 o (1+x)2
/1 2x”+1 N " I (par linéarité de
o (I+4x) (1 +z)2 (1+x2)? Uintégrale)
/1 x" a: +2x—|— 1)
0 ]. =+ 33
1
/ 33 dm
0
1
/ " dx
0
1
n+l — 1
n+1 . n+1
v N, I, 21 I, = L
nelN, Inyo+2141 + ) O
b) En déduire I5.
Démonstration. )
D’aprés la question précédente : Is + 217 + Iy = 0+ 1 = 1. On en déduit :

Ih = 1-2I1-1

1 1
= 1—2<1n(2)—2>—2 (d’apres 2.)

- g—mmm

hzg—zmm
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¢) Compléter le script Python suivant pour qu’il permette le calcul de I,, (dans la variable b) et

utilisateur.

son affichage pour une valeur de n entrée par I’
1 n=
2 a=1/2
3 b =np.log(2) - 1/2
4+ for k in range(2,n+1):
5 aux = a
6 a= ------
. = .
s print(b)

int (input ('donnez une valeur pour n :

')

Démonstration.

Détaillons les différents éléments présents dans ce script.

o Début du programme

x En ligne 1, on stocke dans la variable n, une valeur pour n a ’aide d’une interface de dialogue

avec 'utilisateur :

1 n

int (input ('donnez une valeur pour n :

')

x En ligne 2 et 3, on définit les variables a et b.
Initialement, ces deux variables sont affectées

aux valeurs de Iy et I7.

a
b

SR N]

1/2
np.log(2) - 1/2

o Structure itérative

Les lignes 4 & 7 consistent a mettre & jour les variables a et b de sorte a ce qu’elles contiennent

les valeurs successives de la suite (I,).

Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).

4

5 aux = a
6 a=>
7 b

for k in range(2,n+1):

= 1/((k-2)+1) - 2 * a - aux

Pour ce faire, on a introduit une variable auxiliaire aux. Détaillons le principe de cette boucle :

x avant le 1°* tour de boucle :

a contient I

lors du 1" tour de boucle (k contient 2) :
aux = a

a=>b

b=1/((k-2) + 1) - 2 x a - aux

(
(

et b contient I3

aux contient alors Iy,
derniére valeur en date de a

)
)

—2151 —Ip =1,

a contient alors I,
derniére valeur en date de b

1
+1
valeur obtenue avec la relation de 3.a) et les
valeurs actuelles de a et aux

b contient alors
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x avant le 2™€ tour de boucle, d’aprés ce qui précéde :
a contient Iy et b contient I

lors du 2™ tour de boucle (k contient 3) :

aux contient alors Iy,
aux = a N
derniére valeur en date de a

a=b a contient alors Io,
derniére valeur en date de b

b contient alors 7 -2 -1 =15,

+1
valeur obtenue avec la relation de 3.a) et les
valeurs actuelles de a et aux

b=1/((k-2) + 1) - 2 x a - aux

X o

«x avant le (n — 1) tour de boucle :
a contient I,,_s et b contient I,_q

lors du (n — 1)®™€ tour de boucle (k contient n) :

Alx = a aux contient alors I, o,
derniére valeur en date de a

a=b a contient alors I,_1,
derniére valeur en date de b

1
b contient alors 1~ 21, 1— 1, 9=1,,

n+
valeur obtenue avec la relation de 3.a) et les
valeurs actuelles de a et aux

b=1/((k-2) + 1) - 2 % a - aux

o Fin du programme
A Tissue de cette boucle, la variable b contient la quantité I,,. Il n’y a plus qu’a renvoyer la valeur
contenue dans b.

9 print(b)

Commentaire

« Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
a cette question. Cependant, écrire correctement la fonction Scilab démontre la bonne com-
préhension et permet certainement d’obtenir tous les points alloués.

« On a démontré dans cette question que si, avant le k™€ tour de boucle :
aux contient Ip_o, a contient I_1 et b contient I
alors, a l'issue de ce tour de boucle :
aux contient I,_1, a contient I, et b contient Iy

Cette propriété est ce qu’on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la cor-
rection de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a I’issue du dernier tour de boucle
la variable b contient I,,.
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Commentaire

« Il est & noter que si on teste la fonction avec une valeur de n strictement inférieure a 2, alors
on n’entre pas dans la boucle ('instruction range(2,n+1) crée une matrice ligne vide). Dans
ce cas, la variable b n’est pas mise & jour et contient a la fin du programme I, soit la valeur
initialement affectée & b. Ainsi, la fonction renvoie la bonne valeur aussi lorsque la variable n
prend la valeur 1 (mais pas quand n prend la valeur 0).

« Pour le calcul informatique du n®™® terme d'une suite (2,,) récurrente d’ordre 1 (dont chaque
terme dépend uniquement du précédent), il suffit d’introduire une variable u et de mettre
a jour son contenu a l’aide d’une boucle. La suite (I,;) de I’énoncé est récurrente d’ordre 2
(chaque terme dépend des deux précédents). Obtenir son n®™¢ terme nécessite non pas deux
mais bien trois variables distinctes (la mise & jour de a écrase la valeur précédente de a qui
est pourtant nécessaire pour définir la nouvelle valeur de b. On fait donc appel & une variable
auxiliaire aux qui permet de stocker en mémoire de l'information.

1
4. a) Démontrer : Vn e N, 0 < I, < S
Démonstration.
Soit n € N.
e Soit = € [0, ].]

0 < T
donc 1 < 14+
d’ou 1 < (1+2)?

1
ainsi 1 > —
(1+ )2
:L,n
alors z" > m
mTL
enﬁn .'L'n 2 m

NN N

WV

WV

0

(par croissance de la fonction
x> 22 sur [0, 4+o0[)

(par décroissance de la
fonction inverse sur |0, +o0])

(car " > 0)

n

(car % >0)

« Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < 1) :

1 1
/ "de > I, > / 0 dzx
0 0

1
1
n+1

0

(d’apres le calcul de 8.a))

YneN,0< I, <

1
n—+1
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Commentaire \

o Le schéma de résolution de cette question est plutot classique.

b
Afin d’encadrer une intégrale / f(t) dt:
a
1) on cherche d’abord & encadrer 'intégrande, c’est-a4- dire montrer :
Vt € la,b], m < f(t) < M

ou m et M sont deux réels & déterminer grace a I’étude de la fonction f,

2) on utilise ensuite la croissance de l'intégration (si les bornes a et b sont dans 'ordre
croissant, c’est-a-dire a < b) pour conclure :

m(b—a):/ab mdt < /ab ft) dt < /ab M dt = M(b — a)

o L’idée & retenir est que pour encadrer une intégrale, on commence systématiquement par

encadrer 'intégrande.
\ [_]J

b) En déduire que la suite (I,,) est convergente et donner sa limite.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, pour tout n € N :

1
0stn < n+1
Or:
. 1
x d’une part : lim =0
n—+oo N+ 1
x d’autre part : lim 0=0
n——+o00
Par théoréme d’encadrement : lim I, = 0. OJ
n—-+00
. 1
5. Etablir, a I'aide d’une intégration par parties : Vn € N*, I, =n J,_1 — 3
Démonstration.
Soit n € N*.

On proceéde par intégration par parties (IPP).

(1+ )2 14z

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, 1].

75



E2A Mathématiques

On obtient :

1 1 n—1
- —+O+n/ T g
0

141 14z
1
- _§+an—l
. 1
VnEN,In:an_l—i 0

6. a) Calculer Jy puis exprimer, pour tout entier naturel n, J, + J,+1, en fonction de n.

Démonstration.
o Tout d’abord :

10 1 )
Jo —/0 dx —/0 11 de = [In(|1+z) ]0 = In(2) — Inft]

1+z +x
Jo =1n(2)
o Soit n € N.
1 n 1 n+1
x x
In +J, = d d
n + Jn+1 /0 1+ T + /0 T X
1 n n+1 o
_ / o e ({)'ar/lmeamte de
o 1+z 14z intégrale)
1
= / x" e dx
0 1+7

1
= / z" dx
0
1

Avec le méme calcul qu’en 8.a), on obtient : Vn € N, J, + Ju11 = g .
n

b) En déduire la valeur de Jj.

Démonstration.

D’aprés la question précédente : Jy + J; = 0+ 1 =1.

Ainsi i Jy =1—Jo=1—In(2).
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7. En utilisant les questions 5. et 6., compléter le script Python suivant afin qu’il permette le calcul
et I'affichage de I,, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.

n = int(input('donnez une valeur pour n : '))
J = np.log(2)
for k in range(1l,n):

ot s W o |

Démonstration.
Détaillons les éléments de ce script.

« Début du programme

x En ligne 1, on stocke dans la variable n, une valeur de n a l'aide d’une interface de dialogue
avec |'utilisateur.

1 n = int(input('donnez une valeur pour n : '))

x En ligne 2, on définit la variable J.
Cette variable est initialisée & Jy.

2 J = np.log(2)

o Structure itérative
Les lignes 3 a 5 consistent & mettre & jour la variable J de sorte a ce qu’elle contienne les valeurs
successives de la suite (J,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for).

3 for k in range(l,n):
4 J=1/k - J
On a ici utilisé la relation obtenue en question 6.a) : Vn € N, J,11 = o Jn. Autrement dit :
n
1

YneN*, J, = — —Joy
n

e Fin du programme
A Tissue de cette boucle, la variable J contient la valeur J,_; (puisque la variable k varie de 1 a
n — 1). On obtient alors la valeur de I,, en utilisant la relation démontrée en question 5. On finit
en renvoyant la valeur de I,,.

7 print(nxJ - 1/2)
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8. Etablir : ¥n € N*, J,, = (—1)" (ln(2) - i (_1)k1>.

Démonstration.

n _1 k—1
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n): J, = (—=1)" <1n(2) - > (=1) )

» Initialisation
x d’une part, d’aprés 6.b) : J; = 1 — In(2).

x d’autre part :

_1\k—1
(-1 <1n(2)—kil< 1}2 ) = —(n@2)-——) = -(@2)-1) = 1-In(2)

D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. Jyp1 = (—1)"H <ln(2) -

x D’une part, d’aprés la question 6.a) :

1
Jn-‘rl m —Jn
B 1 N no(—1)kt (par hypothése de
T on+1 (=1) (IH(Q) B kgl k récurrence)
1 no(—1)kt
= 1)+ (In(2) —
o (e - £ 5

P k
= ) ) - e B S
= ) - (1 (g e (173(:1)_1>
= (=)™ I(2) - (-)"*! ,§ (_1;_1 - (=) (n_i):
= (—1)"=! <ln(2) - él (_1]2k_1) + (—1)tHmEEn ni 1
= (- <ln(2) - é H,zkl) 1
_ (e <ln(2) N kz: (—1]3k1> " n—ll—l (car 2n + 2 est pair)

D’ou P(n+1).

n -1 k—1
Par principe de récurrence : Vn € N*| J, = (—=1)" <111(2) - > ( k): )
k=1
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9. a) Utiliser les questions 4. et 5. pour déterminer la valeur de lim J,.

n—-+4o0o

Démonstration.

o D’aprés la question 5., pour tout n € N* :

1
In = an—l - 5
. 1
On en déduit : I, + 5= nJp_1. Et donc :
1 1
l‘i‘i = Jn—l
n 2n

e Or, d’apreés la question 4. : lim I, =0.
n—-+0o
1

De plus : i — =0.
ol lip 5, =0

Ainsi: lim J,= lim J,_1=0.
n—-4o00 n—-4o00

Commentaire \

o On pouvait également déduire des questions 4. et 5. un équivalent de (.J,,) pour conclure
quant & sa limite.
x D’apreés la question 5., pour tout n € N* :
1
I, = nJy,1— 5
I . . s . 1
Or, d’aprés la question 4. : lim I, =0. On en déduit : lim nJ, 1 — = =0.
n—-+o0o n—s-+oo 2
1
Dou: lim nJ,_1=—-.
n—-+oo 2
1 . .. .
x Comme 3 %0, on obtient : nJ,_1 ~ 5 Ainsi :
n——+oo
1
Jn— ~
-l n—stoo 2T
1
Or: lim — =0.
n—+oo 2n
On en déduit : lim J,= lim J,_1=0.
n—-+o0o n——+0o
o Ce n’était cependant sans doute pas la méthode attendue au regard de la question 9.c).

-1 k—1 400 (_1)k—1
b) En déduire la nature de la série de terme général — ainsi que la valeur de ) —
k=1
Démonstration.
o D’apreés la question précédente : lim J, = 0. Autrement dit :
n—-+o0o
n _1 k—1
lim (—=1)" (ln(2) - H) =0
n—-+o0o k=1 k
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« Par continuité de la fonction = — |z| en 0, on obtient :

Jim ‘(—1)" <ln(2)—§ (_1)k_1>' — 0

n—-+o0o k=1 k

Or, pour tout n € N* :

n (=D n (=D (=DM
o (e - £ S = e - £ ET] < e - £ 5D
k=1 k=1 k=1
Ainsi : lim  |In(2 —i (=¥ =0
insi : lim n(2) |70
(- o (-
On en déduit que la série ) ~———— est convergente et : » ———— = In(2).
k>1 k=1 k O

1
¢) Utiliser la question 5. pour déterminer un équivalent de J,, du type —, avec o > 0, lorsque n
an
est au voisinage de +o0.

Démonstration.

o D’aprés la question 5., pour tout n € N* :

1
I, = nJy,_1— 5

Ainsi, pour tout n € N :
1
In+1 = <n+1)Jn—§

1
Or, d’aprés la question 4. : lim I,41 =0. On en déduit : lim (n+1)J, — = =0.
n—-+00 n—-+00 2
[N : _ 1
D’ou : ngrf_loo (n+1)J, = 5
1 . 1 ...
« Comme 3 # 0, on obtient : (n+1)J, ~ —. Ainsi:
n—-+oo
1
In o~
" n—stoo 2 (TL -+ 1)
o) déduit : J, !
n en déduit : ~ .
" n—+oo 27’L [:]

-1y
10. Pour tout n de N* on pose : u, =In(2) — > ———.
j=1

J
a) Déduire des questions précédentes un équivalent de u, lorsque n est au voisinage de 4oc0.

Démonstration.

e Soit n € N*. D’aprés 8. :
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1 1
o Or, d’aprés la question précédente : J, ~ ——. On en déduit : (—=1)"u, ~ ——.D’ou:
notoo 21 n—o+too 271

S S o | O o e .
"onotee (=120 (=) x (=1)"2n  (=1)2n  1x2n

. (=)
Finalement : u, ~ .
n—+oo 2n O

b) Montrer que la série de terme général est convergente. Peut-on en déduire la nature de

(=n"
. 2n
la série de terme général u,, 7

Démonstration.

e Soit n € N*. On remarque :
=" 1 (-t

2n 2 n
On ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non nul.

» (="t
Comme la série >, ———
n=1 n

est convergente d’aprés 9.b),

—1)n
on en déduit que la série Y (=1)
n>1 2n

est convergente.

« Lasérie Y wu, n’est pas une série a termes de signe constant. On ne peut donc pas lui appliquer
n=1
(a elle ou son opposée) un critére de convergence des séries a termes positifs. On cherche alors

a savoir si > u, est absolument convergente.
n>1
(="

x Tout d’abord, comme u,, ~ -———, alors:
n—-+oo 2'n

1
x Ensuite : Vn € N*, — >0
2n

1
x La série ) — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1). Elle est donc divergente et la
n=1 n

. 1 :
série »  — aussi.
n=1 n
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non
nul)
Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série Y |u,| n’est pas convergente.
n>1

Autrement dit, > wu, n’est pas absolument convergente.
n=1

On en conclut que Y wu,, est convergente ou divergente.
n=1
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Commentaire

La tournure de la 2°9¢ partie de la question est suffisamment vague pour que I’on doncsidére
plusieurs réponses comme acceptables. Il convient cependant d’étre précis.
« Dire qu’on ne peut rien conclure car Y u, n’est pas une série a termes positif est FAUX !
n=1
D’ailleurs, on parvient & conclure quant a la convergence de cette série dans la question 11.
o dire qu'on ne peut pas utiliser directement les critéres de convergence des séries a termes
positifs est par contre acceptable et permet certainement de récupérer une partie des points

de la question.
\ D

11. On se propose, malgré 'impasse précédente, de montrer que la série de terme général u,, est conver-
gente. Pour ce faire, on admet le résultat suivant : si une suite (x,) est telle que les suites (x2,) et

(x2n+1) sont convergentes et de méme limite ¢, alors la suite (z,) converge vers £.
n

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : S, = > wuy.
k=1

a) Justifier que, pour tout entier naturel k non nul, on a : up = (k + 1) uppy — kug + (—1)F.

Démonstration.
Soit k € N*.

U = (k + 1) Uk4+1 — k:uk + (—1)k = (/{Z + 1) Uk — (—1)k = (k + 1)uk+1

(="

Uk T T e

Cette derniére assertion est vérifiée. En effet, par définition de ugq :

g1 = In(2) — P
j=1 J
_ e G bl
= In(2) — <J§1 J + F 1 )

(-t (= (="
= k1 T

Ainsi, par équivalence, la premiére assertion est également vérifiée.

On obtient bien : Yk € N*, ug = (k + 1) upy1 — kug + (—=1)F.

b) En déduire I'égalité suivante :

1
VneN, S, = (n+1)up+1 —ug — 3 (1—(—=1)™)

Démonstration.
Soit n € N*. On somme les égalités de la question précédente pour k variant de 1 & n.

Z up = Z (k"—l)ukJrl_ Z kuy + Z (—l)k
k=1 k=1 k=1
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o Tout d’abord :

o (k+ 1) uppr — Y kuy
k=1 k=1
n+1 n
= S kup— Y kuy (par décalage d’indice)
k=2 k=1

n n
= W +(n+1)ups1 — <1 X up + W) (par télescopage)
25 2>

= (n+1)upy1 —w

e De plus :
n 1—(—=1)"
-k = L car =1 #1
A eV /
1
= Z((~1)" -1
(-1
Ainsi : 1
Sn = (n+Dupyr —ur + 5 ((=1)" —1)
. 1
Finalement : Vn € N*, S, = (n + 1) up41 — u1 — 5 (I—(=1)"). -
c¢) Démontrer alors : ngI—&I-loo Son = nll)I_’I_loo Sopt1 = 3~ In(2). Conclure.
Démonstration.

« Etudions la suite (S,).

x Tout d’abord, pour tout n € N*, d’aprés la question précédente :

1
Sgn = (2n =+ 1) Uop+1 — UL — 5 (1 — (_1>2n)

1
= (2n+1)uQn+1—u1—§(1—1)

= (2n+1)ugpt1 — w

x De plus :
L ()
up = In(2) — > : = In(2) -1
j=1 J
. X : D" s
x Par ailleurs, d’apreés la question 10.a) : u, ~ o D’ou :
n——+oo n
(_1)271—1—1 1
CntDumia AT g g = 73
On en déduit : lim Sop = —» — (In(2) —1) = » — In(2)
nen déduit : lm Sy = —3 n = 5 (2.
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« Etudions ensuite la suite (So,11).

x Tout d’abord, pour tout n € N*, d’aprés la question précédente :

1
Sonp1 = (204 2Quznaz —ur — 5 (1= (-1)*H)

1
= (2n+2)’U,2n+2—U1—§(1+1)
= (2n + 2) U2n+2 — ln(2) +1-1
= (2n+ 2) ugpt2 — In(2)

u:

—1)n
x Par ailleurs, d’apreés la question 10.a) : u, ~ ( 5 ) . D’o
n——+oo n

1 2n+2 1
(2n +2) ugpta  ~ (=1) =

n—+oo MQMZQ

g . 1
On en déduit : ngrfoo Sopi1 = 3 In(2).

1
« Soit I un intervalle ouvert contenant ¢ = 3 In(2).

x Comme Sy, T ¢, Uintervalle I contient tous les termes de la suite (Sa,) (i.e. tous les
n—-+0oo

termes d’indices pairs de la suite (S),)) sauf un nombre fini d’entre eux.
x Comme Sop11 —+> ¢, l'intervalle I contient tous les termes de la suite (S2,,+1) (i.e. tous
n—-+0oo
les termes d’indices impairs de la suite (S,,)) sauf un nombre fini d’entre eux.

On en déduit que l'intervalle I contient tous les termes de la suite (S,) sauf un nombre fini
d’entre eux.

1
Ceci signifie que la suite (S),) est convergente de limite £ = 3~ In(2).

1
La série Y u, est donc convergente de somme 3 In(2).
n=1
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Commentaire

o On démontre dans cette question la propriété, parfois appelée « propriété de recouvrement » :

Szn — / }

n——+oo = Sn — /L
n—-+o0o
Sont1 — /L

n—-+o0o

Cette propriété n’apparait pas dans le programme officiel de la voie ECE.
Il faut donc la redémontrer & chaque utilisation.

« La convergence d’une suite (S,,) vers un réel £ admet deux définitions équivalentes.

1) Définition sans les € :

Tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les

S, teR & . .
() converge vers £ € termes de la suite (S,) sauf un nombre fini d’entre eux

C’est la définition donnée par le programme officiel (et celle qu’on a utilisée pour la
démonstration).

2) Définition avec les € :

(Sp) converge vers € R < Ve >0, dng € N, Vn > ny, |S, — | <e

e On peut aussi effectuer la démonstration précédente a l’aide de cette deuxiéme définition.
Détaillons ce point.
Soit € > 0.

x Son, — £, donc, par définition de la convergence :
n—-4o0o

il existe un rang ny € N tel que pour tout n > ny : |Se, — {] < €.

x Son+1 — ¥, donc, par définition de la convergence :
n—-+0o

il existe un rang ng € N tel que pour tout n = ng : |Sapy1 — 4] < e.

On choisit alors ng = max(2n1,2n2 + 1).

Alors, pour tout n > ng : |S, — | < e.

12. Des trois résultats suivants, expliquer lequel on vient de démontrer :

400 k -1 Jj—1 1 +oo +o0 (1 Jj—1 1 400 400 -1 j—1 1
a) > Z( ) :ifln(Q) b) > Z< ) :§—IH(2) c) > > %: 5—1n(2)
k=1 j=1 J k=1 j=1 J k=1 j=k+1 J
Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

+o0o 1
S g — I ome)
k=1 2
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+oo (_1)1—1
« De plus, d’aprés la question 9.b) @ ) : =In(2). D’ou :
j=1
fo0 k(1)1 foo oo (1)1 ko(—1)71
>, (In(2) = X2 —— = 2 — -
k=1 j=1 J k=1 \j=1 J j=1 J
+o0 too (—1)7-1
g (5 )
k=1 \j=k+1 J

+o00 +oo (1)1 1
Finalement : > L = — —In(2).
j=k-+1 J
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EDHEC 2009 (voie S) - intégrale impropre, intégrale a paramétre, suite
d’intégrales, développement limité, série

On désigne par o un entier strictement supérieur & 1 et on pose, pour tout entier naturel n non nul :

oo dt
w0 = [ e

Dans la suite de I'exercice, on écrira u, au lieu de wu, ().

1. a. Vérifier que, pour tout n de N*, le réel u,, est bien défini et que u, > 0.

Démonstration. Soit n € N*. La fonction f : ¢t — est continue sur [0, 4oo[, donc

(1 4t)n
“+oo
I'intégral / dt t i ~+00. De pl
intégrale —— est impropre en +o00. De plus
g A cpr T prop plus,
P >1 1 > ! >
. Ourtoutt/ ,W/Oetﬁ/o
1 1
* (1 _|_ta)n tor oo TOM
+oo
. / o est convergente par critére de Riemann au voisinage de +00 (o > 1 et n > 1 donc
1
an > 1).

On en déduit, par critére d’équivalence pour les intégrales généralisées de fonctions continues et

too dt
positives, que / ———— converge. Donc u,, est bien défini.
o (L4t
De plus, pour tout ¢ > 0, m > 0. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées

dans 'ordre croissant, on en déduit que
Up = —_—
"o (At

b. Etudier les variations de la suite (uy,),>1 €t en conlure qu’elle converge.

Démonstration. Soit n € N*.

oo dt Feo dt
_ /+oo 1 1 + to "
= ; (1 + ta)nJrl (1 + ta)nJrl

+oo e
:/0 (1 + to)ntl dt

< 0. Par croissance de l'intégrale, les bornes étant rangées dans

_ta
(1 + ta)n+1
I’ordre croissant, on en déduit que

+oo e
— Up = ——— dt <0
Un+1 Un /O (1 + ta)n+1

Or, pour tout t > 0,
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Donc ‘la suite (uy,) est décroissante |.

On a alors :
« la suite (uy) est décroissante
« la suite (uy) est minorée par 0

Par théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge et sa limite ¢ vérifie : £ > 0

. Montrer, grace a une intégration par parties, que : Vn € N*, u,, = na(u, — tny1).

Démonstration. Soit n € N*. Soit B > 0. On procéde par intégration par parties :

u'(t) =1 u(t) =t
o(t) = (14" V' (t) = —nat® (1 4t)™" !

Cette intégration par parties est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment
[0, B].

B B
/ (L4t dt=[t(1+ t“)*” —nat® N1+ t*) " dt
0 0

B
(1+Ban+na/0 +tan+1 dt

B o
t 1-1
+na/ + dt
0

(1+Ban 1_|_tozn+1

no

B 1 /B 1 "
(1_|_Ba n 0 1—|—t0‘ (1 1 a\n+1 0 (1+ta)n+1
B B 1
dt — ——— dt
< 0 1+ta n /O (1+ta)n+1 )

B B 1
(1 +Ba)n Botico BN Bna-—l

+

(1+Ban+na

Or,

et na>1(carn>1et a>1)donc lim = 0.

B
B—+o00 (1+B)"

Par passage a la limite lorsque B — 400 (toutes les intégrales étant convergentes), on obtient :

’un = na(uy — Upt1) ‘

n—1
1
En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a : u,, = u; H (1 — k:)
«
k=1

Démonstration. Montrons par récurrence : Vn > 2, P(n)

ou P(n un—ull_[(l—)

Initialisation :

D’aprés la question précédente, on a u; = a(u; — ug) donc éul = u1 — ug et finalement

1
u2:u1<1—>
o
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2-1
1 1
D’autre part, u; H (1 - > =u (1 — ) d’ou P(2).
P ka o

Héredité : Soit n > 2. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).
D’aprés la question précédente,

1
Unp41 = Up <1 - >
no

n—1
1 1
= uj X H 1—— X [(1—— par hypothése de récurrence
ko no

k=1
n
1
-1l )
k=1
B n+1-—1 X 1
- ka
k=1
d’ou P(n+1).
n—1
.. 1
Par principe de récurrence : pour tout n > 2, u, = u; H (1 - ) O
ko

3. Montrer, en considérant In(uy), que lim u, = 0.
n——+o00
Démonstration. Soit n > 2. D’aprés la question 1.a, u, > 0 donc In(u,,) est bien défini. D’aprés la
question 2.b,

In(up) = In(uy) + :é In (1 - k;)

Or,
. pourtoutk}l,—ln(l—i)}OetLQO

ka
e—In(1-4) ~ 2

k—+oo

« la série ) 1 diverge par critére de Riemann donc la série Y 7= diverge

On en déduit, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, que la série Y —In ( — i)

diverge.

En particulier, la série >, —1In (1 — ﬁ) étant une série & termes positifs divergente, on a

n—1 1
_ n(1- —
kgl n( k:a> — 400

n—+4o0o
et donc
n—1 1
1 1—— —_— =
kgl Il< k‘a) n—+o0o o
D’ou
1 — —
n(un) n——+o0o o
et donc
u, — 0
n—-4o0

n

4. Pour tout n de N*, on pose S,, = > u.
k=1
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na
a. Montrer que : Yn € N* S, = 7
o —

Unp+1-

Démonstration. Soit n > 1. D’apreés la question 2.a, on a, pour tout k > 1, ux = ka(ug — ugy1).
En sommant cette égalité, on obtient :

~

Il
Tt

S

I
[]=

3

e
—~

£
E

|

£
N
+
—
~

(cf question 2.a)

b
Il
—

Il
_°
i M=

RA

£

ol

|

RA

£

ol
Jr
—

I
Q

M=

=~

<

ol

|

vgE

=~

<

El

+

[
N————

B
Il

—
i
—

Il
Q

NgE]
ol
<
ol
|
3
x
g
ol
|
=
[
ol
N——

I
Q

(on rajoute 0 au début de la somme)

M=
x>
N
Eal
|
3
ME
Py
=~
[
=
N
Eal
N————

B
Il

—
i
—

M=

I
Q

/\/\(\/_\\
l
£
&

B
Il
—

(k—(k—1))ug — nun+1>

a(Sp — nupt1)

d’ou S, (1 — @) = —naup41 et done

Démonstration. Soit n > 2. On a

no
S p—
"a—1

no - 1 .
=——qu H <1 - ka> (cf question 2.b)

Un+1 (cf question 4.a)

Donc

I(S,) = In(n) + In(uy) + fjm <1 _ 1>

ka
k=2
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D’autre part,

=In(1) — In(n) (par téléscopage)

D’ou

In(Sn) = - kz:ln (1 - ;) +1In(ur) + kz:ln (1 - k}@)

o 1) ()

O

1
c. A Taide d’un développement limité d’ordre 1 en —, donner un équivalent, lorsque k est au

1 1
voisinage de 400, de In (1 — k:> —1In <1 — k>

«

Démonstration. On a

donc
donc

et finalement

m(1- 1) m(1-1 o)1
S G Al S A o)k

d. Conclure quant a la nature de la série de terme général u,,.

Démonstration. On a

1
e pour tout £ > 1, In <1—> —1In <1—
ko

1 1
eln{l——)-In(1--) ~ (1-4%

)>0et 1-Hri>o0

~— k“)—l

=
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5. Dans cette question, on suppose que a = 2 et on admet qu’alors u; =

o la série > % diverge par critére de Riemann donc la série ) (1 — é) % diverge aussi

On en déduit, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, que :

1 1
la série > In <1 — ka) —1In <1 — k) diverge.

On en déduit que In(S),) " +oo et donc Sy, - 400 (car S, = e™5n)). Ainsi, la série
n o n (e.9]

> uy, diverge. O

b 3

On rappelle qu’a 'aide de la bibliothéque numpy (importée sous l’alias np), on accéde a la commande
np.pi qui renvoie une valeur approchée du nombre 7.

Ecrire une fonction Python qui

« prend en argument un entier n supérieur ou égal a 2

« renvoie la valeur de uy.

Démonstration.

import numpy as np
def CalculeU(n)
u =np.pi / 2
for k in range(1l,n)
u=ux* (1-1/(2%k))
return u

o Jov ks W N =
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