E2A Mathématiques

Corrigés des sujets de révisions
Réduction matricielle et endomorphismes

EML 2020 - matrices & parameétres

On définit, pour tous réels a et b, M(a,b) la matrice carrée d’ordre 4 par :

M(a,b) =

> Q 2 2
SO OO
SO OO
SalES SIS

et on note : E = {M(a,b) | (a,b) € R?*}.
L’objectif de cet exercice est de déterminer les matrices de E qui sont diagonalisables.

1. a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .Z4(R).
Déterminer une base de E et sa dimension.

Démonstration.
o Tout d’abord :

E = {M(a,b) | (a,b) € R*}
[aOOa
B a 0 0 a 2
= a00a|(a,b)€R
bbb b
1001 0000
B (1001 fo o000 5
= 9% |1o00 1|t 000 o] @ER
0000 111 1

= {a-M(1,0)+b-M(0,1) | (a,b) € R?*}

= Vect (M(1,0),M(0,1))

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de .#Z4(R).

Commentaire

e Ici, F est un ensemble dont les éléments sont des matrices écrites a ’aide de paramétres.
Il y a tout lieu de penser que cet ensemble va pouvoir facilement s’écrire comme espace
vectoriel engendré par une partie.

« Cette méthode présente un double avantage. En effet, en plus de démontrer que F est
un sous-espace vectoriel de .#4(R), on obtient de plus que famille (M (1,0), M (0,1))
est génératrice de E.

\.

o La famille (M(1,0),M(0,1)) est :
x génératrice de E d’aprés le point précédent,

x libre car uniquement constituée de deux vecteurs (de .#4(R)) non colinéaires.
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On en déduit que (M(l,()), M(0, 1)) est une base de F.

e De plus :
dim(F) = Card((M(1,0), M(0,1))) =2

dim(E) = 2

Commentaire

Si la rédaction précédente est celle attendue, il arrive parfois qu’on ne puisse pas l'utiliser
(dans certains cas, ’ensemble étudié ne s’écrit pas naturellement comme espace vectoriel
engendré par une partie). Il est donc important de savoir utiliser la méthode consistant a
revenir & la définition de sous-espace vectoriel de .#;(R). Rappelons ci-dessous la rédaction.
(i) E C #,(R).
(ii) E# @ car 0_4,®) = M(0,0) € E.
(i) Démontrons que E est stable par combinaison linéaire.
Soit (A1, A2) € R? et soit (U, Us) € E?.
« Comme U; € E, il existe (ar,b1) € R? tel que Uy = M(aq,by).
« Comme Us € E, il existe (az,bz) € R? tel que Us = M (ag, bs).
Démontrons que Ay - U; + A9 - Uy € E. On a :

M-Ui+X-Us = M- M(ai,br) + Ao - M(ag, ba)
ag 0 0 az 0 0 ao
. Ja 0 0 a a2z 0 0 a
o )\1 al 0 0 ail + )\2 a9 0 0 a
by by b1 b by by by by
)\1 aj 0 0 )\1 aq )\2 a9 0 0 )\2 a9
_ )\1 al 0 0 )\1 al )\2 a 0 0 )\2 ag
o )\1 al 0 0 /\1 al /\2 a9 0 0 )\2 ag
Abi A1br Abr Aiby Aaba Aaby Agby g by
A1 al + Ao ao 0 0 A1 ar + Ao b
. ALar + A2 as 0 0 A1 ay + Ao b
o A1 a1 + Az as 0 0 A1 ai + Ao by
Arbr+A2b2 Arbr+A202 Arbr+A2b2 A1 b + Ao b
Dot : A1 -Up + A2-Ua = M(Aay + A2ag, \1 b1 + Aabe) € E.
E est un sous-espace vectoriel de .#4(R). ]
b) Le produit de deux matrices quelconques de E appartient-il encore & E 7
Démonstration.
e On remarque :
1 0 01 00 0 O 1 1 1 1
1001 oooo| [1r111
M(L,0)x MO.1) =11 5 o 1| *|oooo| = |1 111
00 0 O 1111 00 00O

e Ainsi :
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« M(1,0) € E et M(0,1)

« M(1,0) x M(0,1)

E,

¢ E.

O~~~ M
O ==
O~ = =
(e N

L’ensemble E n’est donc pas stable par produit.
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2. Etude du cas a =0 et b= 0.
Justifier que la matrice M (0,0) est diagonalisable.

Démonstration.
0000
. 00 0O .
La matrice M (0,0) = 00 o0 ofest diagonale.
00 0O
On en déduit que M (0,0) est diagonalisable. .
3. Etude du cas a #0 et b= 0.
Soit @ un réel non nul. On note A la matrice M(a,0).
a) Calculer A? et déterminer un polynéme annulateur de A.
Démonstration.
« On remarque tout d’abord : A =a-M(1,0). Ainsi :
A2 = (a-M(1,0)) x (a-M(1,0)) = a*- (M(1,0))’
. OI' :
1 0 01 1 0 01 1 0 01
2 1 001 1 001 1 0 01
MA@L0)" =11 g o 1|*{1001] = |1001]=MLO
0 00O 0 00O 0 00O
Finalement : A2 = a - A.
e On en déduit : A? —a- A= 0.7, (R)-
Ainsi, le polynome Q(X) = X2 — aX est un polynéme annulateur de A. 0

b) En déduire les valeurs propres de la matrice A et préciser une base de chacun des sous-espaces
propres associés.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, Q(X) = X? —aX = X(X — a) est un polynéme annulateur
de A. Dot : Sp(A) C {racines de @} = {0, a}.

Ainsi : Sp(A) C {0,a} et 0 et a sont les deux valeurs propres possibles de A.

o La matrice A posséde une ligne de 0 donc A n’est pas inversible.

On en déduit que 0 est bien une valeur propre de A.

« Démontrons que a est valeur propre de A.

0 O 0 a
a —a 0 a
A-a-ly = a 0 —a a
0 O 0 —a

On remarque : C7 + Cy + C5 = 0 (o1l on a noté C; la i colonne de A).
La famille des vecteurs colonnes de A — a - I4 est donc liée.

Ainsi, A — a - I4 est non inversible. On en déduit que a est bien une valeur propre de A.
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Commentaire

o On démontre que la matrice A — a - I; est non inversible en exhibant une relation de
dépendance linéaire non triviale entre les colonnes de cette matrice. Il est aussi possible
d’exhiber une relation de dépendance linéaire non triviale entre les lignes. En ’occurrence,
on a : L4 = —Ll.

« Il est aussi possible d’effectuer un calcul du rang. En procédant par opérations élémentaires
successives, on obtient une réduite triangulaire de méme rang que la matrice initiale. En
particulier, matrice initiale et réduite sont toutes les deux inversibles ou toutes les deux
non inversibles. La réduite étant triangulaire, elle est non inversible si et seulement si
elle posséde (au moins) un coefficient diagonal nul, ce qui permet de conclure quant au
caractére inversible (ou non) de la matrice initiale.

0 O 0 a
a —a O a
rg(A—a-1Iy) = rg e 0 -4 a
0 O 0 -—a
a 0 —a a a 0 —a a
LioLs a —a 0 a Ly La— Lo 0 —a a O
= f{lo 0o 0 a = llo 0o 0 a
0 O 0 -—a 0 O 0 -—a

La réduite obtenue, triangulaire (supérieure), posséde un coefficient diagonal nul.
Elle (et la matrice initiale A — a - I4) est donc non inversible.

\.

« Déterminons Ey(A), le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0.

x
Soit X € ., 1(R). 1l existe donc (7,9, z,t) € R* tel que X = Z
t
X € EO(A) <~ AX = O(///4,1(R)
— a- M(l,O)X = 0%471([@)
= M(1,0) X =04, (v (car a #0)
1 0 01 T 0
— 1 oo 1|ly] _ [o
100 1)(z] |oO
00 0O t 0
x + t =0
— x + t =0
+ ¢t =0
0 0
e x + t =0
= 0 =0
0 =0
= {z = —t
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On en déduit :

x —1
Ey(A) = {|V|eMa®) |x=—t} = {| V| €Mri(R) ]| (y,21) € R*}
t t
-1 0 0
0 1 0 5
= {t 0 +y- 0 +z 1 6%471(R)|(y727t)€R}
1 0 0
—1 0 0
0 1 0
= Vect o 'lol |1
1 0 0
-1 0 0
. 0 1] |o _
La famille Fy = o l'lol: |1 est :
1 0 0
x génératrice de Ey(A) (d’aprés ce qui précéde).
x libre.
-1 0 0
.. . 0 1 0
Ainsi, la famille o l'lol |1 est une base de Ey(A).
1 0 0

Commentaire

« On ne développe pas ici la démonstration de la liberté de la famille Fy car
il ne s’agit pas du coeur de la question. De plus, a la lecture des vecteurs
de cette famille, il apparait assez évident qu’il n’existe pas de relation de
dépendance linéaire, autre que la triviale, entre ces vecteurs. Il est toutefois
primordial de connaitre la rédaction formelle permettant de démontrer la
liberté d’une famille. C’est pourquoi on la rappelle ci-dessous.

« Démontrons que la famille Fy est libre.
Soit ()\1, Ao, )\3) € R3.

—1 0 0 0
_ 0 1 ol (o
Supposons : A1 - 0 + Ao - 0 + A3 - =10 (%)
1 0 0 0
-\ 0
A2 0
Or (x) <— N 0
A1 0

Ainsi, la famille Fy est libre.
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« Déterminons E,(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre a.

T
Soit X = ZZJ 6.//471(]1%).
t
X € E,(A) = (A—a 1) X =04, ,®
<~ (a-M(l,O)—a-I4)X—O///41(R)
<~ a (M(l,O)—I4)X 0///41(R)
— M(l,O) —I4)X = 0{//[4’1(1[@) (CCLT‘CL;'é 0)
0 0 O 1 T 0
— 1 -1 0 1 y| |0
1 0 -1 1 z] |0
0 0 0 -1 t 0
t = 0
r -y + t =0
= x -z +t =0
-t =0
T -z + t =0
L;ﬁs r — vy + t =0
t = 0
-t =0
((z — z + t 0
ngh -y + z — 0
t = 0
-t =0
T + t = z
<~ ;= 0
— = 0
T + t =
= -y = -z
t = 0
Ly« L — L3 x - <
= -y = -z
t = 0

On en déduit :

E.,(A) = { eMiR)|z=2 et y=z et t=0} = { € M1(R) | z € R}

SRS ISR
[=>BRS TSI\

€ M1(R) | z€ R} = Vect

Il

—

N
O = =
O~ =
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La famille F, = est :

O = =

x génératrice de E,(A) (d’aprés ce qui précéde).

% libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

Ainsi, la famille est une base de E4(A).

O = =

Commentaire \

« Il faut s’habituer a déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — A\ 1.

o [llustrons la méthode avec la matrice de 'exercice et A = a.

xT
On cherche les vecteurs X = ‘Z de E,(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
t
(M(1,0) — I4) X =0 4, ,(r) (d’aprés ce qui précede). Or :
0 0 0 1 T
1 -1 0 1 Y N
1 o0 1 1 . = - Ci1+y-Co+2-C3+t-Cy
0 0 0 -1 t 0 0 0 1
1 -1 0 1
=z [ [ty | g |T= 1] Tt
0 0 0 0 -1
Pour obtenir le vecteur 8 a l'aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément
0

choisir ¢t = 0. En effet, si ¢ est non nul, les coefficients en 4°™¢ position de la combinaison
linéaire sont non nuls. On prend alors ¢ = 0.

La combinaison linéaire restante est nulle si 2 — y = 0 (obligatoire pour éliminer le 2°m¢
coefficient) et  — z = 0 (obligatoire pour éliminer le 3°™¢ coefficient). Finalement, il faut
nécessairement vérifier x = y = 2z pour obtenir le vecteur nul.

1
En prenant par exemple © =y = z = 1, on obtient : E,(A) D Vect 1
0
Et Iégalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension. 0

\. J

¢) En déduire que la matrice A est diagonalisable. Déterminer une matrice P de .#4(R) inversible
et une matrice D de .#4(R) diagonale telles que : A = PDP~!,

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
x la famille Fy est une base de Ep(A). Ainsi :

dim (Eg(A)) = Card(Fy) = 3
x la famille F, est une base de E,(A). Ainsi :
dim (E,(A4)) = Card(F,) = 1
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e On en déduit :

dim (Eo(A)) + dim (E,(A4)) = 4

Or 0 et a sont les seules valeurs propres de A et A € .#4(R).

On en déduit que A est diagonalisable.

« 11 existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = P D P~

Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de A (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

En posant P =

-1

= o O

00 1 000 0
101 000 0
o1 1]P=100 0 0
00 0 000 a

,onadonc: A= PDP L

4. Etude du cas a =0 et b # 0.
Soit b un réel non nul. On note B la matrice M (0,b).

a) Déterminer le rang des matrices B et B — b1y, Iy désignant la matrice identité d’ordre 4.

Démonstration.
o Tout d’abord :

rg(B) =

rg

rg

rg

rg

_— O OO0 T OO0 TOoOoOoOOo oo oo

O O O
> O O O

SO O O oo

> O O O

(car b#0)

(car la famille

Finalement : rg(B) = 1.

est libre)

— o O O
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« Ensuite :
-b 0 0 O —b 0 0
B o b 0 of] o] [=o] [0
rg(B—b-1;) = rg 0 0 —b 0 = 18 o'l ol |-
b b b O b b b
-1 0 0
0 -1 0
= 1g o l'lo by (carb#0)
1 1 1

(car la famille
précédente est libre)

rg(B—b-14) =3

O

b) En déduire ’ensemble des valeurs propres de B en précisant la dimension des sous-espaces
propres associés.

Démonstration.
« D’apreés la question précédente, rg(B) =1 < 4.
Ainsi, B est non inversible et donc 0 € Sp(B).
De plus, d’aprés le théoréme du rang :
dim (Eo(B)) + 1g(B) = dim (./#,1(R))
I I

1 4

On en conclut que 0 est valeur propre de B et : dim (EO (B)) = 3.

« D’aprés la question précédente, rg(B —b- 1) = 3 < 4.
Ainsi, B — b - I est non inversible et donc b € Sp(B).
De plus, d’aprés le théoréme du rang :

dim (Ey(B)) + rg(B—b-1;) = dim (#1(R))

3 4

On en conclut que b est valeur propre de B et : dim (Eb(B)) =1.

Commentaire

On peut aussi remarquer que la matrice B est triangulaire (inférieure). Ainsi, ses
valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Cela permet de conclure directement :

Sp(B) = {0,b}

« Comme B est une matrice carrée d’ordre 4, on sait d’apreés le cours que la somme des dimensions
de toutes ses sous-espaces propres est majorée par 4. Or :

dim (Ey(B)) + dim (Ey(B)) = 3+1 = 4

On en déduit que la matrice B n’admet pas de valeur propre autre que 0 et b. O

10
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¢) La matrice B est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

dim(Eo(B)) + dim(Ey(B)) = 4

Or 0 et b sont les seules valeurs propres de B et B € .#,(R).

On en déduit que B est diagonalisable.

5. Etude du cas a # 0 et b # 0.
Soient a et b deux réels non nuls. On note f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base
canonique de R* est M(a,b).
On pose :

a a
v = (1717170)1 V2 = (070,0,1) et T = (3b b)

a) Montrer que Ker(f) est de dimension 2 et préciser une base (vs,v4) de Ker(f).

Démonstration.
On note % la base canonique de R*.

x
e Soit u = (z,y, 2,t) € R*. On note : U = Mat»(u) = Z
t
u € Ker(f) = f(u) = Opa
= M(a,b)UzO///“(R)
a 0 0 a T 0
a 0 0 a y|l |0
a 0 0 a z] |0
b b b b/ \t 0
azr + at = 0
ax + at = 0
azx + at = 0
bx + by + bz + bt = 0
L+ 1,
Lo+ 1Ly
Ly« 11, T + t = 0
Li+ § Ly T + t =0
- Lt o= 0 (avec a # 0 et b #0)
r +y + 2z + t =0
nonn (@ + ot =0
Ly« Ly— Ly 0 = 0
0 =0
y + z =0
{x -t
<~
y = —=z

11
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On en déduit :

Ker(f) = {(z,y,2,t) ERY |z =—t et y=—2}
= {(~t,—z,2,t) eRY | (2,t) e R?}
= {t-(-1,0,0,1) +2-(0,—1,1,0) | (z,t) € R?}
= Vect ((~1,0,0,1),(0,—1,1,0))

« Ainsi, la famille ((—1,0,0,1), (0,—1,1,0)) est :
x génératrice de Ker(f) (d’aprés ce qui précede).

x libre car constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

Ainsi, en posant vs = (—1,0,0,1) et v4 = (0,—1,1,0), on obtient que
la famille (vs3,v4) est une base de Ker(f).

Finalement : dim (Ker(f)) = Card ((v3,v4)) = 2

b) Montrer que la famille ' = (vy,va,v3,v4) est une base de R%.

Démonstration.

« Démontrons que la famille %’ est libre.

Soit (/\1, A9, A3, )\4) e R4 Supposons : A1 - vy + Az - v2 + A3 - v3 + Ay - vg = Opa (*)

Or: (x) — A1-01+ A2 02 + A3 03+ Ag - vg = Opa

Nand (M = A3, A1 — A, A+ Mg, A2+ A3) = (0,0,0,0)

A1 — A3 =0

A1 — N =0

A A + M o= 0
Ay 4+ A3 = 0

Ly« Ly— Ly A1 - A3 =0
Lagh )\3 — )\4 = 0
A3 + A = 0

L Ao+ A3 = 0

(M1 — A3 =0

Ly Ly )\2 + )\3 = 0
— s+ A= 0

\ As — M o= 0

(A1 — A3 =0

mgm Ay 4+ A3 =0
A3+ MM = 0

— 22X =0

<~ {/\1:)\2:)\3:)\4:0

(par remontées successives)

‘ Ainsi, %' est une famille libre de R?.

12



E2A Mathématiques

e On a alors :

x la famille ' = (v1,v2,v3,v4) est une famille libre,
x Card(#') = 4 = dim(R?).

On en déduit que %’ est une base de R?.

O
c¢) Déterminer la matrice notée N de ’endomorphisme f dans la base %'
Démonstration.
Dans la suite, on note :
1 0 -1 0
1 0 0 —1
‘/1 = Mat%(’l}l) = 1] Vé = Mat@(UQ) = ol I/E)) = Mat%(vl))) = o |’ ‘/4 = Mat»%?(vll) = 1
0 1 1 0
o Tout d’abord :
Matg(f(v1)) = Matg(f) x Matg(vy)
= M(a, b) x V1
a 0 0 a 1
_ a 0 0 a 1
e 00 a1l
b b b b 0
a
_ a
o a
3b
1 0
1 0
0 1
= a-V1+3b-Vy

= a-Matg(vi)+ 3b- Matg(vs)
= Matg(a- vy + 3b-v9)

Finalement : Matg(f(v1)) = Matg(a - vi + 3b - va).
L’application Matg(-) étant bijective, on en déduit : f(vi) = a- vy + 3b - va.

Comme f(v1) =a-v1 +3b-va+0-v3+0- vy

a

o 3b
Ainsi : Mat (v, 05,01) (f(Ul)) 1o

0

13
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e De méme :

Matg(f(vg)) = M(a, b) Vo = =a-Vi+b-Vo = Matgg(a-vl —l—b'vQ)

QR QR
O OO
O O O
Q2 Q2
_ o O O
Q2 Q2

Finalement : Mat g (f(v2)) = Matg(a - vi + b v2).
L’application Mat () étant bijective, on en déduit : f(ve) = a-v1 + b - vo.

Comme f(v2) =a-v1+b-va+0-v3+0-vy.

Ainsi : Mat(y, 1y.05,01) (f(UQ)) =

O O o R

« D’aprés la question 5.a) : vz € Ker(f).
Ainsi, par définition : f(v3) =0pe =0-v1 +0-vy+0-v3+0-vy.

0
Ainsi : Mat(m’w’v&m)(f(vs)) = 8
0
o De méme : vy € Ker(f).
0
Ainsi : Mat(vhv%v&m)(f(m)) = 8
0
a a 0 0
On en conclut : N = Matg (f) = ?E)b 8 8 8
0 0 00

Commentaire

« Rappelons tout d’abord que déterminer la matrice représentative de f dans la base %’ consiste
a exprimer I'image par f des vecteurs vy, ve, v3, v4, suivant la base (vy, va, v3, v4).

o L’énoncé ne donne pas directement accés & f mais & M (a, b), sa matrice représentative dans
la base #A. La base & étant fixée, application Matg(.), appelée parfois isomorphisme de
représentation, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels
en des propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)

f: E — E endomorphisme +— Matyg(f) € #,(R)

—~~ o~

f bijectif <— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de 'exercice :

expression de f(vy) dans (vy, vy, v3,v4) — expression de M(a,b) Vi dans (Vi, Vs, V3, Vy)

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété
d’un monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre a I'aise sur ce mécanisme. O

14
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x
d) Soient A un réel non nul et X = Z une matrice colonne de .#4 1 (R).
t
Montrer :
X est un vecteur propre de N o Z est un vecteur propre de T associé a
associé a la valeur propre A la valeur propre A et z = ¢ = 0
Démonstration.

o Tout d’abord :

X € E\(N) <~ (N — M) X = O«///4,1(R)
a— A\ a 0 0 x 0
PN 3 b—Xx 0 0 |[y] _|oO
0 0 =X 0 2z {0
0 0 0 X t 0
((a— X))z + ay 0
3br + (b—Ny = 0
<~ - Az =0
— At =0
Lty [ (a—XN)x + ay = 0
Ly 3 Ly - =
JY 3bxr + (b—MNy . B 8 (avec X #0)
— t 0
o D’autre part :
T X
<>€E,\(T) — (T*)\IQ) (y) 0.2, (R)
— a— M\ a x\ _ (0
3 b-X)\y) \0
(a—Nz + ay = 0
— { 3br + (b—=XNy = 0

On reconnait les deux premieéres lignes du systéme précédent.

o Finalement :

X est un vecteur propre de N
X t X e E\(N
associé a la valeur propre A < 7 0w e € Ex(N)

&S X £ 0,///4_,1(R) et <;> EENT) e z=t=0

= <;) #* 0//[271(]1@) et (z) € E)\(T) et z=1t=0

( > est un vecteur propre de T associé a la valeur
)

propre Aet z=t=0

On obtient bien la caractérisation souhaitée.
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Commentaire \

Profitons de cette question pour rappeler que, par définition, le vecteur nul n’est JAMAIS

vecteur propre. On veillera en particulier & ne pas confondre :

x sous-espace propre associé a la valeur propre A (c’est bien un espace vectoriel et il contient
en particulier le vecteur nul),

x et ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A (qui n’est pas un espace
vectoriel car ne contient pas le vecteur nul).
Plus précisément, avec les notations de I’énoncé, on a :

vecteurs propres de N associés
a la valeur propre A

Ex(N) = { } U {0.z.,®}

\ J

e) On suppose dans cette question uniquement que (a,b) = (1, 1).
Déterminer les valeurs propres de T. En déduire que la matrice M (1, 1) est diagonalisable.

Démonstration.

« Par définition de T, lorsque (a,b) = (1,1), on a :
11
=)

A est valeur propre de T' < T — Al est non inversible

& det(T — A\p) =0

e Soit A e R.

< det <(1;)\

INE

s (1-XN)%2-3=0

s 1-A=+3
s A=1-+3

U 1-A=—-V3
U A=1++3

On en déduit que T admet deux valeurs propres distinctes : A = 1 — /3 et Ay = 1 + /3.

« Soit <Zl> un vecteur propre de T associé a la valeur propre A;.
1

z1
Comme A1 # 0, alors, d’aprés la question 5.d), X1 = ‘%1 est un vecteur propre de N associé
0
a la valeur propre A;. On en déduit :
Tl
Ey (N) D Vect %1
0
1
On en déduit : dim (Ey,(N)) > dim [ Vect %1 =1
0

16
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€2
Y2
d’aprés la question 5.d) :

e De méme, en notant ( ) un vecteur propre de T associé a la valeur propre Ao # 0, on obtient

Z2

Ex(N) D Vect | | ¥

0
0
Et ainsi : dim (E),(N)) > 1.

o D’autre part :

(via la passerelle
matrice-endomorphisme)

= dim (Ker(f)) (par définition)
= 2 (d’apres la question 5.a))
« Finalement, on obtient :

dim (E), (N)) + dim (E),(N)) + dim (Eo(N)) > 1+14+2=4

Or, comme N est une matrice carrée d’ordre 4, on sait d’aprés le cours que la somme des
dimensions de tous ses sous-espaces propres est majorée par 4. On en déduit que N n’admet
pas d’autres valeurs propres et :

dim (E), (N)) + dim (E),(N)) + dim (Ep(N)) = 4

On en conclut que la matrice N est diagonalisable.

o La matrice N = Mat g (f) est diagonalisable.
On en déduit que 'endomorphisme f est diagonalisable.

On en conclut alors que M (1,1) = Matg(f) est diagonalisable. O

f) On suppose dans cette question uniquement que (a,b) = (1, —1).
Justifier que T' n’admet aucune valeur propre. La matrice M (1, —1) est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
On raisonne comme en question précédente.
« Par définition de T, lorsque (a,b) = (1,—1), on a :

I E)

A est valeur propre de T' < T — Al est non inversible

& det(T — A3) =0

e Soit A e R.

& det <<1_3)\ 11/\>>:O
& (1-AN(=1-)\)+3=0
& —(1-N1+XN)+3=0
& —(1-M)+3=0

& A242=0

& A2=-2

On en déduit que T n’admet pas de valeurs propres réelles.
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o On démontre alors que N n’admet pas de valeur propre non nulle.
Pour ce faire, on procéde par 'absurde.

Supposons que N admet une valeur propre A non nulle.
x

Il existe donc X = vecteur propre de N associé a cette valeur propre.

~+~ 0 <

D’apreés la question 5.d), <z) est alors un vecteur propre de 1" associé a cette valeur propre A.

C’est impossible puisque T n’admet pas de valeur propre.

On en conclut que la matrice N n’admet pas de valeur propre non nulle.

Commentaire

La propriété de la question 5.d) est axée sur les vecteurs propres. Elle affirme en particulier
que lexistence d’un vecteur propre de N assure I'existence d'un vecteur propre de 1" (associé
a la méme valeur propre) et inversement. De cet énoncé on peut tirer une propriété sur les
valeurs propres. En effet, si A £ 0, on a :

il existe X # 04, ,(r) vecteur propre de N

A est val de N < .
esb valeut propre e associé a la valeur propre A

il existe <§) # 0.4, (r) vecteur propre de T

associé a la valeur propre A

< A est valeur propre de T’

Ainsi, les valeurs propres non nulles de T sont exactement les valeurs propres non nulles
de N. C’est d’ailleurs toute l'idée de la question : en déterminant les valeurs propres de
T € #5(R), on récupére les valeurs propres de N € .#5(R).

\.

e On en déduit que 0 est I'unique valeur propre de N. Or :

dim (Eo(N)) = dim (Ker(f)) =2 #4

On en déduit que N n’est pas diagonalisable.

o Comme N = Matg (f) n’est pas diagonalisable, 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable
non plus.

On en conclut alors que M (1,—1) = Matg(f) n’est pas diagonalisable. =

g) Montrer I’équivalence :
M (a,b) est diagonalisable < a® 4 10ab+ b? > 0

Démonstration.

Soit (a,b) € R? tel que : a # 0 et b # 0.
« Tout d’abord :

M (a,b) diagonalisable < f diagonalisable (car M(a,b) = Matg(f))
< N diagonalisable  (car N = Matg (f))

18
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o L’idée est alors de relier la diagonalisabilité de N a celle de T, comme cela est fait dans les
questions 5.e) et 5.f) qui précédent.

Remarquons tout d’abord que d’aprés la question 5.d), la propriété suivante est vérifiée :

Les matrices N et T ont exactement les mémes valeurs propres non nulles. ()

On peut alors démontrer les proprités suivantes :

x en adaptant 5.e : si I'une des deux matrices posséde deux valeurs propres non nulles, il en

est de méme de l'autre (d’aprés (x)). On démontre alors que les matrices N et T sont toutes
les deux diagonalisables.

% en adaptant 5.f : si 'une des deux matrices ne posséde aucune valeur propre non nulle, il

en est de méme de l'autre (d’aprés (x)). On démontre alors que les matrices N et T sont
toutes les deux non diagonalisables.

Il est & noter que T ne peut avoir plus de deux valeurs propres non nulles en tant que matrice
carrée d’ordre 2. Il en est donc de méme de N en vertu de la propriété (x). Il reste donc a
traiter le cas ot N et T possédent une seule valeur propre non nulle.

e Supposons que N et T posséde une seule valeur propre A non nulle.
Etudions alors leur diagonalisabilité.

« Etude de T

Remarquons tout d’abord :

det(T") = det <<??b Z)) =ab—3ab= —2ab# 0 (cara #0 etb#0)

On en déduit que T est inversible. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de T.
La matrice T" posséde donc A pour seule valeur propre.

Démontrons alors que T' n’est pas diagonalisable. On procéde par 'absurde.
Supposons que 1" est diagonalisable. Il existe donc :

» une matrice inversible P € .#5(R),

» une matrice diagonale D € .#5(R) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de T,

telles que T'= PDP~ 1.
Or X est la seule valeur propre de T'. Ainsi D = X\ I3 et :

T = PO\L)P' = POAL)P™! = \D,

Absurde!

Si T admet une seule valeur propre non nulle, alors T" n’est pas diagonalisable.

« Etude de N
La matrice N posséde alors deux valeurs propres : A # 0 et 0. De plus, on a déja démontré :
dim (Eo(N)) = 2.
Démontrons alors que N n’est pas diagonalisable. On procéde par ’absurde.
Supposons que N est diagonalisable. On a alors :
dim (Ex(N)) + dim (Eo(N)) = dim (#,1(R))
I I

2 4
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Ainsi : dim (E)\(N)) =4 — 2 = 2. On en déduit qu'il existe :

T L2
X, = %1 € MiR) et Xo= ‘%2 € M1 (R)
0 0

tels que (X1, X2) est une base de E\(N). D’apreés la question 5.d), on a alors :

(zi) e Ex(T) (f,;) € E\(T) etainsi E)\(T) 2 Vect((ii)@j))

On en déduit :
dim (EA\(T)) > dim <Vect ((;i) @j))) =2

En effet, la famille (X1, X9) étant libre, il en est de méme de la famille (<zl>, <22>>
1 2

On en déduit : dim (E\(T)) = 2 = dim (.#,1(R)). Ainsi, la matrice T est diagonalisable.
Impossible! (d’aprés I’étude précédente, si T admet une seule valeur propre non nulle elle
n’est pas diagonalisable).

Si N admet une seule valeur propre non nulle, alors N n’est pas diagonalisable.

o Finalement, NV et T sont toutes deux diagonalisables & la méme condition qu’elles possédent
deux valeurs propres non nulles distinctes. Ainsi :

M (a,b) diagonalisable < N diagonalisable
< N admet deux valeurs propres non nulles distinctes
< T admet deux valeurs propres non nulles distinctes

T admet deux valeurs propres (car 0 n’est pas
distinctes valeur propre de T')

Or, on a :

A valeur propre de T' < T — XI5 non inversible
< det(T'— A1) =0

& det ((a?;)A bf/\)) =0
< (a=ANb—=X)—3ab=0
& —2ab—(a+b)A+A=0
&\ est racine du polynome Q(X) = —2ab — (a +b) X + X?
Le discriminant du polynéme @ est :
A= (a+0b)*—4(-2ab) = (a* +2ab+ b?) + 8ab = a* + 10 ab + b*
Finalement :
M (a,b) diagonalisable < T admet deux valeurs propres distinctes

s A>0

M (a,b) diagonalisable < a? + 10ab + b* > 0. =
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EML 2019 - matrices semblables, matrices inversibles, matrices et en-
domorphismes nilpotents, endomorphismes de R?
On rappelle que deux matrices A et B de .#3(R) sont dites semblables lorsqu’il existe P de .Z3(R)

inversible telle que :

B =P'AP

Commentaire

On peut noter que cette égalité est équivalente a 'égalité : A = P B P~1,

L’objectif de cet exercice est d’étudier des exemples de matrices inversibles qui sont semblables & leur
inverse. Les trois parties de cet exercice sont indépendantes entre elles.

PARTIE A : Premier exemple

—_

On considére la matrice A de .#3(R) définie par : A =

S O =
[e=B NI I
N O =

1. Déterminer les valeurs propres de A.
Justifier que A est inversible et diagonalisable.

Démonstration.

« La matrice A est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux.

Sp(A) = {%’ 1,2}

o Le réel 0 n’est pas valeur propre de A.

On en déduit que A est inversible.

e On a:
« A€ a(R),

x A posséde trois valeurs propres distinctes.

On en déduit que A est diagonalisable. 0

2. Déterminer une matrice D de .#5(R) diagonale ot les coefficients diagonaux sont rangés dans ’ordre
croissant, et une matrice P de .#3(R) inversible telles que : A = P D P~ L
Expliciter la matrice D71,

Démonstration.

1

o Déterminons F 1 (A) le sous-espace propre de A associé & la valeur propre 3.
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!

!

Li+ Li—%Ls

1L)X =0
-1 1 T
0 O Y
0 % z
T — +
r -
3
2
2y
0
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Finalement on obtient l’expression de E1(A) suivante :
2

Ei(4) = {X€.,(R)|AX =1 X} = {(y) |z =2y ot =0}

2y 2
= {(y)|y€R} () y € R} = Vect (1)
0 0

E.( Vect(

M

2
La famille F = (1)
0

x engendre E% (A),

x est une famille libre de .3 1 (R) car elle est uniquement constituée d’un vecteur non nul.

Ainsi, F est une base de E% (A).

o Déterminons Ej(A) le sous-espace propre de A associé¢ a la valeur propre 1.

x
Soit X = (y) € ///3,1(R).

z

XEEl(A) = (A—[g)X:

—

—N
<
N
[l
o O

Finalement on obtient l'expression de E7(A) suivante :

X

El(A) = {XG%{;J(R)’AX:X} = {(y) |y:0 et ZZO}

{() | z e R} = {x((l)) | z € R} = Vect ((:;)
0 0

1
E1(A) = Vect (0)
0
1

Par un raisonnement analogue au précédent, la famille (O) est une base de Fq(A).
0

o O 8K
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« Déterminons Fy(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 2.

T
Soit X = (y) € M31(R).

z

XEEQ(A) <~ (A—QIg)XIO

-1 -1 1\ (= 0
<~ 0 -3 0){y] =10
0 0 0/ \z 0
-r — y + z =0
= - 3y =0
0 =0
r + Yy = z
<~ 3
L1FL1+§L2 {Q: = z
<~
y = 0

Finalement on obtient l’expression de F3(A) suivante :

IS NSO

Ey(A) = {Xeds:(R) | AX =2X} = {( ) |z =2 et y=0}

z 1 1
= {(O)|26R}:{z-(0)|z€R}:Vect (0)
z 1 1

Ey(A) = Vect ((1))
1
1

Par un raisonnement analogue au précédent, la famille (0) est une base de E2(A).
1

o D’apreés la question 1., la matrice A est diagonalisable.
Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = P D P!,
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de A (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

0 0 1

2 11 00
P=|100| e D={010
00 1 00 2

On obtient bien : A= P D P~

2 1 1
Comme (1) , (0) et (O) sont des bases respectives de E%(A), Eqi(A) et Ea(A) :
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« La matrice D est inversible car elle est diagonale et a coefficients diagonaux tous non nuls.

Enfin : D~! =

Commentaire \

« Il faut s’habituer & déterminer les ensembles E)(A) par lecture de la matrice A — A\ 1.

S O N
o = O
= O O

« Illustrons la méthode avec la matrice de Pexercice et A = 1.

2
T
On cherche les vecteurs X = [y | de E1(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
2
z

-1

S ONe

(A= $I3) X =04, @) Or:
X
0 y| = z-Ci+y-Cotz-C
0 z 1 _1 1

| = () () )

0
Pour obtenir le vecteur (O) a ’aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément choisir
0

z = 0. En effet, si z est non nul, les coefficients en 2°™¢ et 3°™°¢ position de la combinaison
linéaire sont non nuls. On prend alors z = 0.
La combinaison linéaire restante est nulle si %a: —y = 0, c’est-a-dire si x = 2y.

1
0
3
2

0
Et I'égalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension.

2
En prenant par exemple y = 1, on obtient : F1(A) D Vect (1)
2

« Explicitons maintenant la construction de la matrice P.
Notons Z = (e, e2, e3) la base canonique de R? et introduisons I’'endomorphisme f dont la
représentation dans la base canonique est % (cet endomorphisme est unique par bijectivité
de l'application Matg(-)). Notons aussi : v1 = (2,1,0), vy = (1,0,0), et v3 = (1,0, 1).
La famille ' = (v1,v9,v3) :

x est libre car est la concaténation de familles libres de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes de I’endomorphisme f.

x de cardinal Card(#') = 3 = dim (R?).

On en déduit que 4’ est une base de vecteurs propres de f.
Notons alors D = Matg (f). Par la formule du changement de base on a :

Matz(f) = Pgz x Matgy(f) x Pgpg
Il Il I I
A = P X D x p1

On obtient bien la formule annoncée.

« Rappelons que si A est une matrice diagonale & coefficients diagonaux a, b, ¢ tous non nuls

0 0 0
alors A7l = 0 puisque b 0 =
1 0 ¢ O

O Ol
O o= O
o O R
O Ol
O o= O
o O =
o = O
= O O

o= O O
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3. On note QQ = (

= O O
O = O

1
0) . Calculer Q2 et Q D Q.
0

Démonstration.
« Tout d’abord :

00 1\/0 01 100
Q> = (o 10|l0o10] =010
1 00/\1 00 001

Ainsi : Q% = Q x Q = I5. On en déduit que la matrice @ est inversible d’inverse @~ = Q.

o Ensuite :

Commentaire

001 20
010 0 1
1 00 00

00 1\ /3 00\/0 01
QDR = |01 0]{0 10|01 0] =
1 00/\0oo02/\100

0 0
0 1
1

5 0

)i

v— O O
\—/

« Les coefficients de la matrice @ sont tous dans {0, 1}. De plus, la matrice @) admet un seul
1 par ligne et par colonne. Une telle matrice est appelée matrice de permutation.

o Ces matrices permettent de formaliser les opérations élémentaires permettant d’échanger
des lignes (resp. des colonnes) lors de l'algorithme du pivot de Gauss. Plus précisément,
multiplier une matrice A & gauche (resp. a droite) par une matrice de permutation permet
d’échanger des lignes (des colonnes). Dans notre exemple, la matrice () permet d’échanger
les éléments en 167 et 3%™€ position. Ainsi :

0 01 1 -1 1 0 0 2 1 -1 1 001 1 -11
01 o]fo & of =10 1 o0 et 0 3 oJlo1o|] = (0 % o0
1 0 0/ \0 0 2 1 -1 1 0 0 2 1 00 2 0 O

(on échange les lignes 1 et 3 de A) (on échange les colonnes 1 et 3 de A)

On peut retenir 'idée développée dans le paragraphe par la forme :
LAC

qui signifie qu’avec une multiplication a gauche, on effectue une opération sur les (L)ignes,

tandis qu’avec une multiplication a droite, on effectue une multiplication sur les (C)olonnes.
o L’écriture Q D Q! = D! référe & un changement de base. Pour bien comprendre ce point,

introduisons la famille " = (w1, we, w3) définie par : wy = uz, we = ug, et w3 = uy.

La famille (wy, wa,ws) est :

x génératrice de R? puisque : Vect (w1, ws, w3) = Vect (us, uz, u1) = Vect (ug, us, u3) = R3.

x de cardinal Card ((wl, wa, wg)) =3 =dim (R3).

Ainsi, la famille #” est une base de R3.

Remarquons alors : Q1 = Py 4 (matrice de passage de la base %' a la base %”). Ainsi :

D1 = Q X D x Q7!

ar formule de
= Pyprg X Matg (f) X Py g = Mat g (f) (par f

changement de base)

Ainsi, la matrice D! apparait comme matrice représentative de f dans la base %'. .

J
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4. En déduire que les matrices A et A~! sont semblables.

Démonstration.

Commentaire

D’aprés la question 2. : A= P D P~!. On en déduit :
« PPYA=DP™! puis P'AP=D.

At = (p (DP*l))_1 = (pP Y 'pt = (p)'Dlpl = pplpL
En combinant ce résultat avec ce qui précéde :
A=t = pDptpl
= P(QDQ ) P!
= PQ(P'AP)Q ' P!
= (PQPHAPQ !PT
= (PQPY)A(PQP)!

(d’apres la question précédente,
en remarquant Q@ = Q1)

La derniére ligne est obtenue en remarquant :
(PQP™)"

En posant H = PQ P~!, on obtient A~' = HAH ' ouencore A=H 'A ' H.

Les matrices A et A~ sont donc semblables.

1 _ (QP‘l)flP_l _ (P—l)*l Q—lp—l _ PQ‘lP_l

o D’aprés le cours :

Deux matrices A € .#3(R) et - Les matrices A et B représentent le méme
B € 5(R) sont semblables endomorphisme dans des bases différentes

Cela revient & démontrer que toute matrice inversible peut étre considérée comme une matrice
de changement de base.

« On peut illustrer ce point & 'aide de la question. On démontre : A= = HAH™! ce qui
signifie que A et A~! sont semblables. On peut aussi faire apparaitre H et H~! comme des
matrices de changement de base ce qui permettra d’interpréter cette égalité comme une formule
de changement de base. Pour ce faire, introduisons la famille 2" = (z1, 22, 2z3) définie par :
Z1 =e1, 22 = —e1 +e3, et z3 =e1 + e2.

Cette famille est une base de R? (car génératrice de R? et de cardinal 3).
Remarquons alors : H~! = Py v (matrice de passage de la base # a la base #"). Ainsi :

A =  H X A x H!
(par formule de

= P 111 X M t X P 111 = M t 111
B ata(f) %% atg(f) changement de base)
Ainsi, les matrices A et A~! représentent le méme endomorphisme f dans des bases différentes.

« Notons que si A est une représentation matricielle d’'un endomorphisme f alors A~! représente
naturellement I’endomorphisme f~'. En effet :

si A= Matg(f) alors Al = (Matgg(f))_l = Mat@(f_l)

On a ainsi trouvé une base %" dans laquelle A~! est une représentation de f et une base %
dans laquelle A~! est une représentation de f~1. On ne peut conclure pour autant : f > f~1.
(cela sera vrai si les bases B et B étaient égales) =
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PARTIE B : Deuxiéme exemple
On considére f I’'endomorphisme de R? défini par :
V(z,y,2) R, fz,y,2) = (2,—2,y+22)

On note M la matrice de f dans la base canonique de R3.
On considére également les vecteurs uj et ug de R3 définis par : u3 = (1,0,0) et ug = (0,1, —1).

5. Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.

Démonstration.
Notons % = (e1, 2, e3) la base canonique de R3.

e fler) = f(1,0,0) = (1,0,0) =e; = 1-e; +0-e2+0-e.
Ainsi : Matg(f(e1)) = ((1))

e flea) = £(0,1,0) = (0,0,1) =e3 =0-e1 +0-ex+1-e.
Ainsi : Matg(f(e2)) = (

o fles) = f(0,0,1) = (0,1

0
Ainsi : Matg(f(e3)) = (—1).

2

):0-61—1-62+2-63.

1 0 O
Finalement : M = Matg(f) = (0 0 —1).
01

10 0 Lo Ly 10 0
rg(M) =rg| |0 0 —1 = g0 1 2
01 2 00 -1

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux non nuls.
Elle est donc inversible et il en est de méme de la matrice initiale M.

o D’autre part :

La matrice M est inversible.

6. a. Vérifier que 1 est valeur propre de f et (u1,u2) est une base du sous-espace propre associée.

Démonstration.
o Tout d’abord :

0 0 O
rg(M — I3) = rg| 0 -1 -1
0 1 1
L3+ L3+ Lo 0 0 0
= rg 0 -1 -1
0 0 O
C3 4 C3—Cy 0 0 0
= rg| (o -1 0 =1
0 0 O
On en déduit : rg (f — idRs) = rg (M — 13) =1

28



E2A Mathématiques

o Or, par théoréme du rang :
dim (R3) = dim (Ker (f — idR3)> + rg (f — idRa)
donc dim (R®) = dim (E1(f)) + rg (M —1I3)
I I
3 1
On en déduit : dim (E1(f)) = 3—1 = 2.
dim (E1(f)) = 2

o D’autre part :
X f(ul) = f(l,0,0) = (1,0,0) =uy =1-uj.
x flug) = f(0,1,—1) = (0,1,1 —2) =ug = 1 - us.

Ainsi uy et us sont deux vecteurs propres de f associés & la valeur propre 1.

o Ainsi, F = (uj,u2) est une famille d’éléments de E;(f) qui est :
x libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

x de cardinal Card (F) = 2 = dim (E1(f)).

On en déduit que F est une base de E;(f), sous-espace propre de f associé a
la valeur propre 1.

Commentaire

o La formulation de I’énoncé, & savoir « Vérifier que 1 est valeur propre » oriente vers une
méthode directe consistant généralement en un calcul simple. Il ne s’agit donc pas de mettre
en place une démonstration théorique. Ici, il serait malvenu de chercher toutes les valeurs
propres en effectuant le calcul de rg(M — A I3).

o L’énoncé demande de démontrer que la famille (u1,u2) est une base de E;(f).
En démontrant que uj et us sont deux vecteurs propres de f associés & la valeur propre 1,
on démontre :
Ei(f) D Vect (ui,u2)

On conclut a I'égalité de ces deux espaces vectoriels & 'aide d’un argument de dimension
fournit par le théoréme du rang.

o On peut aussi rédiger tout autrement. On ne démontre pas que 1 est valeur propre mais on
détermine directement, par la méthode usuelle Fy(f). Détaillons cette méthode.

) |

SISO

Soit u = (z,y, 2) € R3. Notons U = Mat z(u) = (

uEEl(f) <~ U€E1(M)
<~ (M—Ig)UZ 0///3’1(R)

0 0 O T 0
= 0 -1 -1 y| =10
0 1 1 z 0

0 =0 0 =0

L3« L+ Ly
= -y — 2z =0 = -y — 2z =0
y + 2 =0 0 =0
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~
On obtient alors :
Ei(f) = {(@y,2)eR| y=—2}
= {(z,—2,2) €R3| (z,2) eR?}
= {2-(1,0,0)+y-(0,-1,1) | (z,2) € R?}
= Vect( (1,0,0), (0,—1,1))
= Vect( (1,0,0), (0,1,—1) ) = Vect (u1,u2)

Comme : E1(f) # {04, ,(r)}, le réel 1 est bien valeur propre de f et E1(f) est le sous-espace

propre associé & cette valeur propre.
\ D 7

b. Déterminer un vecteur ug de R3 tel que : f(u3) — u3 = us.

Démonstration.
T 0
Soit ug = (m,y,z) € R3. Notons Us = Mat%(U3) =|y| et U= Matg(m) = 1].
z -1
f(U3) — U3 = U2 < (f — idRs) (U3) = U2
— (M — 1I3)Us = Uy
0 0 0 T 0
= 0 -1 -1|[y] =11
0 1 1 z —1
0 = 0
= -y — z = 1
| y + z = -1
( 0 =0
Ls < L3+ Lo
— -y — z =1
0 =0

En prenant z = 0 et y = 0 (par exemple), on obtient uz = (0,0, —1).

Commentaire \

On démontre ici que tous les vecteurs (z,y, z) vérifiant y + z = —1 sont solutions de I’équation
énoncée. Autrement dit, tous les vecteurs s’écrivant sous la forme (z, —1 — z, z), ol x et y sont
des réels quelconques, sont solutions. On a choisi z = 0 et z = —1 (ou y = 0) par simplicité.

Mais on aurait trés bien pu faire d’autres choix comme :

(1,0,-1), (1,-2,1), (1,-3,2), (0,—2,1), (0,-1,0)...
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c. Montrer que la famille %] = (u1, us, u3) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille (u1, ug,us) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A1 - uy + Ag - ug + A3 -ug = Os.

Les équivalences suivantes sont vérifiées.
A1-up+ Az ug + Az - uz = Ogs
— (>\17 >\23 _>\2 - )\3) = (07070)

A1 =0

e /\2 =0

— X — A3 =0
Ly« Ly + Ly A1 =0
< )\2 =0
— X3 =0

< {)\1:)\2:)\320

Ainsi, %1 = (u1,us,u3) est une famille libre de R3.

e On a alors :

x la famille (ug,ug,us) est une famille libre,
x Card ((u1,u2,u3)) = 3 = dim(R?).

Ainsi, %1 = (u1,ua,u3) est une base de R3.

Commentaire \

« Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille (uj,ug,us) est un
ensemble qui contient 3 vecteurs. Elle est donc finie, de cardinal 3 (ce qu’'on note
Card((u1,uz2,u3)) = 3).

« Vect (u1,ug,us) est espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires
des vecteurs (u1,uz,uz). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de
son cardinal. Par contre, si ’on dispose d’'une base (u1, ug,u3) d'un espace vectoriel,
tout vecteur se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner
une représentation finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card g, u3) ) et di —tr3, U3)) n’ont aucun sens !
\ 7 D

On admet que %y = (u1, —ug,u3) est également une base de R3.

Commentaire \

Ce résultat se démontre sans pein. En effet, la famille $By = (u1, —u2, ug) est :
x génératrice de R? puisque : Vect (u1, —ug, ug) = Vect (u1, ug, u3z) = R3.

x de cardinal Card ((u1, —u2,u3)) = 3 = dim (R?).

Ainsi, la famille %, est bien une base de R3.

\.
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7. a. Ecrire la matrice M; de f dans la base #; et la matrice My de f dans la base Hs.

Démonstration.
Déterminons tout d’abord M; = Matg, (f).

e flur)=ur=1-u1+0-u2+0-us.

Ainsi : Matg(f(u1)) = (1)
0
o flug) =ug=0-u;+1-ug+0-us.
Ainsi : Matg(f(uz2)) = (1)
0
. f(U3)ZUQ+U3:O'U1+1~ZL2+1"LL3.
Ainsi : Matg(f(us)) = (1)
1

Finalement : M; = Matg, (f) =

S O =
o~ o
— = O

Commentaire

o Cette écriture permet de démontrer que 1 est 'unique valeur propre de I’endomorphisme
f. En effet, comme M; est une matrice triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses
coeflicients diagonaux. Ainsi :

Sp(f) = Sp(M1) = {1}

Ainsi, 'endomorphisme f posséde une unique valeur propre. On en déduit, en procédant
par Iabsurde, que f n’est pas diagonalisable. En effet, si on suppose f diagonalisable,
M = Matg, (f) l'est aussi. Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice
diagonale D € .#5(R) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M; (ainsi
D = I3) telles que My = PD P~' = PI3 P! = I3. Ce qui est absurde.

o L’endomorphisme f n’étant pas diagonalisable, on se rabat sur une propriété plus faible :
existe-t-il une base dans laquelle la représentation matricielle de f est triangulaire su-
périeure 7 Cette propriété est beaucoup plus simple & obtenir notamment si ’on accepte
d’utiliser des matrices dont les coefficients sont complexes (hors de portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) I’endomorphisme f.

e Si un endomorphisme f: E — FE est triangularisable, comment le triangularise-t-on 7
Notons Aq, ..., Ay les valeurs propres de f. On cherche alors une base de chaque sous-
espace propre Iy, et on considere la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc F serait diagonalisable.

Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de F.
Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

o C’est la méthode développée dans cet énoncé. Ici, f n’a qu’'une valeur propre. Le sous-espace
propre E1(f) a pour base la famille (ul, 'LLQ). On compléte alors cette famille en ajoutant
us. La matrice représentant f dans la base %) ainsi formée est bien triangulaire supérieure.
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Déterminons maintenant My = Mat g, (f).
. f(ul) =ur=1-u; +0- (—UQ)+0'U3.

1
Ainsi : Matg(f(u1)) = (0)

0
o f(—u2)=—u2=0-u;+1-(—u2)+0-us.

0
Ainsi : Matg (f(—ug)) = (1)
0
. f(U3> :U2+U3:0'u1*1'(*u2)+1‘ug.

0
Ainsi : Matg(f(us)) = (—1).

1

1 0 0
Finalement : My = Matg, (f) = (0 1 —1).
00 1

b. Justifier que les matrices M7 et Ms sont semblables, et calculer M7 Ms.

Démonstration.

o Les matrices M; et Ms sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme f dans

des bases différentes.

o Par ailleurs :

1 00\/L 0 0 100
MiyM, = [0 1 1|01 -1] = [0 1 0
00 1/\0oo0 1 00 1

Ainsi : M7 My = I3. On en déduit que les matrices M7 et My sont inversibles
et inverses 'une de autre.

8. En déduire que les matrices M et M~! sont semblables.

Démonstration.
Notons P = Py #, et QQ = Py 3,.
o D’apreés la formule de changement de base :
Matg(f) = Ppz x Matg (f) x Pg »
I I I I

M = P X M, x Pl

On en déduit : M~t = PM;1 P11

o Ainsi :
M~' = PM;'P!

= PMy;P~! (d’aprés la question 7.b))
= P(QMQ )Pt (d’apres la question 7.a))

(PQ)M(PQ)™"

Les matrices M et M1 sont semblables.
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PARTIE C : Troisiéme exemple

1 -1 1
On considére la matrice T' de .#5(R) définie par : T' = (O 1 1) .

0 0 1
On note I3 la matrice identité de .Z5(R) et on pose : N =T — I.

9. Justifier que la matrice T" est inversible. Est-elle diagonalisable ?

Démonstration.

o La matrice T est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres sont donc ses coeflicients diagonaux.

Sp(T) = {1}

o Le réel 0 n’est pas valeur propre de T'.

On en déduit que T est inversible.

« Démontrons que T n’est pas diagonalisable. On procéde par I’absurde.
Supposons que 1" est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice diagonale D € .#5(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de T telles que T = PDP~1.
Or 1 est la seule valeur propre de T'. Ainsi D = I3 et :

T = PP ' = PLP ! = I3
Absurde!

La matrice T n’est pas diagonalisable. O

10. a. Calculer N3 puis (I3 + N) (I3 — N + N?).

Démonstration.
o Tout d’abord :

0 -1 1
N3 = (T-13)? = (0 0 1)(

0 0 0
1 0 -1 1 0 0 O
ojfo o -1] =100 0
0 0 0 O 0 00

Ainsi : N3 =0 4, (r)-

o D’autre part :
(Is+ N)(Is — N+ N?) = (I3 — XN+ X&)+ (¥ — X + N?)
= Ig—NS = I3 (C(ZT’N3:0(//[3(R))

(I3 + N)(Is— N + N?) = I3 O

b. En déduire une expression de 7! en fonction de I3, N et N2.

Démonstration.
Par définition : T'= I3 + N. Ainsi, d’aprés ce qui précéde :

T(I3— N+ N?) =1

On en déduit que T est inversible d’inverse 771 = I3 — N + N2, O

34



E2A Mathématiques

11. On note g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est N.

a. Justifier quil existe un vecteur u de R? tel que : g o g(u) # Ogs et go go g(u) = Ogs.

Démonstration.
00 1

« Tout d’abord, d’aprés la question 10.a) : N> = [0 0 —-1]| # 0 z3(R)-
00 O

e Or:

(par isomorphisme

2 2
N-# 0w & 9 7 0gms) de représentation)

& JueR3 g%(u) # Ops

& JueR3 gog(u) # Ogs

Ainsi, il existe u € R3 tel que : g o g(u) = Ogs.

o Enfin, comme N3 =0 ona: g3 = 0g s (toujours par isomorphisme de représentation).
) M3 (R)s g 2 (R3)

On en déduit : go go g(u) = Ogs. .

b. Montrer que la famille &3 = (g o g(u), g(u), u) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille (g o g(u), g(u), u) est libre.
Soit (/\1, Aa, )\3) € R3.
Supposons : A1 -gog(u) + Aa-g(u) + Az -u = Ops (*).

« Par linéarité de g2, on obtient, en appliquant g2 de part et d’autre de 1’égalité :

M gHa@) + Az - gHA) + X5 gP(u) = g (Ops)
I I

Az g2 (u) Ogs

En effet, comme g% = 0o (r3) alors gt=go 02 ®s) = 0.2®s)-
Et en particulier : ¢3(u) = Ogs et g*(u) = Ogs.

Comme \; - g?(u) = Ogs et g?(u) # Ogs, alors : A3 = 0.

« L’égalité () se réécrit alors : A1 - g2(u) + Ag - g(u) = Ops.
En appliquant g de part et d’autre, on obtient alors :

M -giéﬁf—%)\z-g?(u) = Ogs

On en déduit, comme ci-dessus : Ao = 0.

« L’égalité (x) se réécrit alors : Ay - g%(u) = Ops.

On en conclut une nouvelle fois : A3 = 0.

Ainsi, la famille (g%(u), g(u),u) est bien libre.
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o La famille F = (¢%(u), g(u), u) est :
x libre.
« de cardinal : Card(F) = 3 = dim(R3).

Ainsi, la famille F est une base de R3. 0

c. Ecrire la matrice de ¢g dans la base %s.

Démonstration.
e 9(*(u)) = ¢*(u) = Ops = 0- g*(u) + 0 - g(u) +0 - u.

Ainsi : Matg, (g (9 (w))

~—
I

Ainsi : Matg, (9(u)) = | 1

010
Finalement : Matg,(g) = [0 0 1].
0 00

O
d. Calculer N2 — N et en déduire que les matrices N et N2 — N sont semblables.
Démonstration.
e Tout d’abord :
00 1 0 -1 1 010
N>~-N = (00 -1]—-f0o 0o -1 = (001
00 O 0 O 0 0 0 0
Ainsi : N2 — N = Mat g, (g).
e Or, d’apreés la formule de changement de base :
Matg(9) = Pzz, x Matg(9) X Pz,
I I I I
N = R x (N?-N) x R™' (ennotant R= Py z,)
Ainsi, les matrices N et N2> — N sont semblables. 0
12. Montrer que les matrices T et 7! sont semblables.
Démonstration.
D’aprés la question précédente :
RT'R' = R(I3— N+ N?*)R! (d’apres la question 10.a))
= RLR'+R(N*-N)R!' = L+N =T
Ainsi, T = RT-' R~ et les matrices T et T~' sont semblables. O
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EDHEC 2019 - commutant

0 1 1 1 00
On considére les matrices A = (2 3 2) et I = (0 1 0) .

1 -1 0 0 01
On note f l'endomorphisme de R? dont A est la matrice relativement a la base canonique & =
(e1, ez, e3) de R3 et id 'endomorphisme identité de R? dont la matrice est I.

1. a) Déterminer (A — I)2.

-1 1 1\ /-1 1 1
(A-1)? = |-2 2 2|[-2 2 2| =
1 -1 -1)\1 -1 =1

(A—=1)? =0 4m O

Démonstration.

o O O
o O O

o O O
\/

b) En déduire que A est inversible et écrire A~! comme combinaison linéaire de I et de A.

Démonstration.

o Calculons tout d’abord :

(car la matrice I commute avec A,
matrice de méme ordre)

(A-1? = A2-2A+1

« Ainsi, d’apreés la question précédente :

A2 —2A+1 = 01///3(R)
donc —A242A = T
et A(-A+2I) = 1

2 -1 -1
On en déduit que A est inversible d’inverse A™! = —A 4+ 2] = ( 2 -1 —2) )
-1 1 2

2. On pose A= N+ 1.

Autrement dit, on note N € .#3(R) la matrice définie par : N = A —I. ]

a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ comme combinaison linéaire de I et de N
puis I’écrire comme combinaison linéaire de I et A.

Démonstration.
« On a démontré en question 1.a) : N? = (A — I)2 =0 5r)-

On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2, N¥ =0 M5(R)-
(ou alors on remarque : Yk > 2, N¥ = N2 NF—2 = 0.z3(r) NF=2 = O{///?)(R))
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« Les matrices I et N commutent (car I commute avec toutes les matrices du méme ordre).

e Soit n > 1. D’aprés la formule du binéme de Newton :
= wanr = (7)ot oo
INF = 3 (”) N* (car :Yj €N, I =1)

)
— Zl: <Z) NE 4 (Z) NF (ce découpage est
)

valable carn > 1)

Nk (car :Vk =2, N* =0 4r®))

eDeplus: I —0-N=1 et A" =1.
La formule précédente reste valable pour n = 0.

‘ Ainsi, pour tout n € N, A" =1+4+nN.

Commentaire

« La «relation de Chasles » stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

Yooup= Y, up+ Y u
k

k=m k=m :p+1

(la somme la plus a droite est nulle si p=n)
ou (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc essentiel pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit donc étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N*¥ =0 #5(R)- Elle est dite nilpotente d’indice 2 (ce terme
n’est pas au programme et il est préférable de ne pas I'utiliser dans une copie). Si elle avait
été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas n = 0 et n = 1 (le découpage
de la somme est alors valable pour n > 2).

\.

o Enfin, pour tout n € N :

A" = I4+nN = I+n(A-I) = 1—-n)I+nA

VneN, A" = (1-n)I+nA
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b) Vérifier que I'expression précédente est aussi valable pour n = —1.
Démonstration.
« Tout d’abord : A=' =21 — A d’aprés la question 1.b).
o D’autre part : (1 —(=1))I+(-1)A=21-A.
La formule précédente est aussi valable pour n = —1. ]

3. a) Utiliser la premiére question pour déterminer la seule valeur propre de A.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, le polynéme Q(X) = (X —1)? est un polynéme annulateur de

\.

Commentaire

la matrice A. Ainsi : Sp(A) C {racines de Q} = {1}.

Ainsi : Sp(A) C {1} et 1 est 'unique valeur propre possible de A.

o Une matrice A € #,(R) posséde TOUJOURS un polyndéme annulateur non nul Q.
On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu’il existe toujours un tel
polynéme de degré (au plus) n.

e Si @ est un polyndéme annulateur de A alors, pour tout o € R, le polynéme a @) est toujours
un polynoéme annulateur de A puisque :

(@@Q)(4) = aQ(A) = 0.4,®)

Cela suffit & démontrer que A posséde une infinité de polynémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur
de A puisque :
R(A) = (A-51)Q(A) = 04,(®)
Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

o Les racines d’'un polynome annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de A.
Si c’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par
exemple, comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polyndéme annulateur, un tel raisonnement
permettrait de démontrer que 5 est aussi valeur propre.

« Démontrons que 1 est valeur propre de A.

-1 1 1
A-T = | -2 2 2
1 -1 -1

Cette matrice est non inversible car posséde 2 colonnes colinéaires (Cy = —C1).

On en déduit que 1 est 'unique valeur propre de A.
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b) En déduire si A est ou n’est pas diagonalisable.

Démonstration.

Démontrons que A n’est pas diagonalisable. On procéde par ’absurde.

Supposons que A est diagonalisable.

Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice diagonale D € .#3(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A telles que A = PDP~!,

Or 1 est la seule valeur propre de A. Ainsi D =1 et :

A=PLP!'=PLP!' =1
Absurde!

La matrice A n’est pas diagonalisable. O

4. On pose u; = (f —id)(e1) et ug = e1 + es.
a) Montrer que le rang de f — id est égal a 1.

Démonstration.
rg(f —id) = rg(A—1I)

-1 1 1
= rg -2 2 2
1 -1 -1
-1 1 1 1
= rg 21,1 2|, 2 = 1g 2 =1
1 -1 -1 -1

1

La derniére égalité est vérifié car la famille ( 2 ) est libre (constituée uniquement d’un
-1

vecteur non nul).

Ainsi : rg(f —id) = 1.

b) Justifier que (ug,usz) est une base de Ker(f —id).

Démonstration. .
Notons E; = Matg(e1) = (0), Es = Matg(e2) = (8) et Uy = Matg(uy), Uy = Matg(us).
« Remarquons tout d’abord(? 1
Matss(ur) = Mats((f —id)(er))
= Matg(f —id) x Matg(e;)

= (Mat:@(f) — Mateog(id)) x Mat z(e1) (par linéarité de Mat z(-))

— (A-D B = (_é : é)(é)
1 -1 -1 0

1
_ (_2) = Mat@((—l,—2al))

1

Par isomorphisme de représentation, u; = (-1, -2, 1).
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-1 1 1 -1 0
Puis:Matgg((f—id)(ul)) = (A-I) U, = (_2 2 2) (-2) = (o) = Mat((0,0,0)).
-1

1 -1 1 0

Ainsi : (f —id)(u1) = Ogs, c’est-a-dire : u; € Ker(f — id).

Commentaire

On pouvait ici opter pour une présentation plus élégante :
(f=id) (w) = (f—id) ((f —id)(er))

— (f—id)?(e1) = Ogs (car (f —id)? = 0.0(@s)

puisque (A —I)? = 0.4(®))

La présentation choisie est plus calculatoire. Cela a un intérét : on obtient la valeur de w.

\.

« Ensuite :
Matg ((f —id)(uz)) = Matg(f —id) x Matg(u;)

= (A-1)(E1+ E3)

-1 1 1 1 0
- (-2 2 2)(0) = (0) = Mat((0,0,0))
1 -1 -1 1 0

On en déduit, par isomorphisme de représentation : (f —id)(u2) = Ops.

Ainsi : ug € Ker(f —id).

Commentaire

o L’énoncé ne donne pas directement accés & f mais a A, sa matrice représentative dans
la base . La base £ étant fixée, I'application Maty(.), appelée parfois isomorphisme
de représentation, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces
vectoriels en des propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)
[+ E — E endomorphisme <— Matg(f) € #,(R)
f bijectif +— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :
f +«— A
f—id +— A-1
(f —id)(u2) = Ops  +— (A—1)x Uz =04, ,(w)

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété
d’un monde & 'autre. Il est donc indispensable d’étre a ’aise sur ce mécanisme.
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« Enfin, par théoréme du rang :
dim (R%) = dim (Ker (f—id)) + rg(f —id)
I I
3 1
On en déduit : dim (Ker (f —id)) = 3—-1 = 2.
dim(Ker (f —id)) = 2

« La famille F = (u1,uz) est :
x libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires ((—1,—2,1) et (1,0,1)).

x de cardinal Card (.7-') =2=dim (Ker (f — id)).

On en déduit que la famille F est une base de Ker ( f- id).

Commentaire \

o On peut aussi déterminer le noyau de f — id par résolution de systémes.
Détaillons cette méthode.

T
e Soit u = (,y,2) € R3. Notons U = Matg(u) = (y)

z

uEKer(f—id)

11

(f —id)(u) = Ogs
(A nu = 0.z, ()

2300

- + y + =z =0
= —2x+2y+2z:

!

[en}

Ly Ly — 214
Ly + L3+ Ly
—

— = z
Finalement, on obtient I'expression de Ker(f) suivante :

Ker(f—id) = {(z,y,2) eR® |z =y+2}
= {(y+zy,2) | (y.2) eR?}
= {y-(1,1,0)+2-(1,0,1) + | (y,2) € R?}
= Vect ((1,1,0),(1,0,1))

o On remarque que la famille génératrice trouvée n’est pas celle qui est présente dans
I’énoncé. Cependant, comme : (—1,-2,1) = —2-(1,1,0) + (1,0,1), on a :

Vect ((1,1,0),(1,0,1)) = Vect ((—1,-2,1),(1,0,1)) = Vect (u1,usz)
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5. a) Montrer que la famille (u1,us,e1) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille (u1,usg,e1) est libre.
Soit ()\1, Ao, )\3) € R3.
Supposons : A1 - up + Ay -ug + Az -e; = Ogs (x).
x Par linéarité de f — id, on obtient, en appliquant f —id de part et d’autre de ’égalité :

M- (f BT + da - (f—iem] + N - (f —id)(e1) = (f — id)(0gs)
I I
A3 - U Ogs
En effet, comme u; et us sont deux éléménts de Ker ( - id) alors :

(f —id)(u1) = Ogs = (f —id)(u2)

Comme A3 - u; = Ogs et wu; # Ogs, alors : A3 = 0.

x L’égalité () se réécrit alors : Aj - ug + A2 - ug = Ogs.
Or, d’aprés la question précédente, la famille (uq,ug) est libre.

On en déduit : A\ = Ay = 0.

Finalement, \y = Ao = A3 = 0 et la famille (u,uz,e1) est bien libre.

Commentaire .

« Il était une nouvelle fois possible de procéder par résolution de systéme.
Détaillons ce point.

« Montrons que la famille (u1,usg,eq) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A1 - ug + Ao -ug + A3 -e; = Ops.

Les équivalences suivantes sont vérifiées.

)\1-U1+)\2'UQ+/\3~61:OR3

= A (—1,-2,1)+ A2+ (1,0,1) + A3 - (1,0,0) = Ops
= (=M1 + X2+ A3, =221, A+ A2) = (0,0,0)
“A1 + A+ A3 =0
< -2\ =0
A1+ A = 0
[N e ke b=
<~ — 2)\2 — 2)\3 =0
2X + A3 = 0
Ly Ly + Ly At A+ A =0
< — 2 =0
— X3 =0

<~ {/\1:)\2:)\3:0

(par remontées successives)

Ainsi, (ug,us,e1) est une famille libre de R3.
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e On a alors :
x la famille (u1,u9,eq) est une famille libre,
x Card ((ul,ug, el)) =3 = dim(R?).

Ainsi, (ug,ug,e1) est une base de R3.

Commentaire

« Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille (uq, ug, €1) est un ensemble qui
contient 3 vecteurs. Elle est donc finie, de cardinal 3 (ce qu’on note Card((u1,ug,e1)) = 3).

o Vect (u,ug,e1) est l'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires des
vecteurs (u1,ug, e1). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de son cardinal.
Par contre, si I'on dispose d’une base (u1,ug,e1) d'un espace vectoriel, tout vecteur se
décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner une représentation
finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card T, e1) ) et di 13, €1)) n'ont aucun sens !
L O

b) Déterminer la matrice 7' de f dans cette méme base.

Démonstration.
e flur)=1-u1 +0-ua+0-e; car u; € Ker(f —id) = E1(f).

1
Ainsi : Mat(ul,ug,el) (f(ul)) = (0
0

e flug) =0-u1+1-us+0-e; car ug € Ker(f —id) = Eq1(f).

0
Ainsi : Mat(ul’u%el)(f(uQ)) = (1
0

« Rappelons que par définition : v = (f —id)(e;) = f(e1) —e1.
On en déduit : f(e1) =1 -u; +0-u2+1-e€1.

1
Ainsi : Mat(uhu2’el)(f(€1)) =10
1
1 01
Finalement : Mat(y, u, e)(f) = |0 1 0| =T
0 0 1

Commentaire

o Rappelons tout d’abord que déterminer la matrice représentative de f dans la base
(u1,u2,e1) consiste a exprimer l'image par f des vecteurs up, ug, e; suivant cette méme
base (ul, ug, 61).

o Pour résoudre la question, on se sert ici une nouvelle fois de la correspondance entre le
monde des espaces vectoriels et le monde matriciel.

Ou peut ajouter la correspondance suivante a celle déja évoquée :

expression de f(up) dans (uj,ug,e1) <— expression de AU; dans (Uy, Uy, E)
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Commentaire

o Comme on ’a vu dans la question 8.b), ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable. Il n’existe
donc pas de base dans laquelle la matrice représentant f est diagonale.

o Dans ce cas, on se rabat sur une propriété plus faible : existe-t-il une base dans laquelle la
représentation matricielle de f serait triangulaire supérieure ? Cette propriété est beaucoup
plus simple & obtenir notamment si I’on accepte d’utiliser des matrices dont les coefficients
sont complexes (hors de notre portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) la matrice A.

o Considérer un espace vectoriel ' de dimesnion finie.
Si un endomorphisme f : F — E est triangularisable, comment le triangularise-t-on ?
Notons A1, ..., Ay les valeurs propres de f. On cherche alors une base de chaque sous-espace
propre Ey,(f) et on considére la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc F serait diagonalisable.
Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de F.
Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

o C’est la méthode développée dans cette question. Ici, f n’a qu'une valeur propre. Le sous-
espace propre E1(f) a pour base la famille (u1, uz). On compléte alors cette famille en ajoutant
e1. La matrice représentative de f dans la base (u1, u2, e1) obtenue est triangulaire supérieure.

-1 1 1
6. Soit la matrice P=| -2 0 0
1 1 0

Justifier I'inversibilité de P puis écrire la relation existant entre les matrices A, T, P et P71,

Démonstration.

« Notons %' = (uy,us,e1). Rappelons tout d’abord :

-1 1 1
-2 | = Matg (ul), 0] = Matgg(l@), 0
1 1 0

= Matg(e1)

On en conclut que P = Py 4.

Comme P est une matrice de passage, P est inversible.

Commentaire

On pouvait aussi effectuer un calcul de rang plus classique.

» 1%° méthode :
-1 11 -1 1 1
rg(P) = 1g| (-2 00 =rg||-2,10[,]0 = rg(Uy,Us, Ea) = 3
1 10 1 1 0
En effet, la famille (Uy, Us, E2) est libre car la famille (ug, ug, e2) 'est en tant que base de R3.
- 2% méthode :
-1 11 ii:éi;iﬁl -1 1 1 Ly« L3+ La -1 1 1
rg(P) =rg -2 00 = rg 0 -2 -2 = rg 0 -2 =2
1 10 0 2 1 0 0 -1

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et & coefficients diagonaux tous non nuls.
Elle est donc inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.
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« Notons &' = (uq,ug,e1). D’apreés la formule de changement de base :

Mat@(f) = P@y@/ X Mat@/(f) X P@/7@
I I I I
A = P X T x P71
On en déduit : A= PT P~ 1. 0

7. On note (El,ly ELQ, E173, E271, E272, E2’3, E3,1, E372, E373) la base canonique de %3(1@) et on
rappelle que pour tout (i, j) € [1,3]?, la matrice E; ; n’a que des coefficients nuls sauf celui situé a
l'intersection de la i®™¢ ligne et de la j°™¢ colonne qui vaut 1.

a) Montrer que ’ensemble E des matrices M qui commutent avec T', c¢’est-a-dire des matrices
vérifiant 1'égalité MT = TM, est le sous-espace vectoriel de .Z3(R) engendré par la famille
(Erg+ Es3, Ei2, E13, Eoo, Ea3). Vérifier que la dimension de E est égale a 5.

Commentaire

Le concepteur a décidé ici de décrire les ensembles dont on doit démontrer 1’égalité avec des
phrases mathématiques plutét qu’avec des symboles. Il faut savoir lire I'égalité souhaitée si
elle est énoncée sous la forme suivante :

{M e #R) | MT =TM} = Vect (E1+ Ez3, E12, E13, E22, Fa3)

Démonstration.

a; a2 as
Soit M € .#3(R). 1l existe donc (a1, as,as,...,a9) € R tel que : M = (a4 as ag).
a7 ag a9

e On a alors :

a; a2 as 1 01 1 0 1 a1 a2 ag
MT=TM <& as as ag |0 1 0] = |0 1 O)las as as
a7 ag a9 0 0 1 0 0 1 a7 ag a9

ar a2 aip+as ay+ar az+ag az-+ag
== a4 as a4+ ag = a4 as ag
a7y ag a7+ ag> ( ar ag a9 )
( ar = a1-+ary a; = 0
as = az+ag ag = 0
& a1 +a3 = az+ag & a; = ag
as+ag = ag ag = 0
ar+ag = ag a; = 0

Commentaire

o O O
S O O
S O =

On peut aussi poser R = ( ) de sorte que : T'= 1 + R. On a alors :

MT=TM & M(I+R =(I+RM & M+MR=M+RM < MR=RM

Cela permet d’obtenir plus rapidement les équations au-dessus.
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On en conclut :

(M € #3(R) | MT = TM}

ap az as ag as as
= {las a5 as| |a1=ag et ags=ar=as=0} = {[0 a5 as]| | (a2,a3,as,a6,a9) € R®}

a7 ag ag 0 0 ag
= {ag- (E11+ Es3)+ax-Ero+as- E13+as- Fas+ag- Eas | (az,as3,as,a6,a9) € R}
= Vect (E11 + E33, Ei2, E13, Eop, Eo3)

E =Vect (E11+ E33, E12, E13, Ea2, Ea3)

« Montrons que la famille F = (El,l + E33, B2, E13, Eo9, E2’3) est libre.
Soit ()\1, A2, Az, Adg, )\5) € RS,
Supposons : A1 - (E1,1 + E3,3) + Ao - Eio+ A3 - E1,3 + g - E272 + A5 - Eos3 = 0{///3(11@).
Ce qui se réécrit :

AMcoErit+ A Esst A Eio+ A3 Eig+ A Eoo+ As - Eag =0 4w

Or, la famille (El,l, Es33, Ei12, E13, Ea9, E273) est libre comme sous-famille de la base
canonique de .Z3(R) (qui est elle-méme libre). On en déduit :

Ainsi, la famille F est libre.

« La famille F est :
x libre.
x génératrice de F.

On en déduit que F est une base de F.
Ainsi, dim(F) = Card (F) = 5.

O
b) Soit N une matrice quelconque de .#3(R). Etablir I'équivalence :
NA=AN <« (P'NP)T = T(P7'NP)
Démonstration.
NA = AN

& N(PTPY)=(PTPY)N (d’apres la question 6.)
& PINPTP!'= (P_lP) TP'N (en multipliant & gauche par P~1)
& PINPT(P'P)=TP'NP (en multipliant a droite par P~1)
& (PINP)T =T (P'NP)

NA=AN & (P!NP)T =T (P"'NP) O
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¢) En déduire que 'ensemble F' des matrices qui commutent avec A est le sous-espace vectoriel de
M3(R) engendré par la famille (P (Ey1+E33) P~ PE o P~ PE 3P~ PEy s P"', PE,3 P71).

Commentaire .

Ici aussi, le concepteur a préféré décrire les ensembles plutot que de les écrire avec des symboles
mathématiques. On aurait pu écrire I’égalité souhaitée sous la forme suivante.

F = {Ne.#R)| NA=AN}
= Vect (P (El,l + E3’3) Pil, PELQ Pil,PELg Pil, PE272 Pil, PE2’3 Pil)

\. J

Démonstration.
NeF
& NA=AN (par définition de F)
& (PleP) T=T (PleP) (d’apres la question précédente)
& P7INP e E = Vect (Erg+ Es3, Evo, Ei13, Eaa, Eo3) (par définition de E et question 7.a))
& 3(A1, A2, A3, M, A5) € RS,

PINP=X-(E11+FE33)+X-Eio+X3-E13+ A+ Fag+ A5 Fag
(A1, A2, A3, Aa, As) € RS,
N=P <)\1 (Eii+Es3)+ X Eio+A3-Ei3+ - Eao+ X5 E2,3) p1

& 3(A1, A2, A3, M, X5) € R,
N=X P(Ei1+Es3)P L+ - PE o P P+ A3- PE 3P L+ N\ PEsg P71+ )5 PEy3 P71

3

& N e Vect (P(Eyy+Es3) P L, PE 2P PE 3P, PEyy P~ PE,3P™)

On a bien : F = Vect (P (E11 + E33) P~ PE1 2 P~ ,PE 3P~ PEy,, P~} PE,3 P7!).

Commentaire .

« Résumons le procédé mis en place lors de la question 7. On souhaite déterminer 1’ensemble
F' des matrices qui commutent avec A (cet ensemble s’appelle le commutant de A). Pour
ce faire, on commence par déterminer F, I’ensemble des matrices qui commutent avec la
matrice triangulaire supérieure 7' (question 7.a).

Puis, en question 7.b), on établit un lien entre F et F': N € F & (PleP) e FE.
Cela permet enfin de déterminer F en 7.a).

o Cette question 7 illustre un procédé fréquent en mathématiques. Déterminer F' de maniére
directe est difficile. Procéder comme en 7.a) n’est pas judicieux. En effet, si 'on essaie
de déterminer par équivalence les contraintes que la propriété AN = N A impose sur les
coefficients d’une matrice N quelconque, on obtient un systéme qui est difficile & résoudre.
Il faut noter que la complexité de cette résolution provient de 'aspect de la matrice A.
Déterminer le commutant d’'une matrice diagonale est plutét simple. On se pose donc la
question de savoir si la matrice A admet un représentant sous forme diagonale. Plus formel-
lement, on cherche s’il existe une base dans laquelle I’endomorphisme f est diagonalisable.
Ici, on seulement réussi & exhibé une base dans laquelle la matrice représentative T' de f
est particuliérement simple (7' = I + R). On peut donc déterminer le commutant de 7'. Et
en déduire, par les étapes décrites dans le point précédent, le commutant de A.

o On retiendra cette idée générale : lorsqu’on cherche des propriétés sur f, il est souvent
préférable d’utiliser la représentation de f la plus simple & manipuler. O
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EML 2017 - endomorphismes de polynémes

On note E = Ry[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & 2 et & = (1, X, X?)
la base canonique de E. Pour tout polynéme P de E, on note indifféremment P ou P(X).

Pour tout (o, 3,7) € R3, la dérivée P’ du polynéme P = a+ BX +vX? est le polynéme P’ = 3+2vX,
et la dérivée seconde P” de P est le polynome P” = 2.

On note, pour tout polynéme P de F :

a(P)=P—XP, bP)=P-P, ¢P)=2XP—(X*-1)P

Par exemple : a(X?) = X? — X(2X) = —X2.
Enfin, on note f =boa—aob.

Commentaire

L’énoncé prend partie de noter indifferemment P et P(X), ce qui permet d’alléger les notations.
En contrepartie, ce choix peut amener & des confusions sur les objets manipulés. Afin d’éviter ces
confusions, on évitera, dans ce corrigé, d’utiliser ’abus de notation autorisé par 1’énoncé.

Partie I : Etude de a

1. Montrer que a est un endomorphisme de E.

Démonstration.

« Montrons que a est une application linéaire.
Soit (P1, P) € E? et (A1, \2) € R2.
(e -Pi+Xa-P))(X) = (M-Pidda-P)(X) =X (M- P+ X B)(X)
= M -P(X)+ X P(X)—X ()\1 P{(X) 4+ Ao - Pé(X))
= M- -P(X)+ X Po(X)— A\ - XP{(X) — \a- XPy(X)
= A (PX) = XP{(X)) + A2 - (P (X) — XPy(X))
= A (a(P)(X) + A2 - (a(P2)) (X
= (/\1 a(P1) 4+ X2 - a(P))(X)
Et ainsi : a(A1 - PL+ A2+ Po) = A1 - a(Py) + Ao - a(P).
« Montrons que a(E) C E. Autrement dit, montrons que pour tout P € E, a(P) € E.
Soit P € E. Alors il existe (a, 3,7) € R? tels que P(X) = a + 83X + vX2. Donc :
(a(P)(X) = PX)-XP(X)
= a+BX +7X?% - X(8+29X)
= X2 +a

Ainsi, a(P) est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 : a(P) € E.

On en déduit que a est un endomorphisme de F. 0
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2. a) Montrer que la matrice A de a dans la base # de E est A = (

o O =
o O O
‘OO
—_

\—/

Démonstration.
Pour éviter les confusions, on notera & = (Py, P1, P2) la base canonique de Ry[X] :

PO(X):17 Pl(X):X7 P2(X):X2
e (a(Py))(X) =Py(X) = X x P)(X) =1—0=1= Py(X). On en déduit :
a(Py)=1-Py+0-P,+0-P,

1
Et ainsi : Matg(a(FPp)) = (O)
0
e« (a(P)) =P(X)— X x P{(X)=X — X =0. On en déduit :
a(P)=0-Py+0-P+0-P,
0
Ainsi : Matg(a(P1)) = {0].
0
e (a(P))(X)=Py(X)— X x Pj(X) = X? - 2X? = —X? = —P5(X). On en déduit :

CL(PQ):O'PUjLO'Pl*l-PQ

0
Ainsi : Matg(a(P)) = ( 0 )

-1
1 0 O
On en conclut : A =Matg(a) =0 0 0 |.
0 0 -1 0
b) Déterminer le rang de la matrice A.
Démonstration.
10 0 o 10 0\\ Low 1 0 0
rg(A)=rg | |0 0 O = r1g| |0 0 O = rg| |0 -1 0 =2
0 0 -1 0 -1 0 0 0 O
rg(A) =2 O

3. L’endomorphisme a est-il bijectif ? Déterminer Ker(a) et Im(a).

Démonstration.
« Tout d’abord : dim(Im(a)) = rg(4) = 2 # 3 = dim(E).
Donc Im(A) # E. Ainsi 'endomorphisme a n’est pas surjectif.

On en déduit que 'endomorphisme a n’est pas bijectif.

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(F) = dim(Ker(a)) + rg(a)
3 2

D’ou : dim(Ker(a)) = 1.
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D’aprés la question précédente : a(Py) = 0. Ainsi P; € Ker(a).
La famille (P;) est une famille libre, car elle est constituée d’un polynéme non nul.
Comme Card((P;)) = 1 = dim(Ker(a)), on en déduit que (P;) est une base de Ker(a).

Ker(a) = Vect (P;)

o Par caractérisation de I'image d’une application linéaire :
Im(a) = Vect (a(Py), a(Pi), a(Py)) = Vect (Py, 0, —P3) = Vect (Py, P»)

Ainsi :

x la famille (Pp, P») engendre Im(a).

x Card ((Py, P,)) = 2 = dim (Im(a)).

La famille (Py, P») est donc une base de Im(a).

Im(a) = Vect (Py, P»)

Commentaire .

o On peut aussi utiliser le spectre de A pour déterminer si a est bijectif.
Détaillons cette méthode.

La matrice A est diagonale. Ainsi, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux
et : Sp(A) = {—1,0,1}. Or, comme A est la matrice représentative de ’endomorphisme
a dans la base £ :

Sp(a) = Sp(A4) = {~1,0,1}
Le réel 0 étant valeur propre de a, 'endomorphisme a n’est pas bijectif.

o Il est possible de déterminer Ker(a) par le calcul. Détaillons cette méthode.

Soit P € E. Il existe donc (z,y,2) ER3 tel que P=x-Py+y- P+ 2 - P».

N e R

Ainsi Matg(P) = (

x 0 T = 0
PeKer(a) & a(P)=0p & Aly|=(0]| & 0 = 0
z 0 -z =0
Donc :
Ker(a) = {z-Php+y-Pi+z-PhecE|x=0etz=0}
= {y-P|yeR}
= Vect (P)
\ JD

On admet, pour la suite de ’exercice, que b et ¢ sont des endomorphismes de FE.
On note B et C les matrices, dans la base Z de E, de b et ¢ respectivement.
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Partie II : Etude de b
4. Montrer que b est bijectif et que, pour tout Q@ de E,ona: b 1(Q)=Q + Q" + Q".

Démonstration.

« Notons g : E — FE l'endomorphisme de E qui a tout @ € E associe g(Q) =Q + Q" + Q".
Il s’agit de démontrer que b est bijective, de réciproque g. Pour ce faire, on démontre :

bog=idy et  gob=idg
« Soit P € FE.
(bog)(P) = b(a(P))
— b(P+ P+ P
= b(P)+b(P")+ b(P") (par linéarité de b)
= (P-P)+ (P —P")+(P"—P")
— P—P"”

_ p (P" =0 car P est un

polynéme de degré au plus 2)

On en déduit : bo g = idg.
De méme :

(gob)(P) = g(P—P')
= (P-P)+(P—P)+(P-PY
— P_P/+PI_P//+P1/_P/1/:P_P/l/:P

Les applications g et b sont bijectives et réciproques 'une de l'autre.
On en déduit notamment : VQ € E, b"1(Q) = g(Q) = Q + Q"+ Q".

Commentaire

« Rigoureusement, tant que I'on n’a pas démontré que b est bijective, on ne peut utiliser la
notation b~!. C’est pourquoi on introduit 'application g en début de démonstration.

e L’énoncé fournit explicitement I’endomorphisme ¢g. Dans ce cas, pour démontrer que b est
bijectif et que b~! = g, il suffit de vérifier les égalités :

bog=idg et gob=idg

« L’espace vectoriel E étant de dimension finie, il est méme possible de ne démontrer qu'une des
deux égalités précédentes. Plus précisément, si b et g sont des endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie F :

b et g sont bijectives,

bOg:ldE‘ = {blzg et gilzb

(la propriété réciproque est évidemment vérifiée)

o On peut énoncer un résultat similaire dans I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
Plus précisément, si A et B sont des matrices de ., (R) :

AB=In = \ A4 _pB o Bloa

{ A et B sont inversibles,
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5. a) Montrer que b admet une valeur propre et une seule et déterminer celle-ci.

Démonstration.

o« Comme B est la matrice représentative de b dans la base 4 :

On commence donc par déterminer cette matrice B.

<« (b(Py))(X) = Po(X) — Bj(X) =1 = Py(X). On en déduit :

b(Py)=1-Py+0-P +0-P

1
Et ainsi : Matg(b(Fy)) = (0 .
0

< (b(P))(X) = PA(X) —

N

(X)=X—-1=—-Fy(X)+ Pi(X). On en déduit :

b

—~

Pl):—l-P0+1'P1+O-P2

1
0
x (b(P2))(X) = Pa(X) — Py(X) = X? = 2X = =2 Pi(X) 4+ P2(X). On en déduit :

-1
Et ainsi : Matg(b(P1)) = (

b(Pl):O-P0—2-P1—|—1-P2

0
Et ainsi : Matz(b(P2)) = (—2).
1

On en déduit : B = Matg(b) = (0 1 -2

o =
o ‘

—_

= o

\_/

o La matrice B est triangulaire supérieure.
Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux et Sp(B) = {1}.

On en déduit : Sp(b) = Sp(B) = {1}.

b) L’endomorphisme b est-il diagonalisable ?

Démonstration.

Montrons par 'absurde que b n’est pas diagonalisable.

Supposons que b est diagonalisable, alors B = Matp(b) 1'est aussi.

Il existe donc une matrice inversible P € .#5(R) et une matrice diagonale D € .#5(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de B telles que B = PDP~!.

Or 1 est la seule valeur propre de B. Ainsi D = I et :

B=PDP '=pPip'=pplt=7p

Absurde!

On en déduit que b n’est pas diagonalisable.
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Commentaire \

o Il faut prendre le réflexe de penser a un raisonnement par I'absurde lorsque le résultat a
démontrer est formulé sous forme de négation (et pas d’affirmation comme c’est le cas
en général). A titre d’illustration, il faut penser a ce type de raisonnement pour :

x montrer qu’une suite N’est PAS majorée,

x montrer qu’'une matrice admettant une seule valeur propre N’est PAS diagonalisable.

Partie III : Etude de ¢

01 0
6. Montrer : C =12 0 2.
010

Démonstration.
o (c(P))(X)=2X x Py(X) — (X% —-1)x Pi(X)=2X=0-Py(X)+2-P(X)+0-PX)

Ainsi : Mat(c(By)) = (g)

e (e(P))(X)=2X x P(X) = (X2 = 1) x P{(X) = X2+ 1=1-Py(X) +0- P, (X) +1- Py(X)
Ainsi : Mat(c(Py)) = @

o (c(Py)(X) = 2X x Py(X) — (X2 = 1) x P(X) =2X = 0- Py(X) +2- Pi(X) +0- Py(X)

0
Ainsi : Matg(c(P)) = (2)
0

On en déduit : C = Matg(c) = (

SN O
—_ O =

o N o
N—————
]

7. L’endomorphisme c est-il bijectif 7

Démonstration.

01 0\\ Lo 1 0 1
rg(c) = rg(C) =rg| (2 0 2 = rg| (2 0
010 00

) B 2
On en déduit dim(Im(c)) = rg(c) = 2 # 3 = dim(E).
Donc : Im(c) # FE, ce qui implique que 'endomorphisme ¢ n’est pas surjectif.

0
2
0

Ainsi 'endomorphisme ¢ n’est pas bijectif.
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8. a) Déterminer une matrice R, carrée d’ordre trois, inversible, dont les coefficients de la premiére
ligne sont tous égaux & 1, et une matrice D, carrée d’ordre trois, diagonale, a coefficients diago-
naux dans l'ordre croissant, telles que C = RDR™.

Démonstration.

o Déterminons les valeurs propres de C.

Soit A € R.

On cherche les réels A tels que la matrice C' — AI3 n’est pas inversible, c¢’est-a-dire tels que

rg(C — \3) < 3.

rg(C — A1)

ot g(A) =2 + A2 = A2) = A(2+ (2 — \2)) =

L3 < L3 —

(z A)Ly

La réduite obtenue est triangulaire supérieure.
Elle est non inversible ssi I'un de ses coefficients diagonaux est nul. Ainsi :

rg
rg
rg
rg

rg

(i

(G
(
{
(

‘)
‘)

- 2
2-)2 2)
1 -
- 2
1 -
2-)22 2\
-2 2
1 =)
0 q(N)

A4 —A2) = A2 = \)(2+\).

rg(C—AI3) <3 & ¢g(\) =0 & Xe{0,2,-2}

Ainsi

: Sp(C) ={-2,0,2}.

« Déterminons Ey(C), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre 0.

X
Soit X = (y) € M31(R).

z

XeEklC) & CX= 0///3,1(]1@)
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On obtient alors :

Ey(C) = {(;) € Mi(R) |y=0et z=—z}

z

—z -1
= {(0) | ze R} = {z-(o) | z € R}
z 1

« Déterminons Es(C), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre 2.

X
Soit X = (y) € M31(R)

z

X e EQ(C) — (C — 2[3) X = 0‘%371(]1%)
-2 1 0 x 0
— 2 -2 2 |[y] =10
0 1 -2 z 0
-2z + y = 0
= 2 — 2y + 2z = 0
y — 2z = 0
Lo« Lo+ Ly _21' + y = O
= -y + 2z =0
y — 2z =0
L3+ L3+ Ly { —2x + y = 0
<~
y = 2z
Lie =L {—21’ = -2z
<~
y = 2z
= vT oz
y = 2z

On obtient alors :

Ey(C) = {G) € Ms1(R) | x =2z et y =2z}

z 1
= {(22) | ze R} = {z-(2> | z € R}
z 1
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« Déterminons E_5(C'), le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre —2.

z

X
Soit X = (y) € M31(R)

X e E_Q(C)

On obtient alors :

E_5(C)

o En résumé :

x C € .//3(R)

x C admet 3 valeurs propres distinctes : —2, 0, 2.

—

!

l

(C + 2.[3)X = O//fs(R)

+ v 0
+ 2y + 2z = 0
y + 2z = 0
+ ¥y =0
y + 2z =0
y + 2z =0
+ ¥y = 0
y = —2z
2z
Y —2z
= z
—2z

{(;) € M 1(R) | x=zety=—-2z}

{(—;z) | zeR} = {z- (—12) | z € R}
z 1

1
Vect -2
1

|

On en déduit que la matrice C' est diagonalisable.
Il existe donc une matrice R € .#3(R) inversible (R est la concaténation des vecteurs bases
des sous-espaces propres de C'), et D € .#3(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont
les valeurs propres de C, telles que C = RDR™.

-2 0 0
Enposant D=0 0 0
0 0 2

o

1
-2
1

1
0
-1

1
2) , on obtient bien : C = RDR™!.
1
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b) En déduire que ’endomorphisme c est diagonalisable et déterminer une base de E constituée de
vecteurs propres de c.

Démonstration.

o D’aprés la question 8.a), la matrice C est diagonalisable.
Or c’est une matrice représentative de ¢ dans la base 4.

On en déduit que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

e Une base de E constituée de vecteurs propres est alors la concaténation des bases des sous-
espaces propres de ¢ que 'on a déterminés a la question précédente.

De plus :
1
0 :Mat@(l'PoJrO'Pl*l'Pg),
-1
1
2 :Matgg<1-P0+2-P1+1-P2),
1
1
-2 :Matgg(l'Po—Q'Pl—Fl'Pg)
1

Donc :

EO(C) = Vect (PQ — Pg) s EQ(C) = Vect (P() + 2P + Pg) s E_Q(C) = Vect (P() — 2P + PQ)

Une base de F constituée de vecteurs propres de c¢ est alors
(PO —2'P1+P2,P0—P2,P0—|—2'P1 +P2)

Partie IV : Etude de f
9. Montrer : VP € E, f(P) = P'.

Démonstration.
Soit P € E.

(FPNX) = (boa(P)(X) = (aob(P))(X)
= B(P(X) — XP'(X)) - a(P(X) - P'(X))
= (P(X) = XP'(X)) - (P(X) - XP'(X)) = ((P(X) = P'(X)) = X (P(X) - P'(X)))
= BT - XP'(X) - (BUXT - (PUXT + XP"(X)))
. (B@(j ~P(X)— XP(X)+ XP”(X))

= —XPAX] + XPHX) + P'(X) + XPHX) — XPHX]

= P/(X)

Pour tout P € E, f(P) = P'.
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10. En déduire : (BA — AB)? = 0.

Démonstration.

Soit P € F.

Tout d’abord, d’aprés la question 9 : f(P) = P'.

De plus, comme P est un polynome de degré au plus 2, on en déduit : (fo fo f)(P)=P" =0.
Ceci étant vrai pour tout P € F, on en déduit : fo fo f=0gg).

en passant & I’écriture matricielle :
Mat(f o f o f) = Matz(0.2(g)) = Oz

Or Matg(f o f o f) = Matg(f3) = (Matg(f))® = (Matg(boa — aob))® = (BA— AB)3.

Ainsi : (BA— AB)? =0.

99



E2A Mathématiques

EDHEC 2020 - matrices antisymétriques, endomorphisme de matrices

On note !B la transposée d'une matrice B et on rappelle que la transposition est une application
linéaire.

On dit qu’une matrice M de .#,(R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie 'M = — M, et on note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que A, (R) est un sous-espace vectoriel de .#,(R).

Démonstration.
Démontrons que A, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

(i) An(R) C 4, (R).
(i) An(R) # @ car 04, (®) € An(R). En effet : Y0 4 r) = 0.4,®) = —0.4.(®)-
(#i) Démontrons que A, (R) est stable par combinaisons linéaires.
Soit (A, ) € R? et soit (M, N) € A, (R)>.
« Comme M € A,(R), M vérifie : 'M = —M.
« Comme N € A,(R), N vérifie: ‘N = —N.
Démontrons : A+ M + p- N € Ay (R) (c’est-a~dire : *(A- M +p-N) = —=(A-M+p-N)) . Ona:

FNM4+p-N) = XN-'M+p-'N
= XA (-M)+p-(—N) (car (M,N) € A,(R)?

- ANM-pu-N
= —(A-M+pup-N)

Onabien: A\-M+p- N € A,(R).

Ainsi, A, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R). O

On considére une matrice A fixée de ., (R) et application f, qui a toute matrice M de A, (R) associe :
f(M) = fAM+MA
2. a) Soit M une matrice de A, (R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.

Démonstration.
1 s’agit de démontrer : f(M) € A, (R) (c'est-a-dire : (f(M)) = —f(M)).

H(f@n) = *((*A)M+ M A)

= Y(A)M)+HM A) (par linéarité de la transposée)
= ("M)("("A)) + ("4) (' M)
= (=M)A+ (*A) (-M) (car M € A,(R))

= —MA- (A)M =~ (M)

On a bien : f(M) € A,(R). O
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b) En déduire que f est un endomorphisme de A, (R).

Démonstration.

« Démontrons que f est linéaire

Soit (M, N) € (An(]R))2 et soit (), p) € R2.
fOO-M+p-N) = (AN M+pu-N)+(A\-M+p-N)A
A (PAYM + - (FAN £ A MA+ - NA
= XA ((PA)M + MA) + p- ((PFA)M + M A)
\-

fM) + - f(N)

Ainsi, f est bien une application linéaire.

« Démontrons que f est a valeurs dans A, (R)

D’apreés la question précédente, pour tout M € A,(R), on a f(M) € A,(R).

L’application f est bien a valeurs dans A, (R).

On en conclut que f est un endomorphisme de A, (R). 0

0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n = 3 et on choisit : A = (O -1 0).

0 0 O
0 10 0 01 0 0 O
3. On considére les trois matrices : J=[-1 0 0|, K= 0 0 0]JetL=1]0 0 1].
0 00 -1 0 0 0 -1 0
a) Montrer que la famille = (J, K, L) est une famille génératrice de A, (R).
Démonstration.
Soit M € #5(R). a b ¢
Il existe donc (a, b, c,d,e, f,g,h,i) ER? tel que : M = |d e f|.Ona:
g h i

Me A3(R) < 'M=-M

¢
o o

d
e
f

I
||
o o

I
|
=N

S, SR ST ok Qe
Il
|
aQ
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On en déduit :

a b c
A3(R) = d e fledpn(R) | a=0,d=-b, g=—c, e=0, h=—f, 1=0
g h 1
0 b ¢
= (|-b 0 f|EMP)]| (e f)eERS
—c —f 0

0 10 0 0 1 0 0 0
= b [-100)|+c- [0 0o0|+f-[0 0 1]|ep(R)]| (e f)eR3
0 00 1.0 0 0 -1 0

= {b-J+c- K+ f-Lety(R)](bec f)eR} = Vect(J,K,L)

Ains, # = (J, K, L) est bien une famille génératrice de As(R).

Commentaire

« On présente ici A3(R) sous la forme d’un ensemble dont les éléments sont des matrices
écrites a l'aide de parametres. Cette forme permet de pouvoir écrire A3(R) comme espace
vectoriel engendré par une partie.

o Il est relativement fréquent dans les sujets d’avoir & étudier des ensembles paramétrés.
La méthode illustrée ci-dessus posséde un double avantage. En effet, I'écriture A3(R) =
Vect (J, K, L) permet de conclure :

x que Ajg(R) est un espace vectoriel.
x que la famille (J, K, L) est génératrice de A3(R).

« Ce dernier point est important pour exhiber une base de As3(R).
x si la famille (J, K, L) est libre, c’est alors une base de A3(R).

x sinon, si la famille (J, K, L) est liée, on peut extraire de (J, K, L) une base G de A3(R).
La famille G n’est autre que la famille (J, K, L) dans laquelle on a retiré tout vecteur
qui s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de (J, K, L). 0

b) Montrer que £ est une famille libre et en déduire la dimension de A, (R).

Démonstration.
o S0it (A1, A2, A3) € R3. Supposons : Ay - J + Ao K+ A- L= OJ/ZS(R .

)
0 10 0 01 0 0 0
Or: (x) <= M-[-1 00|+X-[0 0o0]+X-{0 0 1
0 0

0 00 -1 0 0

—~
*
~—

) = 0zm

0 Al Ag
< -\ 0 A3 = O///g(R)
—X —XA3 O
(A =0
A =0
— A =0 = A =X=X3=0
A3 =0
- =0
|~ =0

On en conclut que la famille (J, K, L) est libre.
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« La famille Z = (J,K, L) est :

x génératrice de Az(R) (d’apreés la question précédente).
x libre.

On en déduit que c’est une base de A3(R).

Ainsi : dim(A3(R)) = Card(%A) = 3.

O

4. a) Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L seule-
ment. Les calculs devront figurer sur la copie.

Démonstration.
e Ona: f(J) = (fA)J+JA
0 0 O 0 1 0 0O 1 0 0 O
= 0 -1 0 -1 0 0)]+([-1 0O 0 -1
1 0 O 0 00 0 00 0 O
0 0 O 0 -1 0
= 1 00]+(0 0 -1
01 0 0 0
0 -1 0
= 1 0 -1
0 1 0
0 1 0 0O 0 O
= —|-1 0 0] —10 0 1
0 0 O 0 -1 0
\ F()=—J—L \
e Ona: f(K) = (AAK+KA
0O 0 O 0 01 0 0 1 0 0
= 0 -1 0 0 0 0} + 0 0 0 0 -1
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 O 0 0 O
= 0O 00O)J+1(0 0 O
0 01 0 0 -1
0 0 O
= 0 0 O
0 0 O
fK) =0 4m®)
e Ona: f(L) = (YA)L+LA
0 O 0 0 O 0 0 O 0 0
= -1 0 o 0 1]4+10 0 1 0 -1
0 O 0 -1 0 0 -1 0 0 0

I
cooc cooc oo
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b) En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de %.

Démonstration.

« On a démontré précédemment que f est un endomorphisme de A3z(R) et (J, K, L) est en une
base. Par caractérisation de I'image d’une application linéaire, on a :

Im(f) = Vect (f(J), f(K), f(L))
= Vect (—J = L,0_z,r), —L) (d’apres la question précédente)
= Vect(—J —L,—L)
— Vect (—=J, L) (on met a jour le 1¢" vecteur en lui

ajoutant I’opposé du 2°™°)

(on met a jour les deux vecteurs en
les multipliant tous les deux par —1)

Im(f) = Vect (J, L)

« Ainsi la famille (J, L) :
x engendre Im(f),

% est libre car constituée de deux matrices non colinéaires.

On en conclut que la famille (J, L) est une base de Im(f).

\.

Commentaire

On en déduit finalement : dim (Im(f)) = Card ((J,L)) = 2.

o Comme Im(f) = Vect (—J — L, —L), la famille (—J—L, —L) est génératrice de Im(f).
On aurait ainsi pu terminer la question avec cette famille. Cependant, c’est plutdt
un bon réflexe que de simplifier la famille génératrice obtenue. Pour se faire, il est
primordial de connaitre précisément les opérations qui ne modifient pas I'espace vec-
toriel engendré par la famille étudiée.

« L’énoncé stipule que la base obtenue ne doit que contenir des matrices de A. C’est
donc certainement la forme (J, L) qui était attendue ici.

« Notons enfin que I'on pouvait démontrer le caractére libre en rappelant que (J, L) est
une sous-famille de la famille (J, K, L) qui est libre en tant que base de Aj3(R).

¢) Déterminer la dimension de Ker(f) puis en donner une base.

Démonstration.

o Tout d’abord, d’aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

3 2

On en déduit : dim (Ker(f)) =3 -2=1.

o De plus, d’aprés ce qui précéde : f(K) = 0 4, (r)-

D’ou : K € Ker(f).
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5. a)

b)

« Ainsi, la famille (K) est :
x une famille libre de Ker(f), car constituée uniquement d’une matrice non nulle,
x telle que : Card ((K)) = 1 = dim (Ker(f)).
On en déduit que la famille (K) est une base de Ker(f).

En particulier : Ker(f) = Vect (K). 0

Ecrire la matrice F' de f dans la base %. On vérifiera que ses coefficients sont tous dans {—1,0}.

Démonstration.
« D’apres ce qui précede : f(J)=(-1)-J+0- K+ (-1)- L.
-1

On en conclut : Mat; g 1) (f(J)) = ( 0

« D’aprés ce qui précede : f(K)=0-J4+0-K+0-L.
0

On en conclut : Mat; g 1) (f(K)) = (0)

« D’apreés ce qui précede : f(L)=0-J4+0- K+ (—1)-L.
0

On en conclut : Mat; x 1 (f(N)=1{o )

0 0
Finalement : F' = Mat k1, (f) = ( 0 0 0 )
0

En déduire les valeurs propres de f.

Démonstration.
La matrice F' étant triangulaire (inférieure), ses valeurs propres sont donc ses coefficients diago-
naux. Ainsi : Sp(F') = {-1,0}.

Comme F' = Matg(f), on en conclut : Sp(f) = Sp(F) = {-1,0}. O

On note id 'endomorphisme identité de A, (R).
Déterminer le rang de f + id et dire si f est ou n’est pas diagonalisable.

Démonstration.
« Tout d’abord :
(car F' et I sont les représentations

rg(f+id) = rg(F+1) matricielles dans la base A des
endomorphismes f et id)
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0 0

La derniére égalité est vérifiée car la famille 01,1 est libre (constituée uniquement
-1 0

de deux vecteurs non colinéaires).

Ainsi : rg(f +id) = 2.

o Comme f + id est un endomorphisme de A3(R), on a, d’aprés le théoréme du rang :

dim (A3(R)) = dim (Ker(f+id)) + dim (Im(f+id))

3 2

Ainsi, dim (E_;(f)) = dim (Ker(f +id)) =3 -2 =1.

« On a démontré précédemment : Sp(f) = {—1,0}. Or :

dim (Eo(f)) 4+ dim (E_1(f)) =1+ 1 = 2 # dim (A3(R))

On en conclut que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Commentaire

o Dans cette derniére question, on démontre que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable.
Il n’existe donc pas de base dans laquelle la matrice représentant f est diagonale.

o Dans ce cas, on se rabat sur une propriété plus faible : existe-t-il une base dans laquelle la
représentation matricielle de f serait triangulaire supérieure ? Cette propriété est beaucoup
plus simple a obtenir, notamment si 'on accepte d’utiliser des matrices dont les coefficients
sont complexes (hors de notre portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) la matrice A.

« Considérons un espace vectoriel E de dimension finie.
Si un endomorphisme f : E — E est triangularisable, comment le triangularise-t-on ?
Notons A1, ..., Ay, les valeurs propres distinctes de f. On cherche alors une base de chaque
sous-espace propre Ey, (f) et on considére la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc F serait diagonalisable.
Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de E.
Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

o C’est la méthode développée dans cet exercice, méme si elle est un peu cachée. Ici, f a deux
valeurs propres : 0 et —1. De plus :

x le sous-espace propre Fy(f) a pour base la famille (K).

x le sous-espace propre F_1(f) a pour base la famille (L).

En effet, comme f(L) = —L,ona: L€ E_(f) et ainsi : Vect (L) C E_1(f).
On conclut : Vect (L) = E_1(f) par égalité des dimensions de ces deux espaces vectoriels
(puisqu’on a démontré : dim (E_1(f)) =1).
La famille (K, L) est une famille libre de A3(R) car elle est constituée de deux vecteurs
propres associés & des valeurs propres distinctes.
On compléte alors cette famille en une base de A3(R) en lui adjoignant le vecteur J. La
matrice représentative de f dans la base (J, K, L) obtenue est triangulaire (inférieure).
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ECRICOME 2015 - endomorphisme de matrices

On désigne par #5(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Pour toute matrice
A € #5(R), on considére application ¢4 qui & toute matrice M € .#5(R) associe le produit AM.

I - Premiers résultats sur application ¢4 et la matrice A

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de .Z5(R).

2. Montrer que si ’endomorphisme ¢ 4 est bijectif, alors il existe une unique matrice N € .Z5(R) telle
que AN = I5, ou Iy désigne la matrice identité d’ordre 2.

3. Montrer que lapplication ¢4 est un automorphisme de .#2(R) si et seulement si la matrice A
est inversible.

IT - Un exemple

Dans cette partie et uniquement cette partie, on pose A = <(1) _21>

On note B = (Eh1, E12, E21, F22) la base canonique de .#5(R) avec :

1 0 01 0 0 0 0
E11—<0 0); E12—<0 O)’ E21—<1 0)7 E22—<O 1)

4. Justifier que la matrice A est diagonalisable.

5. Montrer que la matrice de I'endomorphisme ¢ 4 dans la base % est :

10 2 0
01 0 2
=100 -1 o0
00 0 -1

6. Préciser les valeurs propres et une base de chaque sous-espace propre de la matrice T

7. La matrice T est-elle diagonalisable ?

IIT - D’autres résultats sur 1’application ¢4 et la matrice A

On désigne par .#5 1 (R) 'ensemble des matrices colonnes a 2 lignes.

8. Soit un réel A tel qu’il existe une matrice M € .#>(R) non nulle vérifiant :
oaA(M) = AM
Montrer par un raisonnement par ’absurde que la matrice A — Al n’est pas inversible.

9. Soit un réel p tel qu’il existe une matrice X € .#51(R) non nulle vérifiant AX = pX.

[z _fa b [z 0 r (0 =z
OnnOteX_<y)’A_<c d)’N_<y 0) etN_<0 y)

Montrer que @A(N) = uN et pa(N') = puN'.
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HEC 2018 - images itérées d’'un endomorphisme nilpotent, dénombre-
ment (vraiment trés dur a partir de la question 3)

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et f un endomorphisme de R".
 On note idgn I’endomorphisme identité de R" et 0 o gn) 'endomorphisme nul de R™.
e On pose fO =idgn et : Vj €N, fitl = fo fI.

« On suppose que f" est 'endomorphisme nul de R™ : | f" = 0. g(gn)

0 00O
. . o 0010
1. Soit M la matrice définie par : M = 00 0 1
0 00O
a) Déterminer le spectre de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Démonstration.

o La matrice M est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

Sp(M) = {Or}

« Raisonnons par I’absurde. On suppose que la matrice M est diagonalisable.
Alors il existe P € .#4(R) inversible et D € .#4(R) diagonale contenant les valeurs propres
de M telles que M = PDP~!.
Or Sp(M) = {0}. Donc :

M = PDP™' = P04®P ' =0,4m

ce qui est absurde.

On en déduit que M n’est pas diagonalisable.

Commentaire \

Il faut prendre le réflexe de penser & un raisonnement par ’absurde lorsque le résultat
a démontrer est formulé sous forme de négation ou d’interrogation (et pas d’affirma-
tion comme c’est le cas en général). A titre d’illustration, il faut penser a ce type de
raisonnement pour :

x montrer qu’'une suite N'est PAS majorée,

x montrer qu'une matrice admettant une seule valeur propre N’est PAS diagonalisable. -

b) Préciser le rang des matrices M et M? respectivement.

Démonstration.
o Tout d’abord :

00 0O 0 0 0 0 0 0
0010 0 0 1 0 1 0
M) =l g oo 1| | T o] o] o [1]] T o] ]
0 00O 0 0 0 0 0 0
0 0
La famille (1) , (1) est libre car constituée de 2 vecteurs non colinéaires.
0 0

On en conclut : rg(M) = 2.

68



E2A Mathématiques

o Ensuite :
0 0 0 O 00 0 O 00 0 O
s ~looz1ol{loo1o|l  fooo01
MP = MM =140 1(looo1] =]oo0o0o0
0 0 0 O 00 0 O 0 0 0 O
0
. ) 1
Ainsi, rg(M?) = rg 0
0

La famille est libre car constituée d’un vecteur non nul.

O O = O

On en conclut : rg(M?) = 1.

c¢) Quels sont les polynémes annulateurs de M dont le degré est égal & 37

Démonstration.

On cherche a déterminer (a,b,c,d) € R* x R3 tel que P(X) = a X3+ bX2%2 +cX +d est un
polynéme annulateur de M.

(insistons sur ’hypotheése a # 0 : elle est nécessaire car on cherche les polynémes annulateurs
de degré 3)

« On a déja calculé M?2. Calculons maintenant M3,

0000\/0 000 0000
3 > loo1oflfooo 1] (o000
M* = MxM" =300 1]{oooo| =|oooo|l=tamr
0000/\oo oo 0000
o Ainsi, P est un polyndéme annulateur de M si et seulement si :
P(M) =0 4,®)
& a-MP+b-M*+c-M+d-Iy=04r
000 0 0000 1000
0001 0010 010 0
< o 0me oo oo olT o001 %001 0] =%am
0000 0000 0001
d 000
0 d c b -0
“ oo d | = Yam
000 d

< {b=c=d=0
o On obtient donc que ’ensemble des polynémes annulateurs de M de degré 3 est :

{a-X34b-X?+¢c-X4d|acR* et b=c=d=0} = {a-X>|acR*}

Finalement, {a - X3 | a € R*} est 'ensemble des polynémes annulateurs de M
de degré égal a 3. =
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2. Pour tout j € [0,n], on note Fj 'image de I’endomorphisme 17 et Tj son rang :
Fj=Tm(f7) et r;=dim(F})
Pour tout j € [0,n — 1], on note g; la restriction de f & F}j, c’est & dire I'application linéaire de Fj
dans R™ définie par : Vo € Fj, g;(z) = f(z).
a) Calculer rg et ry,.

Démonstration.
On note £ la base canonique de R™.

o Tout d’abord : ry = rg(f°) = rg(idgn).
Or Mat g(idgn) = I,. De plus : rg(I,) = n.

On en conclut : rg = n.

« Ensuite, d’aprés 'énoncé : r, = rg(f") = 1g(0.2(wn))-
Or Mat(%’(o‘g(Rn)) = O///n(R)' De plus : rg(O//,n(R)) = 0.

On en conclut : r, = 0. 0

b) Soit j € [0,n — 1].
(i) Déterminer le rang de g;.

Démonstration.

Dans la suite, on note f| F la restriction de f a ’ensemble Fj.
Le but de la question est de déterminer : rg(g;) = dim(Im(g;)).
« Tout d’abord :

Im(g;) = Im(f|p,) = f(F))

Commentaire

« Considérons une application f d’un ensemble F vers un ensemble F' et notons A C F.
Rappelons que f(A), image de I'ensemble A par 'application f est définie par :

f(A) = {yeF|3zecE y=[f(x)}
= {f@)eF|zek}

e Ici, comme f est une application de R” dans R™ on a :

f(F) = {yeR" [Tz e Fjy=fr)} = {f(x) eR" [z F;}

\.

o Ainsi, par définition de F} : f(F};) = f(Im(fj)).
« Démontrons alors : f(Im(f7)) = Im (f7).
f(Im(f7)) = {f(v) eR™|velm(f7)}
= {f(v) ER" | Ju R, v=fi(u)} (par définition de Im (f7))
= {f(f/(v) eR" |ueR"}
= {ffT(u) eR" |ueR"} = Im(f7)
En combinant tous ces résultats, on obtient :

Im(g;) = Im(f|p) = f(Fy) = f(Im(f7)) = Im (f7*) = Fja

Et ainsi : rg(g;) = dim(Im(g;)) = dim(Fj41) = rj41.
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\.

Commentaire

e Au vu de I'énoncé, il est difficile de comprendre le niveau de connaissance attendu sur la
notion de restriction. La restriction d’une application f & un ensemble A est généralement
introduite en premiére année lors du chapitre Ensembles et applications. Cependant, lorsque
I’on se référe au programme officiel ECE, on ne voit pas apparaitre le terme restriction dans
ce chapitre. Il convient donc de détailler certains points de la démonstration précédente.

o Commengons par définir la notion de restriction.
On considére une application f d’un ensemble E vers un ensemble F'.
La restriction de f & A, notée f|4, est 'application de A dans F' définie par :

f‘A : A - F
z = f(z)

Autrement dit, f|4 est application définie par : Vo € A, fl4(x) = f(x).

e Onaalors:| Im(f|4) = f(A) |ou f(A) est I'image de 'ensemble A par I'application f :

Im(fla) = {yeF|[3wed y=/[flalx)}
= {yeF|IxeA y=f(x)} (par définition de f|4)

= f(4)

(i) Justifier I'égalité : r; — rj11 = dim(Ker(f) N Fy).

Démonstration.

« On applique le théoréme du rang a 'application linéaire g; (on rappelle : g; € Z(F;,R™)).

dim(F;) = dim(Ker(g;)) + rg(g;)
I I
T Tj+1
On en déduit : r; —rj;; = dim(Ker(gj)).
« Rappelons : g; = f|p;. Montrons alors : Ker (f\FJ) = Ker(f) N Fj.

Soit x € R™.
:EEKer(f‘Fj) & wxelj ET f\Fj(»”U):OR”

& z€F; ET f(z)=Ogrn
& z € F; ET z € Ker(f)

& z € FjnKer(f)
Onabien:Ker(f‘Fj) = Ker(f) N Fj.

On en déduit : 7; — 41 = dim(Ker(f) N F;).

Commentaire \

Cette question illustre une autre propriété classique sur les restrictions d’une application
a un ensemble. Si on considére, comme dans la remarque précédente, une application
linéaire f d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F' et A C E, on pourra retenir :

Im (f|4) = f(A) et Ker (f|4) = Ker(f)NA
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c) Etablir les inégalités : n>2rg—ri=2r—re>...2rp_1 —1rp = 0.

Démonstration.

Soit j € [0,n — 1].

o On veut montrer : rj —rj41 = rjp1 — rjt2.
- Or, d’aprés la question précédente :

rj —Tjp1 = Trjp1 — rjp2 < dim(Ker(f) N Fj) > dim(Ker(f) N Fj41)
- L’inégalité des dimensions peut étre obtenue en démontrant :
Ker(f) N Fj41 C Ker(f) N F;
Cette inclusion peut elle-méme étre obtenue en démontrant :
Fjp1 C Fj
car il suffit alors de réaliser I'intersection, de part et d’autre, par Ker(f).

- Démontrons : Fj11 C Fj.
Par définition de F} et Fjy1, il s’agit de démontrer : Im (f7*1) C Im (f7).

Soit y € Im (f7*1). Alors il existe 2 € R™ tel que :
y = Pe) = F(f(x)
En notant z = f(z), on obtient y = f7(z) € Im(f7).

Finalement : Fj1q1 C Fj.

- On obtient donc : Ker(f) N Fj41 C Ker(f) N Fj.
Puis : dim(Ker(f) N Fj;1) < dim(Ker(f) N F}).

Ainsi, pour tout j € [0,n — 1], 7j41 —7j42 < 7 — rj41. Autrement dit :

rg—ry2rL—re 2 2Tp 1 — Ty

o D’apreés la question 2.a) : rg = n.
Or ry = dim(F}) > 0 car une dimension est un entier positif.

On en déduit : rg — 1 < n.

« Toujours d’apres la question 2.a), r, =0:rp_1 — 7 =71 —0 2= 0.

Tn-1—7p =0 O

On rappelle que le cardinal d’un ensemble fini H, noté Card(H), est le nombre de ses éléments.

Pour k € N*, on note P(k) l’ensemble des k-uplets (x1,x2,...,x) d’entiers naturels tels que :
k
z 7 €T, = k
i=1

c’est a dire : P(k) = {(z1,22,...,75) € N¥ | 21 + 209 + ... + kap = k}.
On pose p(k) = Card (P(k)).

Commentaire \

On ne peut noter Card (P(k)) que si I'ensemble P(k) est fini. C’est le cas : si I'égalité

k
> i x; = k est vérifiée, alors, pour tout ¢ € [1,k], z; € [0, k] (s’il existe ig tel que z;, > k
i=1
k
alors > i x; > i i, > k). Ainsi, P(k) C [0,k]* et comme [0, k]* est un ensemble fini (de
i=1

cardinal (k + 1)), P(k) est aussi fini (de cardinal inférieur ou égal & (k + 1)F).
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3. Pour tout i € [1,n], on pose : ; = Card ({j € [0,n — 1] | rj —rjq1 =1})  (%).

a) Montrer que (z1,x2,...,2,) est un élément de P(n).

Démonstration.
Tout d’abord, pour tout i € [1,n], z; € N car x; est le cardinal d’un ensemble.

n
Par définition de P(n), il reste & démontrer 1'égalité : Y i x; = n.
i=1

n—1

Considérons alors la quantité ) (r; — rj41). Il y a deux maniéres de procéder a son calcul.
J=0

o Par télescopage :

Yo(rj—rjy1) = 1m0o—1rn = n—0=n (d’apres la question précédente)
j=0

o Par sommation par paquets :

D’aprés la question précédente : Vj € [0,n — 1], rj — rj11 € [0,7n].
L’idée est alors de regrouper les écarts r; — 741 suivant leurs valeurs.
On note alors, pour tout ¢ € [0,n] : I; ={j € [0,n—1] | rj — rj41 = i}.

n—1
> (rj—rjt1)
7=0

n—1 n—1 n—1
= > (m—rn) + (rj = 7rj41) + + X (rj—ri)
7=0 7=0 7=0
jely jely jel,
n—1 n—1 n—1 Ly
_ 0 n 1 n n n (par définition
iz iz iz des ensembles I;)
jely jel jel,
= 0 x Card(lp) + 1 x Card([;) + ... + nxCard(l,)
_ 0 n 1% 2, I - (par définition

des nombres x;)

n

== }: ixi
i=0

Les deux méthodes de calcul aboutissant évidemment au méme résultat, on obtient :

n
iz =n
i=0

On en déduit que (z1,...,%,) est bien un élément de P(n).

Commentaire \

Cette démonstration semble un peu sortie du chapeau. Pour comprendre sa provenance,

n
il faut analyser de plus prés la quantité > ¢ x;. Par définition, pour tout ¢ € [1,n],
i=1
z; = Card ({j € [0,n—1] | 7j—r;j41 = i}). Ainsi, z; est le nombre d’indices j € [0, n—1]
pour lesquels I'écart r; — rj;q vaut 4. En calculant ¢ z;, on multiplie I'écart ¢ par le

n
nombre de fois pour lequel il est réalisé. Ainsi, en calculant la somme »_ i x;, on obtient
i=1
la mesure de tous les écarts r; — 741 pour j variant dans [0,n — 1].
n—1
Ce qui revient & calculer : ) (r; — rj41).
=0
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b) Dans cette question, on suppose que n est égal a 4.

(i) Déterminer (1, x2,xs3,24) lorsque f est 'endomorphisme de matrice M dans la base cano-
nique de R

Démonstration.

« Soit j € [0,4]. Comme M est la matrice représentative de f dans la base canonique :
rj = g () = rg (M)

o D’apreés la question 2.a) : g =4 et 74 = 0.
D’aprés les calculs en 1.b) et 1.¢) :

ry=rg(M) =2, ry =18 (Mg) =1, ry =1g (M3) :rg(O/A(R)) =0

Ainsi:rg—r1=2,r1—ro=1,r9 —r3g=1et r3 —ry = 0.
Etx1 =2, 29=1,23=0¢et x4, =0.

(ii) Trouver l'’ensemble P(4) et vérifier que p(4) = 5.

Démonstration.
Par définition : P(4) = {(x1,72,73,24) EN* | 21 +2 29+ 3 23 + 4 34 = 4}.
I1 s’agit donc de trouver les 4-uplets d’entiers naturels (z1, z2, 3, 4) tels que :

1 +2x9+3x3+4x4=4

Deux cas se présentent.

e Siwgy=1lalorsz; +2x9+3 x3=0.

Cette somme nulle étant constituée de nombres positifs, on en déduit :
rT1=x9=x3=0

Et ainsi, le seul 4-uplet (x1,x2,x3,x4) élément de P(4) tel que 24 = 0 est : (0,0,0,1).

o Sixy # 1 alors on a forcément x4 = 0. Sinon, comme x4 € N on aurait x4 > 2 et ainsi :

T1+2x0+3x3+4x42>2424>28>6

ce qui est impossible.
Deux nouveaux cas se présentent.

x Sixg=1lalorsax1 +2x9+323+4x4=21+229+3=4doncx; +2xy=1.

On a alors forcément x1 = 1 et x2 = 0 (sinon cette somme dépasserait 2).
Et ainsi, le seul 4-uplet élément de P(4) vérifiant toutes ces conditions est : (1,0, 1,0).

x Sixg # 1 alors x3 = 0 sinon on aurait x3 > 2et z1 +2 29 +3 x3+4 x4 >3 23 > 6 > 4.

Trois nouveaux cas se présentent :

- Sixe =2 alors 1 = 0.

Et le seul 4-uplet élément de P(4) vérifiant toutes ces conditions est : (0,2,0,0).

- Sixo =1 alors 1 = 2.

Et le seul 4-uplet élément de P(4) vérifiant toutes ces conditions est : (2,1,0,0).
- Sizg & {1,2} alors z9 =0 sinon x9 >3 et 1 +2x9+3 x3+4 x4 >2 290 26> 4.

Et le seul 4-uplet élément de P(4) vérifiant toutes ces conditions est : (4,0,0,0).

Finalement, P(4) = {(0,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,0,0),(2,1,0,0), (4,0,0,0)} et
p(4) = Card(P(4)) = 5. 0
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(iii) Montrer que pour tout (z1, 2, x3,24) € P(4), il existe un endomorphisme f de R* vérifiant (x).

Démonstration.
Remarquons tout d’abord que pour tout endomorphisme f € .Z(R*) :

ro = 18(f°) = rg(idgs) = 4

11 s’agit alors, pour chaque 4-uplet (x1,x2,x3,x4) de P(4), d’exhiber un endomorphisme f
ayant les caractéristiques de ce 4-uplet. Etudions tous les cas qui se présentent.

e Si(x1,x9,23,24) = (0,0,0,1). Ce 4-uplet est réalisé pour les valeurs de r; suivantes :

ro=4 — rg(f9% =
mn=0 — rg
ro=0 — rg
rg=0 — rg
ra=0 — rg(ft) =

Comme rg(f) = 0 alors f est 'endomorphisme nul 0 ¢ (g4). Cet endomorphisme réalise bien
les conditions précisées.

e Si(x1,x9,23,24) = (1,0,1,0). Ce 4-uplet est réalisé pour les valeurs de r; suivantes :

ro=4 — 1g(f) =
=1 — 1rg(f')=
ro=0 — rg(

r3=0 — 1g(f3) =
ra=0 — rg(ft) =

On cherche donc un endomorphisme f de rang 1 tel que f2 =0 2 (®rt)- On peut (par exemple)
proposer I’endomorphisme dont la matrice représentative dans la base canonique de R?* est :

O O O

0
0
Matbc(f) = 0
0

ro=4 — rg(f% =

rn=2 — 1g

(
(
ro=0 — rg(
r3=0 — 1g(f3)=
(

ra=0 — rg(fH=

On cherche donc un endomorphisme f de rang 2 tel que f2 =0 2(r4)- On peut alors proposer
I’endomorphisme dont la matrice représentative dans la base canonique de R* est :

Matbc(f) =

o O O O
o O OO
o o o
S O = O
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e Si(x1,x9,23,24) = (2,1,0,0). Ce 4-uplet est réalisé pour les valeurs de r; suivantes :

ro=4 — 1g(f%) =4
=2 — 1g(fl)=2
=1 — 1g(fH)=1
r3=0 — 1g(f}) =0
ra=0 — 1g(fH =0

On cherche donc un endomorphisme f de rang 2 tel que f3 =0 2(r4) et rg( f?) =1. D’aprés
la question 1., on peut alors proposer ’endomorphisme fourni par 1’énoncé, dont la matrice
représentative dans la base canonique de R?* est :

000 0
0010
Matel5) =10 0 0 1
0000

o Si(zy, o, w3, 24) = (4,0,0,0). Ce 4-uplet est réalisé pour les valeurs de r; suivantes :

ro=4 — 1g(f% =4
=3 — 1g(fl)y=3
ro=2 = 1g(f}) =2
ra=1 — 1g(f})=1
ra=0 — 1g(fYH =0

On cherche donc un endomorphisme f dont le rang décroit de 1 a chaque fois nouvelle
composition avec lui-méme.

01 00
0010
M_Matbc(f)_ 000 1
00 0O
En effet, dans ce cas on a :
0 010 00 01
2 (o001 5 (0000 4
M=tooo00] M=loooo] M=law
0 0 0O 00 0O

Pour tout (1,2, 23,74) € P(4), il existe bien f € .Z(R*) vérifiant (x).

Commentaire

Cette derniére matrice (dont tous les coefficients sont nuls hormis sur la « surdia-
gonale » dont les coefficients sont tous des 1) est plutdt classique. Les puissances
successives ont pour effet de décaler cette « surdiagonale » vers le haut.
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4. Pour tout couple (£, k) € (N*)2 on pose : Q((, k) = {(x1,72,...,2) € P(k) | z1+m2+. ..+ < 0}
et q(0,k) = Card(Q(4, k)).
a) Soit k € N*.
(i) Trouver I’ensemble Q(1, k).

Démonstration.
Par définition :

Q(l,k‘) = {(xl,mg,...,xk) GP(k) ‘ T+ a2+ ...+ 721 < 1}

k
= {(.’El,xg,...,xk)GNk | Y ix;=k ET z1+2x2+ ...+ x5 < 1}
=1

o Comme les éléments x; sont des entiers naturels, 'inégalité x1 + xo + ... + 2 < 1 n'est
vérifiée que si au plus un élément z;, est non nul (égal alors a 1).

« Dans ce cas, on obtient Zk: 1 T; = 1.
. i=1
L’égalité > i x; = k est alors vérifiée si et seulement si ig = k.
On en déduli;l:
Q(,k) = {(x1,22,...,28) € P(k) |1 =22=... =241 =0 ET x5, =1}

= {(0,...,0,1)}

Q(1,k) ={(0,...,0,1)} O

(ii) Pour tout entier ¢ > k, justifier I'égalité : Q(¢, k) = P(k).

Démonstration.
Soit £ > k. On procéde par double inclusion.
(C) Q¢ k) C P(k) par définition.
k
(D) Soit (z1,...,xx) € P(k). Alors > i x; = k.
i=1
Or, comme pour tout ¢ € N* : ; < ¢ x; on a, par sommation :

k k
=1 =1

k
Et comme k < ¢, on obtient par transitivité : > z; < /L.
i=1

On en déduit que (z1,...,x) est un élément de Q(¢, k).

Ainsi, on a bien : Q(¢, k) = P(k). n

b) Pour tout couple (¢, k) d’entiers tels que k > £ > 2, établir la relation :
q(,k — 0) = Card ({(z1,®2,...,3;) € P(k) | 21 + 22+ ... + x, = {})

Démonstration.
Soit (¢, k) € N2 tels que k > £ > 2.

« Dans la suite, nous notons :

R(lk) = {(z1,22,...,2%) € P(k) |21+ a2+ ... + o) = {}

k
= {(a:l,xg,...,:vk)ENk | Y dax;=k ET 21+...+a, =1/}
=1
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o Par définition :

QUk—0) = {(x1,..,a60) EP(k—0) | 21+ ...+ 240 <O}

k—¢
= {(xl,...,xk_g)ENk’” Ei.ﬁi:k‘—f ET .%'1+...+xk_g<€}

i=1

Le but de la question est de démontrer : Card (R(¢, k)) = Card (Q(¢,k — £)).
Visiblement, ces ensembles ne sont pas égaux (R(¢,k) C N¥ et Q(¢,k — ¢) C N¥=5).
Ainsi, pour démontrer qu’ils ont méme cardinal, il faut démontrer qu’il existe une bijection de

Q(l, k — {) sur R(¢, k). Exhibons cette bijection.
« Considérons tout d’abord un élément (z1,...,x5—¢) € Q(¢, k —¢). Alors :

T+ ...t xp_y <Y

En ajoutant & cette somme son écart a £, on obtient :

k—¢
(E—in>+x1+...+mkg =/

=1

Notons alors :

k—¢
nooo= L=
i=1
Y2 = I1
Ye—t+1 = Tkt
Vi e [[k:—€+2,/<:]], y, = 0

Par définition des éléments y;, on a les propriétés suivantes.
(1) Tout d’abord :

k k—{
Zyi: <£—Zaji>+x1+...+wkz+025
i=1 =1

(2) Ensuite :

ko bl L (rappelons que pour
zgllyZ B y1+(z§2 Zyl>+ €+2lyl Z>k_£+2;y220)
k—¢ k—(+1
= <€ — ml> + > dimi (par définition des y;)
i=1 i=2
k—¢ k—¢
= <€ — xl> + > (i+1) (par décalage d’indice)
i=1 i=1
k—¢
= (+Y ((i+4)—%)
i=1
k—{

= (Y iaio= L+ (k=) = k
=1

Ainsi, (y1,...,yx) € R(¢, k). On a donc construit une application :
v QUk—L¢) — R({k)

k=t
(1’1,...,:{};6,@) — (yl,...,yk) = (é— Z .’Ei,:(}l,...,xkg,o,...,())
i=1
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« Inversement, considérons (x1,...,zx) € R(¢, k). Alors :
k k
Saxi=L et > ixi=k
i=1 i=1
k
On obtient, par différence : > (i —1) z; =k — £.
i=2
(cette somme commence a2 car (i—1) x; =0sii=1)
k—1
Ainsi, par décalage d’indice : Y i ;41 = k — ¢, ce qu’on peut écrire :
i=1
k=t k=1
El$i+1+ Z i xip1 = k—4
i=1 i=k—0+1

On déduit de cette égalité : Vi € [k — 0+ 1,k], 41 =0 (%)

k-1
(sl existe ig € [k—L+1,k] tel que xjg+1 # 0 alors Y. 1 xip1 =G Tigy1 = io > k—L0+1)
i=k—+1
Notons alors :
Yy = X2
Y2 = I3
Y-t = Tk—t41
Vielk—0+2,k], yi =0

Par définition des y;, on a les propriétés suivantes.
(1) Tout d’abord :

k=t k=t
iy = Y iy = k=4
i=1 i=1
k
(2) Ensuite, comme ) z; = ¢ alors :
i=1
k—0+1 k
T+ < > l’l> + Sooox | =4
i=2 i=k—+2
k—¢ k—1
donc z7 + (Z :ci+1> + > wiy1 | = € (par décalage d’indice)
i=1 i=k—+1
k—¢ k—1
enfin x1 + < y7;> + Tig1 | =4 (d’apres la proposition (x))
i=1 f— 41

Ainsi, (y1,...,yx—¢) € Q(¢,k —¢). On a donc construit une application :
(R R(4, k) — QU k-1
($1,...,l‘k) = (yla-”vyk—ﬂ):($2a'~~axk—€+1)
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« On peut alors démontrer : | pot) = idg

En effet, si (z1,...,2x) € R(¢, k) alors :

go(d)(xl,...,xk)) = (p(:vg,...,:vk_u_l)

= (g_($2+...+$k75+1),$2,...,$k7[+1,0,-.-,0)

k—f+1 k—{+1
= f—< ﬂﬁz‘—x1>,$2,---,$k4+170,---70 (car Y x;=1{)

=1 i=1

= (.Tl,xg,...,xk,g+1,0,...70)
. (pouri € [k — €+ 2,k],
- (mlal?v"'7xk—f+1axk‘—€+27'"axk) on a : 1‘120)
= (ml,...,xk)

e On démontre de méme : | Yop = idQ(M_Z)

On en déduit que ¢ et ¥ sont des applications bijectives, réciproques 'une de 'autre.

Ainsi, on a bien : Card (Q(Z, k— 6)) = Card (R(E, k:)), ce qui était objectif de la question.

Commentaire .

« Dans la démonstration, on a explicité ¢, bijection entre Q(¢,k — ¢) et R(¢, k) ainsi que
sa bijection réciproque . Expliciter ses deux applications permet de bien comprendre les
mécanismes en jeu. Cependant, on pouvait présenter les choses différemment en exhibant
seulement 'une des ces deux applications et en démontrant qu’elle réalise une bijection (de
Q(l, k — L) sur R(¢, k) ou inversement).

Par ailleurs, on est en droit de s’interroger sur la pertinence d’une telle question.

o Notons tout d’abord que la notion de dénombrement est souvent abordée lors du chapitre
de premiére année Probabilités sur un univers fini et particuliérement lors de I’étude des
coeflicients binomiaux. Cependant, le terme « dénombrement » n’apparait pas dans le pro-
gramme officiel. La notion de cardinal (et la notation associée Card) d’un ensemble fini est
elle aussi absente du programme officiel.

« Si chaque étape de la démonstration est a portée d’un bon éléve de classe ECE, la prise
d’initiative est beaucoup trop importante pour espérer qu'un éléve en vienne a bout. Un
découpage en sous-questions aurait permis de rendre cette question accessible, au moins
en partie. Ce n’est cependant pas le choix fait dans I’énoncé. Cette question n’a donc pas
le role discriminant qu’ont généralement les questions de concours : classer les éléves selon
s’ils ont traité de maniére satisfaisante ou non la question.

La présence d’une telle question permet de comprendre la stratégie & adopter lors des concours :

- il est essentiel de savoir repérer les questions les plus difficiles. Elles permettent de discri-
miner les candidats puisqu’il faut avoir du recul pour juger du niveau d’une question.

- il faut aborder ces questions en ayant en téte que le correcteur sera plus indulgent pour les
candidats qui s’y aventurent. Cependant, il ne faut pas perdre du temps a essayer de les
traiter jusqu’au bout : le nombre de points alloués ne sera certainement pas a hauteur du
temps investi pour traiter une telle question.

Il ne faut donc pas hésiter a passer les questions les plus difficiles et aller chercher les points
ou ils sont, a savoir sur les questions plus abordables du sujet. =
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¢) Soit ¢ un entier supérieur ou égal a 2.
(i) Pour tout entier k > ¢, montrer 1'égalité : q(¢,k) = q(¢ — 1,k) + q(¢,k — £).

Démonstration.
Soit k entier tel que k > £.

« Rappelons tout d’abord :
QL k) = {(xl,...,xk)eNﬂflixi:k ET 21 +4...+xp <4}
i=
o Si u est un entier naturel, alors :
u<tl & u=4¢ 0U u</
&S u=4¢ 0 wu<l-1

Ceci permet d’écrire :
p

k
Q(é,k) = {(xl,...,xk)GNk]Eixizk ET $1—|—...+J}k:€}
=1

k
U {(1‘1,...,1‘k)€Nk’Eixi:]€ ET .,”Ul—l-...—i-xkég—l}
=1

Ces deux ensembles étant disjoints, on obtient :
Card (Q(¢,k) = Card (R((,k)) + Card (Q(¢—1,k))

(d’apres la question

= qbk=0) + q(6 = 1.k) précédente avec k> > 2)

Pour tout entier k > ¢, q(¢,k) =q({ —1,k) +q({,k —{). O

(it) Que vaut q(¢,0) —q(l —1,0)7

Démonstration.

o On reprend la démonstration précédente :

4
QU l) = {(x1,...,m) EN| S ia;=0 ET o1 +...+z=1/}
i=1

4
U {(@1,...,20) €N | Y im;={ ET a1+...+x,<l—1}
i=1

Le deuxiéme ensemble n’est autre que Q(¢ — 1, 7).

« Intéressons-nous au premier ensemble.

l
Soit (x1,...,2¢) € N tel que S i a; =£ et 21+ ...+ x; = £. Alors, par différence :
i=1

¢ (la somme commence & 2 car
L —1) z; = ) ;
z-:ZQ(Z ) & =0 i—1=0 lorsque i =1)

Cette somme nulle étant constituée de nombres positifs, on en déduit :

xQZ...:l'KZO
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4

Comme Y i x; = ¢, on obtient 1 = £. On en déduit :

=1

4
(@1, z) €N | S ia=0 ET a14...4a=0 = {(£,0,...,0)}
=1

Comme (¢4,0,...,0) n’est pas un élément de Q(¢ — 1,¢) (car £+ 0+ ... +0=4¢> ¢ — 1),
on a écrit Q(¢,¢) comme réunion de deux ensembles disjoints.

e On en déduit :

= q(l —1,¢) +

On en déduit : ¢(¢,¢) —q(¢ —1,¢) = 1.

Card (Q(6,£)) = Card (Q(¢—1,0)) + Card ({(£,0,...,0)})

1

O

5. La fonction Python suivante dont le script est incomplet (lignes 6 et 8), calcule une matrice
gmatrix(n) telle que pour chaque couple (¢,k) € [1,n]?, le coefficient situé & l'intersection de la
ligne ¢ et de la colonne k est égal a q(¢, k).

o oo N o jou b W N =

Is

-
=

def gmatrix(n):
q = np.ones([n,n])
for L in range(l,n):
for K in range(1,n):
if K<L :
qlL,K]l = ... .. o
elif K==L :
qlL,Kl = ... ..l
else :
qlL,K]

return q

qlL-1,K] + q[L,K-(L+1)]

Commentaire

Dans le sujet original, 'indentation était légérement différente, notamment en ce qui
concerne les structures conditionnelles (pas de saut de ligne aprés les then et else).
On présente ici le programme avec une indentation plus classique qui correspond a la
présentation retenue dans les autres épreuves.

L’application de la fonction qmatrix a 'entier n = 9 fournit la sortie suivante :

--> gmatrix(9)

1.

N e = e

1.

N NN DNDDNDDNDDNDDN

1. i, 1. i, 1. 1
2. &5 S 4. 4 o
3. 4. 5. 7 8. 10.
3. 5. 6. 9, 11. 15.
3. 5. 7 10. 13. 18.
3. 5. 7. 11. 14. 20.
3. 5. 7 11. 15. 21.
3. 5. 7. 11. 15. 22.
3. B 7 il 15. 22.

12.
18.
23.
26.
28.
29.
30.
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a) Compléter les lignes 6 et 8 du script de la fonction gmatrix.

Démonstration.
Le but de cette question est d’obtenir la matrice (q(ﬁ, k‘)) 1<e¢<n
1 kE<n

ININ

Pour ce faire, il faut se servir des résultats précédents.

« D’aprés la question 4.a) (), pour tout k € N*, ¢(1,k) = 1.

On en déduit que la premiére ligne de la matrice recherchée ne contient que des 1.

« D’apreés la question 4.a) (i), pour tout entier ¢ > k, q(¢, k) = p(k) = q(k, k). Cette propriété
est notamment vérifiée pour k = 1. Ainsi :

Ve e [1,n], q¢,1) =¢q(1,1) =1

On en déduit que la premiére colonne de la matrice recherchée ne contient que des 1.

o La stratégie du programme consiste a créer initialement une matrice carrée d’ordre n remplie
de 1 et stockée dans une variable q.

2 q = ones(n, n)

La premiére ligne et premiére colonne de cette matrice est, de fait, constituée de 1.
Le reste du programme consiste & remplir cette matrice ligne par ligne (de la 2°™¢ 3 la n®™®¢).
D’ott la présence de la structure itérative suivante :

3 for L = 2:n

o La ligne ¢ de la matrice est mise & jour en procédant comme suit.

(1) On met a jour les coeflicients a gauche du coefficient diagonal. Autrement dit, les valeurs
q(¢, k) pour k < £. Pour ce faire, on se sert de nouveau du résultat de la question 4.a) (i),
qui stipule que pour k < ¢ : q(¢, k) = p(k) = q(k, k). Ce qui se traduit comme suit :

for K = 2:n
if (K<L) then
q(L,K) = q(K,K)

o ot 8

(le coefficient en position (£, k) est donné par la valeur du coefficient diagonal situé dans
la méme colonne)

(2) On met alors & jour le coefficient diagonal. Pour ce faire, on se sert du résultat de la
question 4.c) (%), qui stipule que pour tout £ € [1,n] : q(¢,¢) =1+ q(¢ — 1,¢).
Ce qui se traduit comme suit :

elseif (K==L) then
q(L,K) =1 + q(L-1,L)

loo I

(le coefficient en position (£,€) est donné par la valeur du coefficient directement situé
au-dessus auquel on ajoute 1)

(3) On met alors a jour les coefficients & droite du coefficient diagonal.
Pour ce faire, on se sert du résultat de la question 4.¢) (%), qui stipule que pour tout k > ¢ :
qil,k) =q(l —1,k)+q(l,k —{). Ce qui se traduit comme suit :

else

o

Is
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Commentaire \

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse & cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab
démontre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet certainement
d’obtenir tous les points alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

\ 7 D
b) Donner un script Python permettant de calculer p(n) a partir d’'une valeur de n entrée au
clavier.
Démonstration.
« D’aprés la question 4.a) (%), on a, pour tout £ > k : Q(¢, k) = P(k).
On a notamment : Q(n,n) = P(n). Et ainsi :

p(n) = q(n,n)
« Ainsi, p(n) est le coefficient en position (n,n) de la matrice (¢(¢,k)) 1
1

Pour obtenir ce coefficient on écrit un programme :

(1) qui demande a l'utilisateur d’entrer au clavier une valeur pour n et la stocke dans une
variable n.

(2) qui génére la matrice q a I'aide de la fonction de la question précédente.
(8) qui affiche la valeur contenu dans la variable n.

On obtient le programme Python suivant :

1 n = int(input('Entrez une valeur entiére non nulle n'))
2 g = gmatrix(n)
3 print(q[n,n]) 0

Conjecturer une formule générale pour ¢(2, k) applicable a tout entier k > 1, puis la démontrer.

Démonstration.

Soit k > 1. Afin de conjecturer une formule pour ¢(2, k), on place en regard la valeur de k et les
coefficients de la 2°™¢ ligne de la matrice fournie dans I’énoncé.

Valeur de k& 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Valeur de ¢(2, k) 1 2 2 3 3 4 4 5 5

La parité de k semble jouer un role dans la valeur de ¢(2, k). Plus précisément :

x si k est pair alors on peut conjecturer :

k

(sik=2 % 4+1=2;sik=4,5+1=3,sik=6,L+1=4...)

x si k est impair alors on peut conjecturer :

k-1

(sik=1 "2 +1=1;sik=3 51 +1=2;sik=551+1=3...)
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% +1 sik pair
Démontrons par récurrence double : Vk € N*, P(k) ou P(k):q(2,k) =

» Initialisation :
- D’une part, d’aprés la question 4.a) (%) : ¢(2,1) = ¢(1,1) = 1.
1-1
- D’autre part : 5 +1=1

D’ou P(1).
- D’une part, d’aprés la question 4.¢) (%) : ¢(2,2) =1+¢(1,2) =1+ 1= 2.
2
- D’autre part : 3 +1=2.
D’ou P(2).
» Hérédité : soit k € N*.
Supposons P (k) et P(k+1), et démontrons P(k+2) ( ie. q(2,k+2) = {

Comme k € N*, k42 > 2. Ainsi, d’aprés la question 4.¢) (%) :

q2,k+2) = q(1,k+2) + q(2,k)

= 1 + q(2,k)

Deux cas se présentent :
x si k pair alors q(2,k:):§+let:

k k42

q2,k+2) = 1+-+1 = ——= 41

2 2
x si k impair alors ¢(2,k) = 552 + L et :

-1 k+1

q(2,k+2) = 1+T+1 = T—i—l

D'ott P(k + 2).

On en déduit, par principe de récurrence double : Vk € N*, P(k).

Commentaire

o La valeur de ¢(2, k) change tous les 2 rangs. Il est donc assez naturel d’utiliser une
récurrence double pour démontrer la conjecture.

o On aurait pu présenter la conjecture a l’aide de la partie entiére par défaut |.].

Par exemple :
k+1
o = |

On a fait le choix dans la démonstration de ne pas introduire cet opérateur afin de
faciliter les manipulations algébriques.

% 4+ 1 sik impair

%—i—l si k pair

% 4+ 1 sik impair
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ESSEC I 2010 - Ensemble de matrices vérifiant une propriété, matrices
nilpotentes, noyaux itérés

Matrices dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

Dans tout ce probléme, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et ., (R) 'ensemble des matrices
carrées possédant n lignes et n colonnes dont les coefficients sont réels.

On note I,, la matrice identité de .#,(R).

On note D,, 'ensemble des matrices M = (m; ;)1<i j<n de A4, (R) qui vérifient les propriétés suivantes :

(A1) les coefficients diagonaux my 1, ..., My, de la matrice M sont des valeurs propres de M ;

(A2) la matrice M n’a pas d’autres valeurs propres que les nombres mq 1, ..., My p.

Partie I. Généralités et exemples

1. Montrer que toutes les matrices triangulaires supérieures et toutes les matrices triangulaires infé-
rieures de ., (R) appartiennent a D,,.

Démonstration.
« Soit T' une matrice triangulaire supérieure de .#,(R). Alors il existe (o, ..., a,) € R™ tel que :
al % ... %
0 «
T — ’
*
0 0 ap
Soit A € R.

A est valeur propre de T' < T — X\ - I, n’est pas inversible

< rg(T'—X-1,) <n

Or :
ok * A 0 ap— A * *
0 a9 0 A 0 042—)\
rg(T—=X\1Ip,) = 1g | | . , —A . . =1g . :
: . * . .0 : .. *
0O --- 0 ap 0 0 A 0 0 a,—A\

Comme T — A - I, est triangulaire, alors :

I'un (au moins) des coefficients diagonaux de

rig(T—A-Ip)<n & T — X- 1, est nul

& il existe i € [1,n] tel que : a; — A =0

On en déduit : Sp(T) = {a; | i € [1,n]}.
Autrement dit, les valeurs propres de A sont ses coefficients diagonaux (propriété (Aq)) et seule-
ment ses coefficients diagonaux (propriété (Ag)).
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« On réalise la méme démonstration dans le cas ol la matrice T' est triangulaire inférieure.

Les matrices triangulaires de .#,(R) appartiennent a D,,.

Commentaire \

o Dans le programme officiel, on peut lire « Valeurs propres d’'une matrice triangulaire ».
L’énoncé commence donc par une démonstration de cours.

« Pour toute matrice M € #,(R), rg(*M) = rg(M).
Et, par linéarité de la transposition : {(M — \I,) = ‘M — Y(\I,) = tM — \,,.
En combinant ces deux propriétés, on obtient que :

M — M\I, n’est pas inversible < rg(M — \[,) <n
& rg(f(M —)\,))<n
& rg(tM —\I,) <n

& M — M, n’est pas inversible

Ainsi, pour toute matrice M € ., (R) : Sp(M) = Sp(*M).
Cette remarque permet d’expliciter la deuxiéme partie de la démonstration : une matrice
triangulaire inférieure a méme spectre que sa transposée (qui est triangulaire supérieure).

« Au passage, on peut démontrer que toute matrice M est semblable & sa transposée (un peu
technique avec le programme de ECE). Ce qui permet d’affirmer que :

M est diagonalisable < 'M est diagonalisable

mais on s’écarte du sujet initial.

O

\.

2. Si M est une matrice de D,,, établir que pour tout « réel, la matrice M + « I, est encore un élément
de D,,.

Démonstration.
Soit M € D,, et soit o € R.
Soit 5 € R.

(M+al,)—pI,=M— (8 —«)l, nest

t val de M 1 .
[ est valeur propre de M +al, < pas inversible

8 — a est une valeur propre de M
8 — « est un coefficient diagonal de M (car M € D,,)

il existe i € [1,n] tel que B —a =m;;

SO

il existe ¢ € [1,n] tel que B =m;; + «
< B est un coefficient diagonal de M + « - I3

Ainsi, les valeurs propres de M + « I, sont exactement ses coefficients diagonaux.

Si M € Dy, alors M +«al, € D,.

87



E2A Mathématiques

3. On note K, la matrice de ., (R) dont tous les coefficients valent 1.

a) Montrer que la matrice K, n’appartient pas a D,,.

Démonstration.

o La matrice K,, n’est pas inversible. En effet :

Lo« Ly — Ly
1 .- 1 5 1 .- 1
1 -1 Ly ¢ Ln— Ly 0
rg = rg .
1 1 0 - 0
= 1 <n

(on rappelle : n > 2)

« Ainsi, 0 est valeur propre de K, et la propriété (Ay) n’est pas vérifiée par K.

On en déduit : K, & D,,.

Commentaire \

« Ici, on démontre que K, n’est pas inversible par un calcul de rang. On aurait aussi
pu invoquer le fait que K,, posséde 2 colonnes (ou 2 lignes) égales (ou simplement
colinéaires). Un tel argument sera accepté au concours.

« On pouvait aussi remarquer :

Ainsi, n (# 1) est valeur propre de K, et n’est pas un coefficient diagonale de K.
L )d

b) L’ensemble D,, est-il un sous espace-vectoriel de ., (R)?

Démonstration.

« Etudions le cas n = 2.

On pose : Ay = G (1)> et By = (8 (1)>

x Comme ces deux matrices sont triangulaires, d’aprés la question 1. : Ay € Dy et By € Ds.

x Or: Ag 4+ By = Kj. Ainsi, d’aprés 3.a) : Ay + By ¢ Ds.
On en déduit que D9 n’est pas stable par la loi +.
Ainsi Dy n’est pas un espace vectoriel.

o Généralisons cette propriété au cas ol n est quelconque.

On pose :
1 0 0 0 1 1
11 : 0 0
An == et Bn = .
0 :
1 1 1 0 - 0 0
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4 a)

b)

x Comme ces deux matrices sont triangulaires, d’aprés la question 1.: A, € D, et B, € D,,.
x Or: A, + B, = K,. Ainsi, d’aprés 3.a) : A, + By, ¢ D,,.

On en déduit que D,, n’est pas stable par la loi +.

Ainsi : D, n’est pas un espace vectoriel.

Commentaire \

Lorsqu’un résultat & démontrer est formulé sous forme d’interrogation (et pas d’affir-
mation comme c’est le cas en général), on pensera, dans une majorité de cas a répondre
par la négative. A titre d’illustration, lorsqu’on recontre les questions :

x « L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de E' 7 »

x « Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes 7 »
x « La v.a.r. X admet une variance? »
x « La matrice A est-elle diagonalisable 7 »

x « La suite (uy,) est-elle majorée ? »

la réponse est, généralement, « non » (& justifier évidemment).
L )

Soit (z,y, z) un élément de R3. Montrer que la matrice <2 9;) est inversible si et seulement si

les nombres x et y sont non nuls.

Démonstration.

0

La matrice M = z) est carrée d’ordre 2.

Elle est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or :

det(M) = det<(2 Z)) =0xz—yxz=uzay

M est inversible si et seulement si xy # 0 7.e. si x # 0 et y # 0. O

En déduire que I'ensemble D2 ne contient pas d’autre élément que les matrices triangulaires de

Ao (R).
Démonstration.
Soit N = (Z f) € D,.

T
t—s

e Alors N —sly = (2 ) € Dy d’aprés la question 2..

o Comme Ny — sy € Do, en particulier, N — s I vérifie (A1). On en déduit que 0 est valeur
propre de N — sIs. D’ou N — s I n’est pas inversible.

o D’aprés la question précédente, on en déduit que x = 0 ou que y = 0.

S X . . L.
777777 0 t) est triangulaire supérieure.

Dans tous les cas, N est bien triangulaire.

On en conclut que toute matrice de Dy est triangulaire. O
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31 1
5. Montrer que la matrice A = (0 2 —1) appartient a Ds.
11 4

Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
Il s’agit de démontrer que Sp(A4) = {3,2,4}.

o Démontrons que 3 est valeur propre de A.

0 1 1
rg(A—3I3) =rg| |0 -1 -1

1 1 1

La réduite posséde deux colonnes égales : Cs et (5. Elle n’est donc pas inversible.

3 est valeur propre de A.

Commentaire \

Il faut s’habituer a déterminer les ensembles E)(A) (ou des vecteurs propres de A
associés a la valeur propre A) par lecture de la matrice A — AI3. Ici on a A = 3.

x
On cherche donc les vecteurs X = (y) de F3(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
z

(A=31I3) X =04, ,(r) Or:

0 1 1 T
0 -1 1)y = z2-Ci+y-Co+2-Cs
11 1 z
0 1 1
= x-|0)+y-|-1])+2-|-1
1 1 1

0

Pour obtenir le vecteur (O) a l'aide de cette combinaison linéaire, et qu’on choisit
0

x = 0, il suffit de prendre y = —z pour obtenir le vecteur nul.

En prenant (par exemple) z = 1, on obtient : y = —1.

0
On obtient ainsi : E3(A) D Vect (—1)
1

\. J

« Démontrons que 2 est valeur propre de A.

La réduite posséde deux colonnes égales : C et Cs. Elle n’est donc pas inversible.

2 est valeur propre de A.
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\

Commentaire \

Comme dans la remarque précédente, on peut déterminer des vecteurs propres de A associés

X
a la valeur propre 2 par lecture de la matrice A—2 I3. On cherche donc les vecteurs X = (y)
z

de F5(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (A —213) X =0 4, (r). Or:

1 1 1 T
0 0 -1 Y = z-Ci+y-Co+2-Cs
1 1 2 z 1 1 1

| - x.(g)w.(?)ﬂ.(_;)

Pour obtenir le vecteur (0) a l'aide de cette combinaison linéaire, il suffit de prendre (par
0

-1
exemple) : . = —1, y = 1 et z = 0. On obtient ainsi : Es(A) D Vect ( 1 )
0

« Démontrons que 4 est valeur propre de A.

-1 1 1
rg(A —41s) = rg 0 -2 -1

1 1 0

Ly Ly+ Ly -1 1 1
= ello —2 -1
0 2 1

La réduite posséde deux lignes proportionnelles : Ly = —L3. La matrice A — 4 I3 n’est donc pas
inversible.

Commentaire \

4 est bien valeur propre de A.

Comme dans la remarque précédente, on peut déterminer des vecteurs propres de A associés
X
a la valeur propre 4 par lecture de la matrice A—4 I3. On cherche donc les vecteurs X = (y)

z
de E4(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que : (A —413) X =04, (&) Or:

-1 1 1 x
(0 -2 —1) (y) = z-Ci+y-Co+2-Cs
1 1 0 z 1 1 1
= z-|0)4+y-|-2|+z-]-1
1 1 0
0

Pour obtenir le vecteur (0) a l'aide de cette combinaison linéaire, il suffit de prendre (par
0

1
exemple) : z =1, y = —1 et z = 2. On obtient ainsi : F4(A) D Vect (—1)
2
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« On a démontré : {3,2,4} C Sp(A).
Comme de plus, la matrice A est carrée d’ordre 3, elle ne peut avoir plus de 3 valeurs propres.
On en déduit : Sp(A4) = {3,2,4}.

Ainsi : A € Ds.

o On obtient :
x A posséde 3 valeurs propres distinctes,

x Ae z//g(R)

La matrice A est diagonalisable.

Commentaire \

o Les valeurs propres « possibles » de la matrice A peuvent se déduire de I’énoncé. C’est un
cas fréquent. Il apparait notamment lorsque 1’on dispose d’un polynéme annulateur P : les
racines de P sont les seules valeurs propres « possibles » de A. Cela signifie :

Sp(A) C {racines de P}

mais il reste & vérifier quelles racines de P sont vraiment des valeurs propres de A.

« Dans ce cas de figure, au lieu de chercher les valeurs A pour lesquelles A — A1 n’est pas
inversible, il est préférable de déterminer si A — A I est inversible pour les valeurs de A
fournies (3, 2 et 4).

« On rappelle que la recherche des valeurs propres A de A grace a I’étude de rg(A — A1) (dans
le cas général ot A € R) est & réserver a la résolution d’exercices ot I'on ne posséde aucune
information sur les valeurs propres de A et ot 'on demande de déterminer les valeurs propres
et les sous-espaces propres associés.

« Dans la question, il n’est pas demandé de déterminer E3(A), E2(A) et E4(A).

On peut cependant affirmer, aprés les études effectuées dans les remarques précédentes :

0 -1 1
E5(A) = Vect (—1) , E5(A) = Vect ( 1 ) , E4(A) = Vect (—1)
1 0 2

En effet :

x l’espace propre associé a une valeur propre A est de dimension 1 au minimum. Comme de
plus A est une matrice (carrée) d’ordre 3, la somme des dimensions des espaces propres
est d’au plus 3. On en déduit :

dim(E3(A)) = dim(Fq(A)) = dim(F4(A4)) =1
x Ainsi :

—1

~1
E5(A) D Vect ( 1 ) et dim (E3(A)) = dim | Vect ( 1 )
0 0

-1
D’ou: E3(A) = Vect ( 1 ) . On raisonne de méme pour les autres sous-espaces propres.
0
\ DJ
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31 1+t
6. Pour tout ¢ réel, on considére la matrice M(t) = [0 2 —1—¢].
11 442¢

a) Déterminer I'ensemble des valeurs propres de la matrice M (t) selon la valeur de t.
En déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M (t) appartient & Ds.

Démonstration.
Soit ¢t € R.
« Déterminons le spectre de M (t).
Soit A € R.
A valeur propre de M (t) < M(t) — A I3 non inversible
= rg (M(t) - )\13) <3
Or :
3—-A 1 1+t
rg (M(t) — A 13) = rg 0 2-X -1-t
1 1 442t — A

o
w
o =

1 442t - A
2—-A —1—-1

(
won (
(

- A 1 1+1¢
Ly« Ls—(3-N L 1 1 44+2t— M\
= rg 0 2-2AX —1—t
0 —24+X 14t—B=XN){4d+2t—))
Ly« Ly + L 1 1 442t — M
= rg 02—\ —1—t
0 0 —B=N{d+2t—N)

La réduite obtenue est triangulaire (supérieure).
Elle est donc inversible si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux est nul. On en
déduit :

rg (M(t) —AN3) & 2—X=00U0 —(3—X\)(4+2t—X)=0

S A=200 A=3 00 A=4+2¢

Ainsi : Sp (M(t)) = {2,3,4 + 2t}

o Or, les coefficients diagonaux de M (t) sont exactement les valeurs 2, 3, 4 4 2t.

On en déduit : Vt € R, M(t) € Ds.

Commentaire \

o Il est INTERDIT de réaliser 'opération Lg < (3 — \) L3 ou Lg < (3 — \) L3 — Ly
en début de calcul. En effet, si A = 3, réaliser de telles opérations (Ls < 0 ou
L3 <~ —Ly) reviennent a supprimer I'information contenue dans la ligne Lg.

De telles opérations ne sont valides qu’a la condition A # 3. Il faudrait alors rédiger
par disjonction de cas ce qui s’avére inutilement compliqué.

« Par contre, 'opération L3 < L3z — (3 — \) L1 est tout a fait légitime. Si A = 3,
elle consiste simplement & effectuer Lg < L3 et ne provoque donc pas de perte
d’information.
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b) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M(t) est diagonalisable.

Démonstration.
On procéde par disjonction de cas.

x M(t) admet trois valeurs propres distinctes,
x M(t) € A5R).
La matrice M(t) est donc diagonalisable.

Pour tout ¢t € R\ {1, 1}, la matrice M (t) est diagonalisable.

e Sid+2t=2(ie.t=—1) ou 442t =3 (ie. t=—3):

(c’est le cas contraire)

x Sit=—1":alors Sp (M(—1)) = {2,3}.

- Déterminons Ey(M(—1)) = {X € 31 (R) | (M(—1) —2I3) X =04, ,(»)}-

xT
Soit X = (y) € M51(R).

z

X € Ex(M(-1)) & (M(-1

8
_I_
<

o o
I
o o

3
N —

8 08
+ +
ESEE S

)
Lo
o O O

On obtient :
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-1 0
La famille F = ( 1 ), (O) = (U1, Us) est donc :

0 1

x génératrice de Ea(M(—1)),

x libre, car composée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

La famille F est donc une base de Ey(M(—1)). Ainsi :

dim (Eg(M(—l))) — Card(F) = 2

- On note : E3 (M(—l)) = {X S %371(}1%) | (M(—l) — 3[3) X = 0//[371(]1@)}'
Comme 3 est valeur propre de M(—1), on en déduit :

dim ((Bs(M(-1))) > 1

Soit Us € Eg(M(—1)) \ {0, , (r) }-

Par théoréme de concaténation, la famille B = (Uy, Us, Us) est libre. De plus, Card(B) = 3 =
dim(.#31(R)) donc B est une base de .#3 1(R). Ainsi, il existe une base de .#51(R) formée

de vecteurs propres de M(—1).

Ainsi M(—1) est diagonalisable.

x Sit=—3 alors: Sp(M(—3)) ={2,3}.

- Déterminons Es (M(—%)) ={X € #3:(R) | (M(—%) — 2]3) X = 0//3’1([@)}.

x
Soit X = (y) € M31(R).

z

X € B>(M(—3)) &

Ly <21,
Ly <+ —21Lo

L3<2L3— 1L

Ly Ly — L3
Ly« Ly — L3

On obtient :
X e By (M(-3) <

11 1\ [z 0
00 —=3|lyl=10
11 1 z 0
T+ y + 3z =0
—%zzO
Lz + y + z = 0
2z + 2y + 2z = 0
z = 0
z + y + z =0
2z + 2y + 2z = 0
z = 0
z = 0
2z + 2y =0
0 =0
z = 0
r + vy =0
z = 0
z —Y
z = 0

95



E2A Mathématiques

Ainsi :

-1
La famille 75 = ( 1 ) est donc :

x génératrice de Ey(M(—3)),

x libre, car composée uniquement d’une matrice non nulle.

La famille 7 est donc une base Ey(M(—1)). Ainsi :
dim (EQ(M(—%))) = Card(FR) = 1
- Déterminons E3(M(—3%)) = {X € #51(R) | (M(—3) —313) X =04, , &) }-

T
Soit X = (y) € M31(R).

z
XeEBs(M(-3) &  (M(-3)-3I3X=0
& 0 -1 —3fly]|=]o0
1 1 0 z 0
y + 3z =0
& -y —%z = 0
r + y =0
hC 2y + 2 = 0
= 2y + 2z =0
r + oy =0
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On obtient :
r + oy =0
X € E3(M(-3)) & 2y + z = 0
2y + 2 =0
Ly« Ly— Ly r + oy =0
= 2y + 2 =0
0 =0
- {x + y = 0
2y = —=z
Ly 2L — Ly 21 - 4
N { 2y = —z2
Ainsi :
X
By(M(-13)) = {|v] € a®) |2=5ETy=5}
z
z 1
2 2
= {|-3|17eR} = {=-| 4| |2€R)
z 1
3 1
= Vect | [ -2 = Vect | | -1
1 2

1
La famille F3 = (—1) est donc :
2

x génératrice de Fj3 (M(—%))7

x libre, car composée uniquement d’une matrice non nulle.

La famille F3 est donc une base E3(M(—3)). Ainsi :
dim (Bs(M(~3))) = Card(F;) = 1

Supposons que M(—3) soit diagonalisable. Alors il existe une base (Uy,Us, Us) de .31 (R)

formée de vecteurs propres de M (—%) Par principe des tiroirs, deux de ces vecteurs se trouvent

dans le méme sous-espace propre (Eo(M(—3)) ou E3(M(—1))). On a donc une famille libre

de cardinal 2 dans un espace vectoriel de dimension 1. C’est absurde.

La matrice M(—31) n’est donc pas diagonalisable. -
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Partie II. Matrices nilpotentes

Une matrice M de .#3(R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel que
la matrice MP soit la matrice nulle.

7. Soit M une matrice nilpotente de .Z3(R).
Montrer que 0 est une valeur propre de M et que c’est la seule valeur propre de M.

Démonstration.

\.

Commentaire

« Une matrice A € ., (R) posséde TOUJOURS un polynéme annulateur non nul Q.

Raisonnons par 1’absurde.

Supposons que 0 n’est pas valeur propre de M. Alors la matrice M est inversible.

Or le produit de deux matrices inversibles est inversible. Ainsi, par récurrence immédiate, pour
tout n € N*, M™ est inversible.

Or, comme M est nilpotente, il existe p € N* tel que : MP =0 4, (R)-

Absurde!

0 est valeur propre de M.

Comme la matrice M est nilpotente, il existe p € N* tel que : M? = 0.
On en déduit que le polyndéme Q(X) = XP? est un polynéme annulateur de M. Ainsi : Sp(M) C
{racines de Q} = {0}.

La seule valeur propre possible de M est donc 0.

Finalement : Sp(M) = {0}.

On peut méme démontrer (ce n’est pas au programme en ECE) qu'il existe toujours un tel
polynéme de degré (au plus) n.

Si @ est un polynéme annulateur de A alors, pour tout a € R, le polynéme « Q) est toujours
un polynome annulateur de A puisque :

(@@Q)(A) = aQ(4) = 04,m®)

Cela suffit & démontrer que A posséde une infinité de polynémes annulateurs.
On peut en obtenir d’autres. Par exemple R(X) = (X —5) Q(X) est un polynéme annulateur
de A puisque :

R(A) = (A-51)Q(A) = 04,(®)

Il faut donc parler D’UN polynéme annulateur d’une matrice.

Les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément toutes valeurs propres de A. Si
c’était le cas, A aurait une infinité de valeurs propres (elle en posséde au plus n). Par exemple,
comme R(X) = (X —5) Q(X) est un polynoéme annulateur, un tel raisonnement permettrait
de démontrer que 5 est aussi valeur propre. O

8. Soit M une matrice nilpotente de .#3(R). On va prouver par I'absurde que M3 est la matrice nulle.
Pour cela, on suppose que M3 n’est pas la matrice nulle.
Notons B = (e1,es,e3) la base canonique de R? et u I’endomorphisme de I’espace vectoriel R?
représenté par la matrice M dans la base B.
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a) Montrer les inclusions Ker(u) C Ker(u?) et Ker(u?) C Ker(u?).

Démonstration.

Soit x € Ker(u).
Alors : u(z) = Ogs. On en déduit :

u?(z) = u(u(z)) = u(Ogs) = Ops

(o la derniére égalité est obtenue par linéarité de u).
D'ou : z € Ker(u?).

‘ Ainsi : Ker(u) C Ker(u?)

« Démontrons que Ker(u?) C Ker(u?).

Soit = € Ker(u?).
Alors : u?(z) = Ogs. On en déduit :

uw(z) = u(u?®(z)) = u(Ogs) = Ops
Dot z € Ker(u?).

Ainsi : Ker(u?) C Ker(u?)

Commentaire \

« Insistons sur la facilité de cette démonstration. Il s’agit essentiellement de mettre en place
la structure de démonstration et de dérouler les définitions.

o Précisons la maniére d’agir.

1 Soit z € Ker().

2 Alors u(z) =Ogs. On en déduit :
3 u?(x) = ...

4 =.

5 = Ogs

6 Ainsi, z € Ker(u?).

x Les lignes 1 et 6 correspondent & la mise en place de la structure de démonstration :
il s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Ker(u) et on
démontre qu'il est dans Ker(u?).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application.
Dire : x € Ker(f) c’est exactement dire : u(z) = Ogs.

x La ligne 3 correspond aussi au déroulé de la définition du noyau d’une application
linéaire. Dire : € Ker(u?) c’est exactement dire : u?(z) = Ogs. Cela permet d’écrire
le début de la ligne 3 ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment que I’on rentre dans la phase de démonstration & proprement
parler et que l'on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que u est linéaire).

o Le message est clair : sur les 6 lignes de rédaction, 4 proviennent de la présentation et
seules 2 correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours

(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration).
\ D.J
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b) Montrer que les noyaux Ker(u?) et Ker(u3) ne peuvent pas étre égaux. Pour cela, montrer que
dans le cas contraire, le noyau de u? est égal a celui de u’ pour tout entier i supérieur ou égal a
2, et en tirer une contradiction.

Démonstration.
Raisonnons par ’absurde.
Supposons : Ker(u?) = Ker(u?).
« Démontrons par récurrence : Vi > 2, P(i) ou P(i): Ker(u?) = Ker(u’).
» Initialisation :
Ker(u?) = Ker(u?).
D’ou P(2).
» Hérédité : soit 1 > 2.
Supposons P(i) et démontrons P(i + 1) (i.e. Ker(u?) = Ker(u'™1)).
Procédons par double inclusion.

(C) Démontrons : Ker(u?) C Ker(u'*?).

Par hypothése de récurrence, Ker(u?) = Ker(u?).
Avec le méme raisonnement qu’en question précédente, on a de plus : Ker(u®) C Ker(u™1).

Par hypothése de récurrence, Ker(u?) = Ker(u?).

11 suffit alors de démontrer : Ker(u'*!) c Ker(u?).
Soit z € Ker(u't1).

Alors utl(z) =0

donc w(ui=2(z)) =0

d’ou u'=%(z) € Ker(u?)

ainsi u?(ut=2(z)) =0 (car Ker(u?®) = Ker(u?))
et enfin u'(z) =0

On en déduit : z € Ker(u?).
Ainsi Ker(u'™!) C Ker(u?) = Ker(u?).

D’ott P(i +1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vi > 2, Ker(u?) = Ker(u?).

o Par hypothese, M est nilpotente. Il existe donc p € N* tel que M? = 0_z,(r)-
On en déduit : u? = 0.g(gs), c'est-a-dire : Vo € R?, uP(x) = Oga. Ainsi : Ker(u?) = R?.
Deux cas se présentent alors :

x si p=1 alors : Ker(u) = R3.

Autrement dit : Vo € R?, u(x) = Ogs. On en déduit que u est 'endomorphisme nul, c’est-
a-dire : u = 0. (gs3).

Par isomorphisme de représentation : M = 0 _z,g). Et donc : M 3=0 M5(R)-

Absurde!

100



E2A

Mathématiques

c)
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x Si p > 1 alors, d’aprés le point précédent : Ker(u?) = Ker(uP) = R3.

Comme Ker(u?) = Ker(u?), on en déduit : Ker(u?) = R3.
Ainsi : u? =0 2®3)- Et donc, par isomorphisme de représentation : M 3= 0 5(R)-
Absurde!

On en déduit : Ker(u?) # Ker(u?).

Commentaire

De maniére générale, si u € Z(F, F) alors : Ker(u) = E < u = 0g). En effet :

Ker(u) =F <& Vzek, u(z)=0r <+ u=0g@g

Montrer que les noyaux Ker(u) et Ker(u?) ne peuvent pas étre égaux non plus.

Démonstration.

Raisonnons par ’absurde.

Supposons : Ker(u) = Ker(u?).

« Alors, par une récurrence similaire & celle de la question précédente : Vi > 1, Ker(u) = Ker(u?).
En particulier : Ker(u) = Ker(u?).

e Or: MP =0 4 r). Dot : uP =0 g(gs). Et donc : Ker(uP) = R3.
D’aprés le point précédent, on en déduit : Ker(u) = R3. Dot : u = 0.2(r3)-
Ainsi M =0 4, w) et donc M 3 = 0 5(R)-

Absurde!

On en déduit : Ker(u) # Ker(u?). O

Conclure en considérant la dimension des noyaux mentionnés ci-dessus.

Démonstration.

« D’aprés les questions précédentes : Ker(u) C Ker(u?) C Ker(u?) et ces inclusions sont strictes.
On en déduit que :

dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u?)) (%)

« Démontrons : Ker(u) # {Ogs}.
Raisonnons par ’absurde.
Supposons : Ker(u) = {Ogs }.
« Alors u est injectif. Or u est un endomorphisme de R3, espace vectoriel de dimension finie.

Il est donc bijectif. Ainsi M est inversible.

x De plus, M est nilpotente. Ainsi, d’aprés la question 1., 0 est valeur propre de M.
La matrice M n’est donc pas inversible.

Absurde!
« On en déduit : dim(Ker(u)) > 1. Comme de plus : Ker(u®) C R3, on obtient d’aprés (*) :

1 < dim(Ker(u)) < dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u®)) < 3

D’ou :
dim(Ker(u)) =1, dim(Ker(u?)) =2 et dim(Ker(u®)) =3
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o On obtient :
x ker(u®) C R3
x dim (ker(u?)) = 3 = dim(R?)
On en déduit : ker(u?) = R3. Dot : u® = 0.2 (r3)-
On en déduit que M3 = 0. 5(R)-
O

9. Soit (a,b,c,d, e, f) un élément de R®. On considére la matrice M = (

On définit les réels v(M) = ac + df + be et 6(M) = bef + ade.

a) Etablir égalité M3 = v(M)M + §(M)I5.

Démonstration.
o Tout d’abord :

« Enfin :

x d’une part :

x d’autre part :

= M x M?

0 a b

= |c 0 df| %

e f O

ade + bef
ac? + bee + cdf

o o O
- o Q

b
d) de %3 (R)
0

a b ac + be bf ad
0 d]| = de ac + df be
fo cf ae be + df
ac + be bf ad
de ac + df be
cf ae be + df
a’c + adf + abe  abc + be + bdf

bef + ade

acd + bde + d* f

ace + be? + def bef + acf + df? ade + bef

= (ac+ be + df) (

0
= ac? + bee + cdf
ace + be? + def

ade + bef
= ac? + bee + cdf
ace + be? + def

)
0
c
e

~- o 2
O Qo

a’c + adf + abe
0
bef + acf + df?

a’c + adf + abe
bef + ade
bef + acf + df?

) + (ade + bef) I3

abc + b%e + bdf
acd + bde + d* f
0

abc + b%e + bdf
acd + bde + d>f
ade + bef

ade + bef 0 0
+ 0 ade + bef 0
0 0 ade + bef

M3 =~y(M) M+ §(M) I3
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b) Montrer que la matrice M est nilpotente si et seulement si y(M) et 6(M) sont nuls.

Démonstration.
On raisonne par double implication.

(=) Supposons M nilpotente.
Alors, d’aprés la question 8.b) : M3 =0 M (R)-
Ainsi, d’aprés la question précédente :

V(M) M +0(M) I3 = 0_z,w)

Or la famille (I3, M) est composée uniquement de deux matrices non proportionnelles.
C’est donc une famille libre de .Z3(R).
Ainsi, la seule relation de dépendance linéaire pouvant lier ces vecteurs est la relation
triviale. D’ou : (M) = vy(M) = 0.

(<) Supposons §(M) =~v(M) = 0.
Alors, d’aprés la question précédente : M3 = (M) M + §(M) I3 = 0./ (R)-
Ainsi, M est nilpotente.

M est nilpotente < 0(M) =~(M) =0 O

¢) On suppose que a, b et d sont égaux a 1.
Justifier qu’il existe une infinité de choix pour le triplet (c, e, f) de R? pour lesquels la matrice
M est nilpotente.

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

M nilpotente < { etctf =0
etcf =
ct+f = —e
- { cf = —e
o { c+f = cf
cf = -—e
RN { cl=f)+f = 0
e = —fc
= { c-f) = ~f
e = —fc
Deux cas se présentent alors.
e Si f#1, alors :
e =
1—f
M nilpotente < p
e = 1= 7
o Si f =1, alors le systeme initial se réécrit : { etec = -1
777777 et+c = 0

Ce systéme n’ayant pas de solution, M n’est pas nilpotente dans ce cas.
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Ainsi, M est nilpotente si et seulement si (c, e, f) € S o :
2
S = {(c.e,/) eERxRx (R\{1}) | c=—1L5 ET e= -5}

= (i) | FeR\ {1

S contient autant de triplets que de valeurs possibles pour f, c’est-a-dire autant que de réels
différents de 1.

Il existe une infinité de choix pour le triplet (c,e, f) de R3

pour lesquels la matrice M est nilpotente. O
En déduire que I’ensemble D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas
triangulaires.
Démonstration.
Soit f € R\ {1}. 0 11
o D’apres la question précédente, la matrice My = —% 0 1] est nilpotente.

2
_1f_7f f o0

Or, d’apreés la question 7., sa seule valeur propre est 0. On en déduit : My € Dj.
« Supposons de plus : f # 0. Alors la matrice My n’est pas triangulaire.
Ainsi : {My | f € R\ {0,1}} C Ds.

D3 contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas triangulaires.

Exhiber une matrice de D3 dont tous les coefficients sont non nuls.

Démonstration.
Soit f € R\ {0, 1}.
o D’apres la question précédente : My € Ds.
1 1 1
1 1] eDs.

1

isfait les contraintes de I’énoncé.

~

o Ainsi, d’aprés la question 2. : My + I3 = | —1

‘k::‘
~

T
Toute matrice My + I3 (avec f € R\ {0,1}) sa

[l

1 11
Pour f = 2 (par exemple), on obtient {2 1 1| € Ds.
4 2 1 0
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