E2A Mathématiques

Corrigés des sujets de révisions
Problémes du TOP3

HEC/ESSEC I 2024 - nombre de triangles dans un graphe aléatoire,
inégalité de Harris, inégalité de Janson, inégalité de Boole, espérance
conditionnelle

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (€2, A4,P), toutes les variables aléatoires qui
interviennent dans la suite sont définies sur cet espace.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et p un réel appartenant a |0, 1].

Pour générer des graphes non orientés de maniére aléatoire, on se donne :

e S =1]0,n— 1], les sommets du graphe;

« pour toute paire de sommets {u,v} avec u < v, T, , une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre
.
Les variables aléatoires T, pour {u,v} décrivant les paires de sommets avec u < v, sont supposées
indépendantes ;

« les arétes d'un graphe G ainsi généré sont les paires {u, v} telles que Ty, , = 1siu < vou Ty, = 1si
v < u.

Dans tout le probléme, par convention, une somme portant sur un ensemble d’indices vide vaut 0, un
produit vaut 1, une intersection vaut {2, une réunion vaut &.

Partie 1 - Nombre aléatoire de triangles

On note 7 lensemble des parties {u, v, w} a trois éléments de I’ensemble des sommets, r le nombre de
ses éléments et on pose

T:{t1,~--7tr}

Etant donné ¢ = {u,v,w}, un élément de 7, on dit que ¢ est un triangle dans un graphe G généré
aléatoirement si {u,v}, {v,w} et {w,u} sont des arétes de G.

Pour tout k& € [1,7], on note Y la variable aléatoire de Bernoulli associée a 1'événement « t; est un
triangle de G » et Z,, la variable aléatoire égale au nombre de triangles de G.

Par exemple si n = 5 et le graphe G est représenté ainsi,




E2A Mathématiques

alors 75 = 3.
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1. Quelle est la valeur de r en fonction de n?

Démonstration.

Le nombre r est, par définition, le cardinal de ’ensemble 7. On en déduit que r est le nombre de

parties & 3 éléments d'un ensemble & n éléments (I’ensemble S = [0,n — 1]).

n
Ainsi 1 r = )
insi : r <3> 0

2. a) Soit k € [1,7]. Posons tj, = {u,v,w} avec u < v < w. Montrer que Yy, = Ty Ty T w-

Démonstration.

« Tout d’abord, on sait que les variables Y}, T}, ., T« et Ty, sont toutes les quatre des variables
aléatoires suivant une loi de Bernoulli.

Dot : Yi(Q) = Ty v () = T0() = T (2) = {0, 1}.
On en déduit : (T, Tywluw)(Q2) = {0,1} = V().

« Ensuite, en utilisant successivement les définitions de Y, d'un triangle et des variables aléa-
toires Ty v, Tyw €t Ty, on a, pour tout w € €2 :

Yi(w) =1 <= t; est un triangle de G
<~ {u,v}, {v,w} et {w,u} sont des arétes de G
= Typ(w)=1let T, p(w)=1et Typlw)=1 (caru < v <w)
— (TupTowTuw)(w) =1

La derniére équivalence est justifiée (pour la réciproque) par le fait qu'un produit de réels est
non nul si et seulement si tous les termes du produit sont non nuls.

Ainsi : Yw € Q, Yi(w) = (TuoTowluw)(w) (car Yi(Q) = {0,1} = (TuoTowluw)(82)).

Dot : Vi = TuwTow T

Rappelons qu’une égalité entre deux variables aléatoires est une égalité entre deux applications.
Ainsi, pour montrer que X =Y (ot X et Y sont deux variables aléatoires), on démontre :

Yw e Q, X (w) =Y (w)

b) En déduire que, pour tout k € [1,7], Y, suit la loi de Bernoulli de paramétre p3.

Démonstration.
Soit k € [1,7]. D’aprés la question 2.a) :

Pact
=
I

1]) = P([Tu,vTv,wTu,w = 1])

(car Ty, Ty €t Ty sont
indépendantes)

(car Ty, Tyw et Tyw

_ _ .3
=pXpXp=p suivent la loi B (p))
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Or, on sait déja que Y} suit une loi de Bernoulli. Ainsi, P([Y; = 1]) est le paramétre de cette loi.

On a bien : pour tout k € [1,7], i — B (p®).

O

,
Justifier que Z,, = > Yj. En déduire que E(Z,,) = <§>p3.
k=1

Démonstration.
Soit w € . Rappelons :

Yk(w) =

1 sit; est un triangle
0 sinon

La somme ) Yj(w) est alors une somme de 0 et de 1.
k=1
Plus précisément, si 'on note J = {k € [1,r] | tx est un triangle} = {k € [1,7] | Yi(w) = 1},
alors : .
> Yi(w) = 3 Yi(w) = > 1= Card(J)
k=1 keJ keJ
Or, Card(J) est précisément le nombre de triangles de G, donc > Yi(w) = Zp(w).
k=1

'
Ceci étant vrai pour tout w € €2, on a bien : Z, = > Y.
k=1

La variable aléatoire Z,, est finie (Z,(£2) = [0,7]) donc admet une espérance.
E@@:E(Zya
k=1
= > E(Yz) (par linéarité de [’espérance)

T
=3 p (d’apres la question 2.a))

= <n)p3 (d’apreés la question 1.)

» On s’intéresse & la variance de Z,.

Si i et j appartiennent & [1,7] et sont différents, on note i = j lorsque ¢; et t; ont exactement deux
éléments en commun et ¢ Z j dans le cas contraire.

On note £ 'ensemble des couples (i, 5) tels que i = j, et F I'ensemble des couples (i, j) tels que
i jeti ]

On désigne par a,, le nombre d’éléments de £.
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Commentaire

On peut regretter 'absence d’exemple pour aider & la compréhension de cette définition, donnée de
maniére abstraite. Tout d’abord, il faut s’empresser de penser que ¢ = j lorsque t; et t; ont exactement
deux sommets en commun, ce qui permet de faire appel a 'intuition géométrique habituelle sur
la notion de triangle. En effet, si t = {u,v,w} est un triangle de G, alors un élément de ¢ (qui ne
peut étre que u, v ou w) est un sommet du graphe G et également un sommet du triangle t. De
plus, considérant deux triangles t; et ¢;, avoir exactement deux sommets en commun, c’est avoir
exactement un coté en commun (en effet, si deux cotés sont égaux alors le troisiéme aussi et donc
les trois sommets sont égaux).

Reprenons le graphe & 5 sommets donné en exemple introductif et choisissons de numéroter les
éléments de T en utilisant I'ordre lexicographique :

t1 =40,1,2}, t2={0,1,3}, t3={0,1,4}, t4=1{0,2,3}, t5=10,2,4},
le = {0?374}? tr = {17273}7 tg = {17274}7 tg = {17374}7 t10 = {2a3a4}

On représente a nouveau le graphe G, en faisant apparaitre les trois triangles et en épaississant le
trait pour les sommets et le co6té en commun entre les deux triangles tg et tg :

On a donc 8 = 9 sur cet exemple. C’est le seul couple (¢, j) dans & tel que t; et ¢; soient des triangles,
mais il y a d’autres couples (i,7) dans €. Par exemple : 1 =2, 4 =6,...

3. a) Montrer que :

(4.3)€L,r]?

V(Zy) = Cov (; Y., ; yj> - Y Cov(Y,Y))

Démonstration.
Tout d’abord, la variable aléatoire Z,, est finie donc admet une variance.

D’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(Zy) = Cov(Zn, Zn)

.
et d’aprés la question 2.¢) : Z,, = > Y;. D'ou :
i=1

v = cor (35 0)
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Ensuite :

Cov (Z Yi, > Y]> = > Cov (Yi, > Y]> (par linéarité a gauche de Cov)
~ : :

J=1

<
Il

= Cov (Y3, Y)) (par linéarité a droite de Cov)
i=1 j=1
= COV(Y:th)
(i) r]?
On a bien : V(Z,,) = Cov (Z Yi, > Y]> = > Cov(¥;,Y;).
=1 j=1 (i,)€l1,r]? O

b) Montrer que si (,j) € F, Y; et Y; sont indépendantes. En déduire que :

,
V(Z,) =3 Vi) + > Cov(Y;,Y))
i=1 (4.5)€€
Démonstration.
e Soit (i,7) € F. Alors i # j et i # j.
Notons t; = {u;, vi, w;} avec u; < v; < w; et t; = {u;,vj,w;} avec uj < vj < wj.

D’aprés la question 2.a) :
Yi = Ty o Tvs i T i et Yj = Ty ;T ;T
x Puisque ¢ # j, on peut affirmer que ¢; # t;, ce qui veut dire que ¢; et ¢; ne partagent pas

trois sommets en commun.

x Puisque i # j, on peut affirmer que t; et t; ne partagent pas exactement deux sommets en
commun.

On en déduit que ¢; et ¢; ont soit 0, soit 1 sommet en commun. Ainsi, les variables aléatoires
L wis Togwis Tug iy Tuj gy Tojw; €t Tujw; sont distinctes, ce qui permet de conclure qu’elles
sont mutuellement indépendantes.

D’aprés le lemme des coalitions : Y; et Y; sont indépendantes.

o Reprenons le calcul de la question 3.a) :

V(Z,) = >  Cov(¥;,Y;)
(@.9)€L,r]?

= >  Cov(YV;,Y;))+ > Cov(Yy,Y))

(i,5)€[1,r]? (i,4)€[1,r]?
i=j i)

x D’une part :
> Cov(Yy,Y) = Cov(Yy,Ys) = 3 V(Y))
(i.9)€L,r]? i=1 i=1
i=j

x D’autre part, par définition de £ et F, on a :

EUF ={(i,5) € [1,7]* | i # 5}

et il s’agit d’une union disjointe.
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Ainsi :
S Covl¥Yy) = Y Cov(YiY)+ Y Cov(Y,Y))
(Lﬁi[[lﬂ"]]z (i,5)€€ (1,5)EF
i#]

De plus, pour tout (i,5) € F, Y; et Y sont indépendantes et donc Cov(Y;,Y;) = 0. Il suit :

S Cov(¥, ¥;) =0

(4,9)eF
D'otu :
S Cov(¥nY) = Y Cov(¥:,Y))
(m);{[uﬂz (i,5)€€
i#]

On a bien : V(Z,) = > V(Y;)+ > Cov(Y;,Y;).
=i (i)ee -

¢) En conclure que :
V(Zn) = rp°(1 = p°) + ( > E(K'Yj)) — anp”

(i,5)€€

Démonstration.
« Tout d’abord, d’aprés la question 2.b) : pour tout i € [1,r], ¥; < B (p*).
Donc : pour tout i € [1,7], V(Y;) = p*(1 — p3).
On en déduit : . .
V) =% p’(1=p°) =rp’(1-p°)

« Ensuite, d’aprés la formule de Koenig-Huygens, pour tout (i,j) € £ :

Cov(Y;,Y;) = E(Y;Y;) — E(Y)E(Y;)

=E(Y;Y)) —p’p’
=E(Y;Y;) —p°
Ainsi :
> Cov(Y,Yj) = 3 (E(Y;Y)) —p°)
(i,5)€€ (i,5)€€
= Y EWyy)- > p° (par linéarité de la somme)
(i,5)€€ (i,5)€€
= ( > E(Y;Yﬁ) — anp® (car an = Card(£))
(i,5)€€

D’aprés la question 3.b) : V(Z,) = rp3(1 — p3) + ( > IE(YAG)) — anp®.
(i.4)€€
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» Onnote A, = > EYiY))

(i.4)e€
4. Montrer que si ¢ = j, IE( = p et en déduire que A, = anp
En conclure que : V(Z < > p3 — %) + an(p® — pb).
Démonstration.

« Soit (4, 4) € [1,7]? tel que i = j. On a en particulier i # j.
Notons t; = {u;, vi, w;} avec u; < v; < w; et tj = {u;,vj, w;} avec uj < vj; < wj.

D’aprés la question 2.a) :
Yi = Ty o Tvs i Tus wi et Yj = Ty ;T ;T

Par définition de la relation =, les triangles ¢; et ¢; ont exactement deux sommets en commun.
La paire de sommets en commun ne peut étre que 'une des trois suivantes :

{ui,’U@'} 0u {Ui,wi} 0u {ui,wi}

Supposons que la paire de sommets en commun soit {u;,v;} pour fixer les idées (les autres cas
sont analogues). On a alors :

YlYJ = Tuiavz‘thwiTuiywiTuj7Uijj7ijuj7wj

(car Ty, ., apparait deuz fois dans
_ . 2 _ .
= To; wi Tus w; Ty o; Toy w; T w; ce produit et Ty;, ,, = Tu, v, puisque

T’U«iyvi(Q) = {Oa 1})

et on remarque que les variables restantes sont deux a deux distinctes (sinon les triangles ¢; et
t; auraient trois sommets en commun, mais cela contredirait le fait que i # j) et donc sont
mutuellement indépendantes. Puisque elles admettent toutes une espérance égale a p, il vient :

E(YlYJ) =E(T,, i Lug w; Tuj W5 ij »Wj Tuj Wj )

(par indépendance des variables
aléatoires en présence)

= ]E(T’Ui,wi )]E(Tui,wi )E(Tujﬂ)j )E(T'Uj/wj )]E(Tuj W )

o D’aprés ce qui précéde :

>, EYy;) = > p5 = anp5 (car a, = Card(£))
(3,5)€€ (i,9)€€

On a bien : A,, = anp®.

o On peut alors finir le calcul :

V(Z,) =rp*(1—p°) + ( > E(YZYJ)> — anp® (d’apres la question 3.c))
(3,5)€€

=rp’(1 = p*) + anp” — anp® (d’apres ce qui précede)

= <§> (p® = p%) + an(p® — p°) (d’apres la question 1.)

On obtient bien : V(Z,) = <g> (p® — p%) + an(p® — p%).
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Commentaire \

Nous avons utilisé au cours de cette preuve le fait suivant : si X suit une loi de Bernoulli,
alors X2 = X.

Ce résultat n’est pas explicitement au programme, mais il est bon de le connaitre. Il est
probable que son utilisation au cours de cette preuve sans donner de justification détaillée
ne soit pas sanctionnée puisque ce n’est pas le coeur de la preuve. Détaillons toutefois
I’argument.

Soit w € Q. Deux cas se présentent.

x Premier cas : X (w) = 1.

Alors X2(w) =12 =1= X(w).
x Deuxiéme cas : X (w) = 0.
Alors X2(w) =02 =0= X(w).
On a donc montré : Vw € Q, X?(w) = X (w). Ceci prouve que X2 = X.
Une fois résumée, la preuve tient en une phrase : les valeurs possibles pour X sont toutes
des points fixes de la fonction x — 22

\. J

5. Calcul de a,,.

a) Déterminer le nombre de triplets ({u,v},w,y) ol u,v,w,y sont quatre éléments distincts de

b)

I'ensemble [0,n — 1].

Démonstration.
Un tel triplet est entiérement déterminé par :

—1
x le choix de la paire {u,v} : (Z) = n(nQ) possibilités,

1
n—3
1

n
x le choix de I’élément w (distinct de u et v) : < > = n — 2 possibilités,

x le choix de I’élément y (distinct de u, v et w) : ( > = n — 3 possibilités.

n(n—1)(n —2)(n — 3)
2

Il y a donc tels triplets.

n(n—1)(n—2)(n — 3).

En déduire que a, = 5

Démonstration.
Soit (i,7) € €. Le couple (i, ) est entiérement déterminé par :

x le choix de la paire {u,v} de sommets communs aux triangles t; et t;,
x le choix de ’élément w (distinct de u et v) qui sera le troisiéme et dernier sommet de ¢;,

x le choix de I'élément y (distinct de u, v et w) qui sera le troisiéme et dernier sommet de ;.

n(n—1)(n—2)(n —3)
2

D’apres la question 5.a), il y a tels triplets ({u, v}, w,y).

nin—1)(n—2)(n— 3)'

On en déduit que a, = 5
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Commentaire

Notons E = {({u,v},w,y) | u,v,w,y sont quatre éléments distincts de ’ensemble [0,n — 1]}.

D’aprés la question 5.a) : Card(E) =

n(n—1)(n—2)(n — 3).

On peut rendre la preuve précédente plus rigoureuse en construisant une bijection de & vers F.

« Soit (4, 5) € &.
Notons u et v les deux sommets (distincts) qui sont communs aux triangles ¢; et ¢t; puis notons
w (resp. y) le troisiéme sommet de ¢; (resp. de t;). Remarquons alors que t; = {u,v,w} et
tj = {u,v,y}.
Les objets {u,v}, w et y sont entiérement déterminés par le choix du couple (i,j5) € &
(puisque nous n’avons pas fixé d’ordre entre u et v) et on a bien ({u,v},w,y) € E.

On en déduit que 'on peut définir, avec ces notations, 'application :

) E —- F
o { (7)o (wo},wy)

« Réciproquement, soit ({u,v},w,y) € E.
Notons i (resp. j) I'unique entier de [1,r] vérifiant ¢; = {u,v, w} (resp. t; = {u,v,y}).
Le couple (7, ) est entiérement déterminé par le choix du triplet ({u,v},w,y) € E et on a
bien (7,7) € € (les deux triangles ont exactement deux sommets en commun : u et v).

On en déduit que 'on peut définir, avec ces notations, 'application :

) E — &
v { ({wohwy) = ()

o On vérifie alors que ¥ o & = idg et ® o ¥ = idg (ce qui est évident par construction). Cela

prouve que &£ et E sont en bijection. On en déduit qu’ils possédent le méme cardinal et
nin—1)(n—2)(n—3)
5 .

donc : a, =

Partie 2 - Etude informatique

On se donne un graphe G généré par le procédé décrit dans le préambule.

On définit la fonction supprimeDer (L) qui si L est la liste des listes d’adjacence du graphe G dont les
sommets sont 0,1,...,n — 1, modifie L afin qu’elle devienne la liste des listes d’adjacence du graphe
G’, dont les sommets sont 0,1,...,n — 2, obtenu en supprimant dans G le sommet n — 1 et les arétes
contenant ce sommet.

def supprimeDer(L):
s = len(L) - 1
L.pop() # supprime le dernier élément de la liste L
for a in L:
if s in a:

[ [ N O N

a.remove(s) # supprime s dans la liste a

10




E2A Mathématiques

6. Compléter la fonction suivante pour qu’elle retourne le nombre de triangles dont un des sommets
est le sommet s dans le graphe G dont la liste des listes d’adjacence est L :

1 def triangle2s(s, L):

2 cpt =0

3 adj = L[s]

4 for i in range(len(adj)):

5 for j in range(..., len(adj))
6 if ... in L[...]:

7 cpt += 1

return cpt

Démonstration.

Considérons x < y deux voisins (distincts) de s.

Le programme qui suit est basé sur la remarque suivante : le triplet {s,z,y} est un triangle si et
seulement si x et y sont voisins.

def triangle2s(s, L):
cpt =0
adj = L[s] # liste des voisins de s

# on teste une et une seule fois tous les couples de voisins de s
for i in range(len(adj)):
for j in range(i+1, len(adj))
if adjl[j] in L[adjl[i]]: # si adjlil et adj[j] sont voisins
cpt +=1

o joo N o jor ks jw N e

return cpt

Les lignes 5 et 6 permettent de considérer tous les couples (x,y) de voisins de s vérifiant < y, avec
x = adjli]l et y = adj[j]. O

7. Ecrire une fonction nbTriangles (L), utilisant les deux fonctions précédentes, qui retourne le nombre
de triangles du graphe G dont la liste des listes d’adjacence est représentée par L.

Démonstration.

L’idée est de compter les triangles dont I'un des sommets est le dernier sommet du graphe G (3
’aide de la fonction triangle2s(s, L)) puis de supprimer ce dernier sommet (& 1’aide de la fonction
supprimeDer (L)) puis de recommencer jusqu’a-ce que le graphe ne comporte plus que trois sommets
(un graphe & deux sommets ne peut pas contenir de triangles). A la fin, on somme tous les nombres
obtenus. De cette maniére, tous les triangles sont pris en compte et on ne compte jamais deux fois
le méme triangle.

def nbTriangles(L):
cpt = 0 # compteur du nombre total de triangles dans le graphe G

|=

s = len(L) - 1 # s est le dernier sommet du graphe G
while s >= 2: # cas limite : graphe & trois sommets (0, 1 et 2)
cpt += triangle2s(s, L) # ajout du nombre de triangles ayant s pour sommet
supprimeDer (L) # obtention du nouveau graphe en enlevant s
s = s-1 # mise & jour de s pour que ce soit toujours le dernier sommet
return cpt

oo 1N o jov e jw N

11
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8. On suppose que la fonction graphe (n,p) génére un graphe aléatoire suivant les hypothéses décrites
dans le préambule.

Expliquer ce que retourne la fonction suivante :

def fonctionMystere(n):
cpt =0
for i in range(1000):
L = graphe(n, 1/n)
if nbTriangles(L) == 0O:
cpt += 1
return cpt / 1000

[ S (<> B S B [ VU

Démonstration. Détaillons ce que fait cette fonction.
o A la ligne 2, une variable cpt est initialisée a 0. Cette variable servira de compteur.

SRS

o Les lignes 3 et 4 consistent & simuler 1000 graphes aléatoires de paramétres n et p =

[

« Pour chaque graphe aléatoire généré, on teste si ce graphe ne contient aucun triangle (
c’est bien le cas, on incrémente la variable cpt (ligne 6).

igne 5). Si

Ainsi, en fin de boucle for, la variable cpt contient le nombre de graphes aléatoires ne contenant
aucun triangle, c’est-a-dire le nombre de fois ou I’événement [Z,, = 0] a été réalisé.
On en déduit que la fonction fonctionMystere(n) renvoie la fréquence empirique de réalisation

1
de lévénement [Z, = 0] (dans le cas spécifique ot p = —). Cette fréquence empirique n’est rien
n

1 1000

d’autre qu’une réalisation de la moyenne empirique Wiggo = 1000 Wi ou (Wy,...,Wigoo) est
i=1

un 1000-échantillon d’une variable aléatoire W qui prend la valeur 1 si 'événement [Z,, = 0] est
réalisé, et la valeur 0 sinon.

D’aprés la loi faible des grands nombres, la fonction fonctionMystere(n)
renvoie donc une approximation de P([Z,, = 0]). O]

Partie 3 - Inégalité de Harris

k désigne un entier naturel non nul.

« Soit f une fonction définie sur une partie D de R¥ & valeurs dans R.
Si k > 2, on dit que f est k-croissante sur D si, pour tout (z1,...,x) élément de D et i € [1, k],
t— f(x1,...,i—1,t,Tit1,...,x)) est croissante sur son ensemble de définition.
Si k = 1, une fonction 1-croissante sur D est simplement une fonction croissante sur D.
e On définit de méme la notion de fonction k-décroissante.
o On considére X1, ..., X} des variables aléatoires finies.
On admet le résultat suivant (théoréme de transfert d’ordre k) :
Si f est une fonction définie sur X1 (2) x -+ x Xp(Q) et Yy = f(Xy,..., Xk) alors

E(Yy) = > @, z)P (X1 =21 N0 X = a))
($1,...,xk)exl(Q)X---XXk(Q)

On note (Hy) la propriété suivante :

Si Xi,..., X sont des variables aléatoires finies indépendantes, f et g deux fonctions définies sur
X1(92) x -+ x Xi(9) et k-croissantes sur cet ensemble, et si I'on pose Yy = f(Xq,..., Xk) et
Zy =g9(X1,...,Xk), alors :

E(YyZr) = E(Yr)E(Z) (inégalité de Harris)

12
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Commentaire \

Ici aussi, on peut regretter I’absence d’un exemple pour aider les candidats a intégrer men-
talement la définition proposée.

Dans le cas particulier ou & = 1, ot X; est une variable aléatoire finie et ou f
(qui est bien croissante sur R), on retrouve E(X?) > E(X)?2, c’est-a-dire V(X7)

=g = idg
=0

Commentaire \

Cette partie fait un choix de notations un peu malheureux. La notation Y} est utilisée de
maniére abstraite pour désigner une transformée des X1,..., X alors que Y3 a été définie
en début de partie 1 comme la variable aléatoire de Bernoulli associée a I'événement « t,
est un triangle de G ». Il fallait comprendre que la partie 3 est totalement indépendante du
début du sujet.

9. Dans cette question k£ = 1, on pose X = X; une variable aléatoire finie, f et g sont deux fonctions
croissantes sur X (2).

a) Montrer que pour tout (z,y) € (X(2)2 (f(x) — f(1))(g(x) — g(y)) > 0.

Démonstration.
Soit (x,y) € (X(£2))2. Deux cas se présentent.

x Premier cas : x < y.

Alors f(z) < f(y) et g(x) <
On en déduit : f(z) — f(y)
) —

(
Drou: (f(z) - f(y))(g(x

x Deuxiéme cas : x > y.

Alors f(z) = f(y) et g(x) >
On en déduit : f(x) — f(y)
) —

Drou: (f(z) - f(y))(g(x

par croissance de f et g sur
d X(Q).
et

g(y
<0 () 9(y) < 0.

9(y)) =

par croissance de f et g sur
d X(Q).
et

g(y
20 () g(y) = 0.

9(y)) =

Dans tous les cas : (f(z) — f(v))(g(z) — g(y)) = 0.

Commentaire

Il ne faut jamais se décourager au cours de ’épreuve car une question facile et indépendante
du reste de 'énoncé peut toujours arriver aprés plusieurs questions (trop) difficiles. Cest le
cas de cette question 9.a) qui est un résultat d’analyse reposant uniquement sur une définition
du cours de premiére année sur les fonctions. Une trés bonne connaissance du cours est une
condition sine qua non de réussite aux concours, quelque soit le niveau de 1’épreuve.

b) Montrer que pour tout y € X (),

E(f(X)g(X)) + f()g(y) = g()E(f(X)) + f(»)E(9(X))

Démonstration.
D’aprés la question 9.a) : pour tout (z,y) € (X(2))2, (f(z) — f(v))(9(z) — g(y)) = 0.
Soit y € X(Q) et soit w € . En appliquant I'inégalité précédente & © = X(w) € X(Q), on
obtient :
(f(X(w)) = f()(9g(X(w)) —g(y)) =0

13
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Ainsi :
(f(X) = f(y)(g(X) —g(y) =0

En développant cette expression, on obtient :

F(X)g(X) + f()g(y) = g(y) fF(X) + fy)g(X)

Toutes les variables aléatoires en présence sont finies et donc admettent une espérance.
Par croissance de ’espérance :

E(f(X)g9(X)+ f(y)g(y)) = E(g(y) f(X) + f(y)g(X))

Par linéarité de I'espérance :

E(f(X)g(X)) + f(W)9(y) = 9()E(f (X)) + f(y)E(g(X)) -

¢) En déduire que (H7) est vraie.

Démonstration.
Soit w € Q. D’aprés la question 9.b) appliquée & y = X (w) € X(Q) :

E(f(X)g9(X)) + f(X(w))g(X(w)) = g(X (w)E(f(X)) + f(X (w))E(9(X))
On en déduit :
E(f(X)g(X)) + f(X)g(X) = g(X)E(f(X)) + f(X)E(9(X))
Par croissance de ’espérance :
E(E(f(X)g(X)) + f(X)g(X)) = E(g(X)E(f(X)) + f(X)E(9(X)))
Par linéarité de I'espérance :

E(f(X)g(X)) + E(f(X)g(X)) = E(f(X))E(9(X)) + E(g(X))E(f (X))

et donc :
2E(f(X)g(X)) = 2E(f(X))E(g(X))
d’otu :
E(f(X)g(X)) = E(f(X))E(9(X))
La propriété (Hj) est vraie. -
10. On suppose que (Hy) est vraie pour un certain k et on considére X7, ..., X;1 des variables aléatoires

finies indépendantes, f et g deux fonctions définies sur X7 (€2) x - - - x X;11(£2) et (k+1)-croissantes.
On pose Yi11 = f(X1,..., Xgy1) et Zpyr = (X1, -, Xig1).-
a) A Vaide des théorémes de transfert d’ordre k + 1 et k, montrer que :

E(Yis1Zk+1) = > E(f(Xy,..., Xp,2)9(X1, .., Xp, 2))P([Xpg1 = 2])
IEXk+1(Q)

14
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Démonstration.

D’aprés le théoréme de transfert d’ordre k£ 4 1 appliqué a la fonction

Pipr (@1, 1) = f(@1, o 2p1)g(2, - Tpt1), on &
E(Yk+1Zk+1)

= E(hry1(X1, ..o Xig1))

= > f@r, o mi)g(@, o) P (X = 2] 0 0 [ X = @p44])
(x17"'7xk+l)€
Xl(Q)X"'XXk+1(Q)

= > flx1, .z, 2)g(@, .z, )P ([(Xy = 2] N0 [ Xy = 23] N [Xg 1 = 7))
{EGXkJrl(Q) (:El,...,fl'k)E
X1 (@)% % X ()

(car x est une variable muette)

k
= Z Z f(fﬁl,...,ﬂ?k,l')g(fﬁl,...,l’k,x)P <ﬂ [Xl:$l]> P([Xk-f-l :CL'])
.’ZGXkJrl(Q) (.’Zl,...,mk)e i=1
X1(Q2) %+ x X5 ()
ol 'on a utilisé I'indépendance mutuelle de X7, ..., X;11 a la derniére ligne.

Soit x € Xp11(92). D’aprés le théoréme de transfert d’ordre k appliqué a la fonction
hiz: (x1,...,28) = f(z1,... 28, 2)9(21, ..., 2k, 2), on & :

E(f(X1,..., Xk 2)g(X1,..., X, 1)) =
> flx1, ..z, 2)g(z1, . sz, )P ([ X = 2] N - N [ X = 2g])

(z1,..yTk)E
X1(9) %% X (@)

Dot : E(Yiy1Zp1) = >0 E(f(X1,.., Xp,2)g(Xa, ..o X, ) )P([Xppa = ).
xGXk+1(Q) O

b) Justifier que pour tout = € Xp11(92) :
E(f(Xl’ v 7Xk’x)g(X17 s 7X/€7:L‘)) > E(f(Xla s anaz))E(g(Xla s 7Xk7'1"))

Démonstration.

Soit x € Xp11(9).

Notons f : (x1,...,xK) = f(x1,..., 2k, ) de sorte que f(Xq,..., X, x) = f(Xl,...,Xk).
Notons g : (z1,...,x) — g(x1,..., 2%, ) de sorte que g(X1,..., Xk, z) = g(X1,..., Xg).
x Les variables X1, ..., X} sont indépendantes.

x Les fonctions f et § sont définies et k-croissantes sur X1(€) x - - - x X(Q) car les fonctions f
et g sont définies et (k + 1)-croissantes sur X;(Q) X -+ x X;41(9).

x On pose Yk = f(Xl, oo, Xi) et Zk =g(X1,..., Xk).
On a supposé que (Hy) était vraie, donc on a :

E(YiZy) > E(Y:)E(Z)

Autrement dit :

E(f(X1,..., Xk, 2)9(X1,..., Xg,x)) = E(f(X1,..., Xk, 2)E(g(X1,..., Xk, x)).

15
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¢) On pose pour tout = € X;11(Q), u(z) = E(f(X1,..., Xk, x)) et v(z) = E(g9(Xy,..., Xk, x)).
Montrer que u et v sont croissantes sur Xp11(Q) et E(Yi11Zk+1) 2 E(w(Xgr1)v(Xgs+1))-

Démonstration.
Soit (z,y) € Xk1+1(2) tel que x < y.
La fonction f est (k + 1)-croissante donc :

V(.%'l, ce ,.TUk) S X1<Q) X e X Xk(Q), f(acl, R ,xk,x) < f(wl, .. .,xk,y)
d’ot, en appliquant cette inégalité a 1 = X1 (w) € X1(Q),..., 2 = Xi(w) € Xi(92), on obtient :

Vw € Q7 f(Xl(w)7 . 'an(w)vx) < f(Xl(w)7 te 7Xk(w)7y)

et enfin :

f(le' . .,Xk,ﬂj‘) < f(Xla 7Xk7y)
Comume les variables aléatoires X7, . .., X} sont finies, il suit que les variables aléatoires f(X1, ..., Xy, x)
et f(X1,..., Xk, vy) le sont aussi et donc admettent chacune une espérance.

Par croissance de ’espérance :

E(f(X1,..., Xk, 2)) <E(f(X1,..., Xk )

La fonction u est croissante sur Xy1(€2).

Ce raisonnement est également valable pour la fonction g qui est (k + 1)-croissante.

Donc v est croissante sur Xj11(2).

On pose ¢ : x — u(z)v(x) (définie sur Xi41(92)).
On applique le théoréme de transfert (avec des variables finies) :

E(u(Xp11)v(Xpt1))
= E(p(Xk11))

= 2 p@)P([Xpr1 = 1))
2€X141()

= >  E(f(Xy,.... Xk 2))E(9(X1, ..., Xy, 2))P([Xis1 = 2])
T€Xp41(Q)

(d’apres la question 10.b) et
> E(f(Xyy e Xk, 2)9( X, e, Xy @) ) P([Xga1 = 2]) car, pour tout x € Xp41(£2),
IEXk+1(Q) P([Xk+1 = :L']) 2 0)

N

= E(Yi+1Zk+1) (d’aprés la question 10.a))

On a bien : E(Yit1Zk+1) = E(u(Xgt1)v(Xkt1))-

O

16
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d) En conclure que (Hy1) est vraie. Conclure.

Démonstration.
D’aprés la question 10.¢) : E(Yiy1Zk41) 2 E(u(Xgr1)v(Xgt1))-

Pour obtenir (Hy.1), il reste & montrer :
E(u(Xp+1)0(Xp11)) 2 E(Yir1)E(Zg11)
En effet, on aura alors, par transitivité :
E(Yit1Zk+1) 2 E(u(Xp1)v(Xpt1)) 2 E(Yi1)E(Zg11)
Or, on sait que u et v sont croissantes sur Xj1(€2) donc on peut utiliser la propriété (Hy) :
E(u(Xk41)v(Xit1)) 2 B(u(Xpr1) E(0(Xp11))

Par théoréme de transfert :

E(u(Xk+1)) = GXZ o u(x)P([Xpr1 = z])
= > E(f(X1,..., X, 2)P([Xpp1 = 2])
2€X,11(Q)

On utilise maintenant le résultat de la question 10.a) dans le cas particulier ot f est la fonction
ci-dessus et ou g est la fonction constante égale a 1 (qui est bien définie et (k + 1)-croissante sur
X1(2) x -+ x Xp4+1(Q2)). Dans ce cas particulier : Zp1 =1 et g(X1,..., Xg,z) = 1.
On obtient :
EYi1) = > E(f(X1,..., Xi, 2))P([Xpp1 = 2])
2€X41(Q)
D’ou :
E(u(Xk+1)) = E(Yit1)

Bien entendu, ce résultat est également valable pour v (en prenant cette fois-ci pour f la fonction
constante égale a 1) :
E(0(Xk41)) = E(Zp41)

Finalement, on a obtenu :

E(Yit1Zk+1) 2 E(u(Xp11)v(Xe41)) 2 E(w(Xpp1) ) E(0(Xp41)) = E(Yey1)E(Zg41)

La propriété (Hyy1) est vraie.

On a fait l'initialisation d’une récurrence lors de la question 9. et on a démontré ’hérédité lors
de la question 10.

On a donc montré par récurrence : pour tout k € N*, (Hy) est vraie.
On a démontré 'inégalité de Harris en toute dimension.

17
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Commentaire

Les deux questions précédentes cachent une subtilité de notation et d’objet.
La fonction u est définie par : pour tout x € Xp11(Q), u(z) = E(f(X1,..., Xk, x)).
Ainsi, I'objet u(Xg41) est une variable aléatoire, définie par :

Vw € Q, u(Xgq1)(w) = E(f(Xq, ..., Xg, Xpr1(w)))

Il faut bien se garder d’écrire que u(Xg41) = E(f(X1,..., Xk, Xx+1)) car on changerait alors

le sens de l'objet u(Xg41) en donnant le méme role a jouer a Xy, ..., Xy et Xg 1.
Pour mieux saisir en quoi [’égalité précédente est suspecte, il faut remarquer que
E(f(X1,..., Xk, Xg+1)) désigne un nombre réel. Une telle égalité voudrait dire que la va-

riable aléatoire u(Xj11) est constante mais il n’y a aucune raison pour que ce soit le cas.

\.

e) La propriété (Hy) reste-t-elle vraie si f et g sont k-décroissantes ? Justifier votre réponse.

Que se passe-t-il si 'une est k-croissante et 'autre k-décroissante ?

Démonstration.
Soient X7i,..., X des variables aléatoires finies indépendantes. Soient f et g deux fonctions
définies sur X7(Q) x -+ x Xi(2). On pose Yy = f(X1,...,Xk) et Zp = g(X1,..., Xg).

« Traitons d’abord le cas ou f et g sont k-décroissantes.
Remarquons alors que —f et —g sont k-croissantes et on peut donc appliquer I'inégalité de
Harris avec ces fonctions :

E(YyZi) = E(f(X1,..., Xp)g(X1,..., Xk))

(
(—f(X1,. o X)) (—g(X1, ..., Xp)))
(— f(Xq,... ,Xk))E —g(X1,... ,Xk)) (d’apres Uinégalité de Harris)

E
E (
= (—E(f(X1,...,Xk))) (—E(9(X1,...,Xk)))  (par linéarité de Uespérance)
E(f(X1,...,Xk)E(g(Xy,..., X))

E

La propriété (Hy) reste vraie si f et g sont k-décroissantes.

« Traitons maintenant le cas ou f est k-décroissante et g est k-croissante (I’autre cas est ana-
logue).
D’aprés I'inégalité de Harris appliquée & —f et g toutes deux k-croissantes :

E(—f(X1,..., Xp)9(X1,.... Xp) ZE(— f(X1,..., Xp)E(9(X1,..., Xp))
Ceci donne, en multipliant par —1 :
—E(— f(X1,..., Xp)g(X1,..., X)) < —E(— f(X1,.... X0)E(9(X1,..., Xp))
Enfin, par linéarité de 'espérance :

E(f(X1,.... Xk)g(X1,..., Xp) <E(f(X1,..., X0)E(9(X1,..., Xp))

D'ou : E(Y;Zr) < E(Yy)E(Zy). L’inégalité change de sens dans ce cas.

18
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Partie 4 - Inégalité de Janson et application

On reprend les notations de la partie 1.

i
De plus, pour tout ¢ € [1,r], on pose Z,; = Y. Yi. On remarquera que Z, , = Z,.
k=1

Dans cette partie on établit un encadrement de P([Z,, = 0]).

n

11. Justifier que ﬂ [Tw = 0] C [Z, = 0]. En déduire que P([Z,, =0]) > (1 — p)(2) > 0.
O<u<v<n—1
Démonstration.
« Soit w € ﬂ [Ty, = 0]. Alors :
O<u<v<n—1

Vo<u<v<n—1, Ty,(w)=0

Il n’y a donc aucune aréte dans le graphe G (il est totalement déconnecté). A fortiori, il n’y a
donc aucun triangle (puisqu’un triangle est constitué de trois arétes). On peut donc conclure que
Zp(w) =0, c’est-a-dire : w € [Z, =0].

On a bien : ﬂ [Twn =0] C[Z, =0].

O<u<v<n—1

Commentaire |

Rappelons que des événements sont des ensembles. Ainsi, on peut utiliser dans cette
question la structure usuelle de démonstration de A C B, que 'on rappelle ci-dessous.
Soit x € A. Alors ...

Donc x € B.

\. J

o Par croissance de P, on a :

P([ant)])w( N [Tu,v=0J>

Ou<v<n—1

(par indépendance des

P ( ﬂ [T = 0]> - H P([Tu = 0]) variables aléatoires T,,)

ou<v<n—1 O<u<v<n—1

= I a-» (car Ty, = B(p))

O<u<v<n—1
=1 —p))

En effet, le nombre de couples (u,v) tels que 0 < u < v < n — 1 est égal au nombre de parties a
deux éléments de 'ensemble [0,n — 1], et donc est égal & (3).

De plus, (1 —p)(g) >0carp<1.

n

On a bien : P([Z, =0]) > (1 —p)(2) > 0.
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12. Montrer que pour tout ¢ € [1,7], P([Y; =0]) = E(1 - Y;) et P([Z,; =0]) = E <kﬁ1(1 — Yk)>

Démonstration.
Soit ¢ € [1,7].
e On sait que Y; — B (p3) d’aprés la question 2.b). On en déduit :

~1-E(X)
=E(1-Y)) (par linéarité de [’espérance)

Pour tout i € [1,r], P([Y; =0]) = E(1 - Y;).

o Tout d’abord :

k=1
_p h Yy, = 0] (car une somme de termes positifs est nulle
N e b si et seulement si tous ses termes sont nuls)
Par ailleurs, on applique le théoréme de transfert d’ordre i a la variable aléatoire f(Y7,...,Y;) ou
7: .
fi(xe, ... @) — [] (1 — ) est définie sur Y1(Q) x -+ x Y;(2) = {0,1}"* :

k=1

(flo-w)- (ﬁ(l—mm)P(ﬁ[Yk:xk])

k=1 (21,...,2:)€{0,1}* \k=1

k=1
Or :
i 1 si, pour tout k € [1,i], z =0
10— = { . -
k=1 0 sinon
On en déduit que tous les termes de la somme sont nuls sauf un. Plus précisément, le seul terme
non nul de la somme est obtenu pour (z1,...,z;) = (0,...,0). D’ou :
i i
B(110-v) =7 (=0
k=1 k=1
i
Pour tout ¢ € [1,r], P([Z,; =0]) =E < [1a- Yk)>
k=1
O
13. a) On pose m = (g) Justifier briévement que, pour tout k& € [1,7], Yy s’exprime comme une
fonction m-croissante sur {0,1}" des variables aléatoires Ty, ,, pour u < v éléments de [0,n — 1].

i—1
En déduire que, pour tout i € [2,r], 1 —Y; puis [] (1 — Yy) s’expriment comme des fonctions

m-décroissantes des variables aléatoires T, , pour u < v éléments de [0,n — 1].
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Démonstration.
« Soit k € [1,7]. Posons t;, = {z,y, 2z} avec z < y < z.
D’apres la question 2.a), Yy = T, 7T, . T ..

Numeérotons les variables aléatoires T, ,, sous la forme Uy, Us, ..., Uy, de telle sorte que :
Ul = T:B,ya U2 = Ty,Za U3 = Tx,z

On pose alors f : (x1,...,Zy) — z122ws définie sur {0, 1}"™ de telle sorte que Y, = f(Uy,...,Upn).
Montrons que f est m-croissante sur {0, 1}".

x La fonction f est constante (et donc croissante) par rapport aux variables x4, ..., Zy,. En
effet, pour tout k € [4,m], la fonction xy — x93 est constante donc croissante.

x Pour tout (x1,...,2m) € {0,1}™, f(x1,...,2y) = 0 (comme produit de nombres positifs).

x Pour tout (z1,...,zm) € {0,1}™, f(0,21,...,2y) = 0 < f(1,21,...,2y), donc f est
croissante par rapport a xi.

x On a le méme argument pour les variables xs et x3.

La fonction f est m-croissante sur {0,1}™ et donc la variable aléatoire Y
s’exprime comme une fonction m-croissante sur {0, 1} des variables aléatoires
Ty pour u < v éléments de [0,n — 1].

« Soit i € [2,r]. D’aprés le point précédent, puisque 'opposé d’une fonction croissante est dé-
croissante, la variable aléatoire —Y; s’exprime comme une fonction m-décroissante sur {0, 1}
des variables aléatoires Ty, ,, pour u < v éléments de [0,n — 1] et il en est de méme de 1 —Y;
(ajouter une constante ne change pas le sens de variations d’une fonction).

Un produit de fonctions décroissantes et positives étant une fonction décroissante,
i—1
il suit que [] (1 —Y%) s’exprime également comme une fonction m-décroissante
k=1
des variables aléatoires T, , pour u < v éléments de [0,n — 1]. ]

b) En conclure que, pour tout i € [2,r], P([Z,; = 0]) > P([Z,,;—1 = 0])P([Y; = 0]) puis que :
P(Z=0)> [TB(¥=0) puis  B(Zu=0) > (1))

Démonstration.
° SOlt 7 (S [[2,7"]].

P([Z,; =0]) =E < 11— Yk)> (d’aprés la question 12.)
k=1

i—1
—s(a-mTa-n)
k=1
Justifions que l'on peut maintenant appliquer l'inégalité de Harris dans le contexte de la
question 10.e), avec deux fonctions m-décroissantes :

x Les variables aléatoires T}, , pour u < v éléments de [0, — 1] sont finies et indépendantes.

x D’aprés la question 13.a), 1 —Y; est une fonction m-décroissante sur {0, 1} des variables
aléatoires T}, , pour u < v éléments de [0,n — 1].
i-1
x D’aprés la question 13.a), [] (1 — Yi) est une fonction m-décroissante sur {0,1}"™ des
k=1
variables aléatoires T, , pour u < v éléments de [0,n — 1].
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Dans ce contexte, I'inégalité de Harris donne :

i—1 i—1
E((l—Yi) H(l—Yk)> >E(1—}Q)E<H(1—Yk)>
k=1 k=1
Or, d’aprés la question 12. :

BQ-¥)=P@i=0) o E(T0-1))=FZnir =0

On a bien : P([Z,; = 0]) = P([Zn,i—1 = 0))P([Y; = 0]).
« Montrons par récurrence (finie) : Vi € [2, 7], P(4)

oﬂP@y«qum—opgglpm@—op»

Initialisation :
D’aprés le point précédent (en remarquant que Z,,; = Y7) :
P([Zn2 = 0]) = P([Zn,1 = O))P([Y2 = 0]) = P([Y1 = O])P([Y2 = 0]) = [] P([Yx =0])
D’ou P(2).
Hérédité : soit ¢ € [2,7 — 1]. Supposons P(i). Montrons P(i + 1).

(d’apres le début de la question,

P((Zni+1 = 0]) > P([Zni = O))P([Yir1 = 0)) cari+1€ [2,7])

P <ﬁ P([Yy = 0])> P([Yi+1 = 0]) (par hypothése de récurrence)
k=1
i+1

~ TP = o)
k=1

Dot P(i +1).

i
On a donc montré par récurrence : pour tout i € [2,r], P([Z,; = 0]) > [] P([Y} = 0]).
k=1

En particulier pour ¢ = r : P([Z, = 0]) = P([Z,, =0]) > kf[l P([Yx = 0]).

« Pour terminer, rappelons que d’aprés la question 2.b), pour tout k € [1,7], Yy, — B (p3).
On en déduit que :

T T

[1P([Ye=0])=T1(1-p%
k=1 k=1
_ (1 _ p3)r
=(1- p3)(§) (d’apres la question 1.)

On a bien : P([Z, =0]) > (1 —p3)(g).

Commentaire

La formule étant donnée dans 1’énoncé, elle permet de vérifier le résultat affirmé a la

. . n
question 1, a savoir r = (3)
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14. Inégalité de Boole. Montrer par récurrence sur k > 2 que si B, ..., By sont des événements, on a :

P (0 5)<xpm)

=1

Démonstration.
Montrons par récurrence : Vk > 2, P(k)

k k
ou P(k) : « pour tout By, ..., By des événements, P <U Bi> <D P(By) ».

Initialisation :

Soient Bi, By deux événements.

P(By UBsy) =P(By) + P(By) — P(By N By) (par formule du crible)
< P(B;) + P(Bs) (car P(B1 N B2) >0)
Dot P(2).
Hérédité : soit k > 2. Supposons P (k). Montrons P(k + 1).
Soient Bj, ..., Bit1 des événements. Notons Cy = 'L]_gjl B;.

=P(Ck) + P(Bg+1) — P(Cy, N Bg41) (par formule du crible)
< P(Ck) + P(Bg+1) (car P(Cx N Bgy1) = 0)
k
=P <U B¢> + P(Bg+1) (par définition de Cy,)
i=1
k
< Y P(B;) + P(Bgy1) (par hypothése de récurrence)
i=1
k+1
= > P(Bi)
=1
Doua P(k +1).
On a donc montré par récurrence : pour tout k > 2, si By, ..., By sont

k k
des événements, alors P <U Bi> <Y P(By).
i=1 i=1

O

» Si A est un événement de probabilité non nulle, on rappelle que la probabilité conditionnelle sachant

A est notée P4. On admet qu’elle posséde les mémes propriétés que la probabilité P.

En particulier I'inégalité de Boole est vérifiée par P 4.

De plus si X est une variable finie, on note E 4(X) l'espérance de X pour la probabilité P4 ce qui
signifie que :

Ea(X)= > aPa([X=2])
zeX(Q)

Cette espérance conditionnelle posséde les mémes propriétés que I’espérance en particulier 'inégalité
de Harris vue dans la partie 3.
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15.

Soit A, B et C trois événements tels que P(BNC) # 0 et P(ANC) # 0.
Montrer que Pgno(A) = Po(A)Panc(B).

Démonstration.
Tout d’abord, BN C' C C', donc, par croissance de P :

0<P(BNC)<PO) (%)

et donc les trois probabilités conditionnelles sont bien définies.

Ensuite : P(ANBNC)
NbN
PBmC(A)—W
et
P P(ANBNC P(ANBNC
PC(A)PAHC(B):M ( ) _ I )

P(C)  P(AATC) P(C)

D’aprés (x), par décroissance de la fonction inverse sur ]0, 4-o00] :

1 S 1
P(BNC) ~ P(C)

Par positivité de P(ANBNC) :

P(ANBNC) S P(ANBNC)
P(BNC) ~ P(C)

D'oit : Ppnc(A) = Po(A)Panc(B).

On admet que les probabilités conditionnelles qui interviennent dans la suite sont bien définies.

. Pour tout i € [1,7], on pose 4; = [Y; = 0].

Onnoteaussi ; ={j€[l,i—1] |j=ilet Jy={je[l,i—1]|j# i}

i—1
Soit i > 2, on définit B; = ﬂ Ajet C; = ﬂ Aj,ainsiona: B;NC; = ﬂ Aj.
JeL; Jj€J; j=1

a) Justifier que A; et C; sont indépendants. En déduire que Pp,n¢, (4;) > P(E)PEQQ(BZ')'

Démonstration.
e Soit j € J;. On a alors j # i et j # i et donc (i,7) € F ou F est 'ensemble défini avant la
question 3.a).

Rappelons que, d’aprés la question 3.b), les variables aléatoires Y; et Y; sont indépendantes
car on peut les écrire :

Yi = Tui o Tos w; Tus et Y = T 0, Toj w; Tuj w,

o u; < v; < wj; et uj <vj < wj et ol ces six variables aléatoires Ty, , sont toutes distinctes.

Numérotons comme en question 13.a) les variables aléatoires T, ,, sous la forme Uy, Us, ..., Up,
(o m = (3)) de telle sorte que :
Y, = U1U0:U3

x D’une part :
A; = [U1UU3 = 0]
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x D’autre part :

Ci= A= (=0 -

Jj€J; J€J;

(car une somme de termes positifs est nulle
si et seulement si tous ses termes sont nuls)

5 ¥, =0
JE€Ji

et, d’apres la rappel fait ci-dessus, il existe une fonction f telle que > Y; = f(Us,...,Un).

JE€J;
On sait que les variables aléatoires Uy, ..., Uy, sont mutuellement indépendantes. D’aprés le
lemme des coalitions, les variables aléatoires U UsUs et f(Uy, ..., Uy,,) sont indépendantes.

On en déduit que A; et C; sont indépendants.

« A; et C; sont indépendants donc A; et C; sont indépendants.
o D’aprés la question 15. :
PBiﬁCi(Ai) > ]P)Ci (Ai)PTmC-(Bi)

1 3

et par indépendance de A; et C; :

On a bien : Pg;nc, (4;) = P(A) P e (Bi)-

O
Commentaire
Si J; = 9, il n'existe pas d’élement j de J; pour faire la preuve, mais dans ce cas
C; = Q et donc A; et C; sont indépendants. En effet :
b) Etablir que P (B;) > 1— Y P (4)).
1 1 ]EIZ 2 1
Démonstration.
Tout d’abord, Pz, étant une (application) probabilité :
IPATnCi(Bi) =1-Pxqc, (B;)
Or: B; = ﬂAj: UE.D’O&:
jel; jel;
Pz‘TiﬁCi(Bi) =1- PEﬂCi U /TJ
JEL;
D’aprés l'inégalité de Boole (I’ensemble I; étant fini) :
Pfiﬁci U Af] S Z PEﬂCi(Ij)
Jjel; Jel;
On a bien : P (B;)) 21— > Pgqo (4).
1 7 jell 7 7 D
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¢) On admet provisoirement que pour j € [1,i — 1] :

Pinc, (4) <Pg(4;) (1)

En déduire que, Pg.c, (4;) < 1 —P(A;) (1 - > P,axi(Aj))
JEL;

Démonstration.

« Tout d’abord, d’apreés la question 16.a) :

Ppinc,(Ai) = 1 = Pp,nc, (Ai) <1 —P(A)Pr (Bi)
« Ensuite, d’apres la question 16.b) :

IP)AT-mCi(Bi) >1- Z] IPAT-mCi (‘TJ)
J€L;

Et, puisque —P(4;) <0 :

1- P(E)P/Timci(Bi) <l- P(E) (1 - Z P,Tmci (AJ)>

Jel;
« Enfin, d’aprés (1), pour tout j € [1,7 — 1] :
Princ, (A7) < Pr(4))

En sommant ces inégalités pour j variant dans I; C [1,7 — 1], on obtient :

> Pane, (4)) < X Px(4))

Jjel; JEl;

D’ou :

1= 3 Pre, (4)) 21— > Pr(4)

Jjel; jel

Et, puisque —P(4;) <0 :

| B (1 Y P, <Aj>> <1 BT (1 _y PAAJ-))
J

JEL;

Par transitivité, on a bien : Pp,nc,(A;) < 1 —P(A;) (1 -3 PAi(Aj))
JEL;

d) Justifier que pour tout x € R, 1 — x < exp(—z) et en déduire que :

]P)BiﬁCi(Ai) < exp <_]P)(Az) + Z ]P)(ijQ Az)>
JeL;
Démonstration.

« La fonction h = exp est convexe sur R, son graphe est donc au dessus de chacune de ses
tangentes, en particulier celle en 0 admettant pour équation : y = h(0) +2'(0)(z — 0) = 1 + x.

On en déduit que, pour tout u € R, e* > 1+ u et donc, en posant u = —z € R :

pour tout z € R, 1 — z < exp(—x).
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o Ensuite :

(d’apres la question 16.c))

=
o
D
Q
=
YA\
—_
|
=
|
VY
—_
|
=
2|
5
~_

(d’apres Uinégalité de convexité appliquée
) wmem o= 5 v

J€EL;

_ exp <_P(Ai) + Y P(&)P&(Ajo

Jjel;

= exp <_P(Az‘) + > P(Aiji))

JEL

On a donc bien : Pp,n¢; (A4i) < exp (IP’(Al) + > IP)(AJOAZ)>
Jjel;

O

17. On rappelle que A, = > E(Y;Y;) ot £ a été défini dans la partie 1 a la suite de la question 2.
(i.j)€€

a) Montrer que P([Z, = 0]) = P (ml AZ-) — P(A)) f[2 Ppnc,(Ay).

Démonstration.

« On a déja montré en question 12 que pour tout i € [[1,7],

P([Zni =0]) =P <h Vi = 0])
k=1

(car une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls).

En particulier pour i =7, on a P([Z, =0]) =P (ﬂ Y = O]> =P (ﬂ AZ»).
i=1 i=1

o D’aprés la formule des probabilités composées :

P (n Ai) — (A1) % Pay (A2) % -~ x Payprona, 1 (Ar)
=1

i—1
Or, d’aprés ’énoncé de la question 16, pour tout i € [2,r], B, N C; = ﬂ A;. Dot :
j=1

]PA1 (AQ) X X ]P)Alﬂ---ﬂAr—l(AT) = ]P)BQQCQ (AQ) X X ]P)Brﬂcr (AT’) = H ]P)Bimci (AZ)
=2

PBzﬂCi (Al)

On obtient bien : P (ﬂ AZ) =P(4)
i=1 i=2

T
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b) En conclure que :
A, R
P([Zn, =0]) <exp | —E(Z,) + - (inégalité de Janson)

Démonstration.
o Tout d’abord :

P([Z, =0]) =P(A41) I PBinc, (Ai) (d’apres la question 17.a))
i=2

<P(A;) [] exp (—IP’(AZ-) + > P(A; N Al)> (d’aprés la question 16.d))
=2

i Jel;
B & o T - (par propriété de
=P(A;)exp ( z; P(A;) + Z; j;i P(A; N Az)) morphisme de exp)

De plus, par inégalité de convexité (question 16.d)) :

P(A;) =1 - P(A;) < exp (—P(4))

D’ou :
P([Zn = 0]) < exp (—P(A41)) exp (—ZTDQ P(A;) + ZTDQ 2; P(Aijl)>
i= i=2 jeI;
<am@iP%H$52M&mM
=1 1=2 jel;
« Ensuite :
E(Z,) = E (; Y>

E(Y;) (par linéarité de [’espérance)

(car, pour tout i € [1,r], Y; suit une loi de Bernoulli)

I
M M- M-
=
=
I
=

P(4;) (car, pour tout i € [1,r], A; =[Y;i=0])

o Fixons momentanément i € [2,7] et j € I;. Remarquons que Y;Y; est une variable de Bernoulli
(comme produit de variables de Bernoulli) et donc

E(Y;Y;) = B(Y;Y; = 1)) = B(Y; = 1] [Y; = 1]) = B(A; N 4))

« On peut alors conclure :

Il reste & montrer :
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(chaque paire {i,j} apparait deuz fois :
Ggyes une fois quand i < j, une fois quand j < i)

Commentaire

Cette question est & considérer comme trés difficile car elle nécessite de prendre plu-
sieurs initiatives. Il faut réussir & s’en rendre compte et ne pas passer trop de temps
dessus si on bloque car elle ne rapportera pas assez de points pour le justifier. Cepen-
dant, toute résolution partielle sera récompensée.

¢) En déduire I'encadrement :
(1- p3)(3) < P([Z, =0]) < exp (— (g)p?’ + a”p5>

Démonstration.
o D’apreés la question 13.b) :
(1-p")) <P((Z, =0))

o Démontrons maintenant l'autre inégalité :

Ay ‘ ‘
P([Z, = 0]) < exp (—E(Zn) + 2) (d’apres inégalité de Janson de 17.b))

<exp <— <Z>p3 + a2np5> (d’apres les questions 2.c) et 4.)

On a bien ’encadrement voulu :

(1-p*6E) <P((Z, = 0]) < exp <— <§>p3 - a;pf’).
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18. Soit ¢ un réel strictement positif.
3 5 3
a) Montrer que nll)l}_loo — <§> (Z) + %l (%) = _%,
Démonstration.
e D’une part :
n\ n(n—1)(n—2) 13
3 o 3' n——+oo 6
On en déduit :
n <C)3 n3 3 _ 3
3/ \n/ ns4e 6 nd 6
et donc :
. n\ /c\3 3
lim — (7) =__
n—-+oo 3 n 6
o D’autre part, d’aprés la question 5.b) :
n(n—1)(n —2)(n —3) n?
a - ~ R—
" 2 n—-+oo 2
On en déduit :
Qn, (0)5 n* b _ P
2 \n/ asiee 405 dn
et donc : .
lim 2» (E) —0
n—+oo 2 n
3 5 3
Don: lim — (" (E) 4 dn (E) __<
n—-+00 3 n 2 \n 6 0
3 3
- . . n c c
b) Etablir que ngr—lr-loo <3> In (1 — ni”) =-%
Démonstration.
3
Puisque 6—3 — 0O,on a:
n° n—+oo
3 3
c c
In{l—-— ~ = —
n < ’I’l3> n——+oo nS
On en déduit :
3 n3 3 3
ln 1—— ~ - =
3 TL3 n—+o00 6 3 6
et donc
3 3
lim " In{1-— cy__¢
n—+oco \ 3 n3 6 O
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¢) On suppose que n > cet p = € En déduire la limite de P([Z, = 0]) quand n — +oc.
n

Démonstration.
D’aprés la question 17.¢) :

(1-p*)G) <P(1Z, = 0]) <exp (— <g>p3 + a”ﬁ’)

Donc :

D’ou :

en (3 (- 2) <m0 <om () () +5))

3 5
x D’aprés la question 18.a) : lirf — <Z> <£> + an <£> -
n——+00 n

On en déduit, par continuité de ’exponentielle en oy :

oo (<(5) G+ 5 (1)) e (-5)

n e 3
x D’aprés la question 18.b) : lim 3 n(l-—)=-—.
n

n—+00

c
On en déduit, par continuité de ’exponentielle en 5 :

lim ex " In 1—6—3 =ex —i
n—+o00 P 3 n3 - 6

3
Par théoréme d’encadrement : lim P([Z,, = 0]) = exp (—%)

n—-+4o0o

Commentaire

On peut traiter la question 18 en admettant les résultats précédents méme si ’on ne comprend pas
bien ou va le sujet. Il est bon de repérer en amont les questions qui sont largement indépendantes
de la compréhension du probléme et il faut garder du temps pour elles.

19. On reprend les notations de la partie 2. L’exécution de 'instruction fonctionMystere(100) affiche

dans la console Python 0.849. Est-ce cohérent avec le résultat de la question précédente si on
2

x
considére que pour x assez petit, e~* est proche de 1 — x + > ?

Démonstration.
Lors de 'exécution de l'instruction fonctionMystere(100), les graphes sont générés aléatoirement

1
avec p = —. Cela correspond donc au cas ot ¢ = np = 1. On sait d’aprés la question 8 que le
n

nombre renvoyé par fonctionMystere(100) doit étre une approximation de P([Z19p = 0]).

s 1
Comparons donc 0,849 et lim P([Z,, = 0]) = exp <—C> = exp <—6>.

n—-+00 6
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2
D’apreés I’énoncé, e~ * est proche de 1 — x + o) pour x assez petit. On considérera dans la suite que

6 est assez petit pour que cette approximation soit valide. On obtient :

<1>2

1 1 6 5 1 61

_— :1_7 = — = = 4...
exp( 6> 6+ 5 6+2><62 ™ 0,847

(les premiéres décimales sont calculées par divisions euclidiennes successives).

Ainsi, les deux résultats sont cohérents.

O

20. Démonstration de (1) - Soit m un entier plus grand que 2. On considére Xy, ..., X,, des variables
de Bernoulli indépendantes et I un sous ensemble de [1,m]. On note J le complémentaire de I dans

[1,m]. On note A I'événement [H X;=1].
el
a) Montrer que, pour tout (x1,...,zy) € {0,1}™,

[TP(x:i =) si]Jai=1

Pa((Xi=a1] NN [Xm = a]) = {ics i€l
0 sinon.
Démonstration.
Soit (z1,...,%m) € {0,1}™. Deux cas se présentent :

x Premier cas : pour tout k € I, x;, = 1.
Alors H x; = 1.
el
x Deuxiéme cas : il existe k € I tel que z = 0.
Alors H x; = 0.
el
On obtient donc I’équivalence :

Hmizl <~ Vkelx,=1
el

Cette équivalence permet d’affirmer que : A =

HX,-:1] =[x =1].

i€l el
On en déduit :

PA(Xs = 1] 0112201 X = ) = ZA L =2 O = 0]

sl

IDE
=
I
8
.,
~_
~
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Distinguons deux cas :

x Premier cas : sz =1.
el
Alors pour tout k € I, x;, = 1, et donc

~ [Xk = mk} = (m [Xk = mk}> N (m [Xk = l’k]>

k= kel kel

kel
D’ou
(ﬂ [X; = 1}) N (ﬂ (X}, = m) =) (X = 2]
iel k=1 k=1
Ainsi :
P (ﬂ (X = ﬂfk])
Pa([X1 =21] NN [Xp = Tpp]) = —2=2
P [X; = 1])
el
P(| X, =2
_ kl;ll (X ) (par indépendance des variables
- 1 B(X; = 1)) aléatoires X1, ..., Xm)
el
([Xk = 21])
= k=1 (car pour tout k € I, v, = 1)
[T P([Xk = zx])
kel
= I P([X% = z])
k=1
kgl
B (car I et J sont complé-
ilg]IP’([XZ = i]) mentaires dans [1,m])

x Deuxiéme cas : H x; = 0.
iel
Alors il existe k € I tel que x3 = 0.
— D’une part :
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On en déduit :
(WXFH) n (ﬁ[Xi:miO ClXp=1Nn[X,=0=2
icl ;

ce qui permet de conclure :

puis :
IPA([Xl = xl] n---N [Xm = a:m]) =0
, [[P(Xi==i]) si]Jai=1
On a montré : PAo([X; =z1] N N[ Xy = zp]) = S ies el .
0 sinon. 0
b) En déduire que les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes pour la probabilité condi-

tionnelle P4.

Démonstration.
Soit (z1,...,2m) € {0,1}™. Il s’agit de montrer :

Py <m (X = xk]) = [IPa((Xk = =x))
k=1

k=1 —
Or, d’aprés la question précédente :

(m ) H]P)([XzZJ;ZD Sini:1
Pa

- ieJ i€l
0 sinon.

() Xk = 2]

k=1

On souhaite donc montrer :

[T Pa(lxe =) = ,l;[; | | g
k=1 0 sinon.

Deux cas se présentent :

x Premier cas : HmZ =1.
el
Alors pour tout k € I, z = 1. On en déduit, pour tout k € I :

A=(Xi=1]

iel

iZk
C [Xk = 1]
= [Xy = my]
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et donc :

Ainsi :

[IPa(Xk =
k=1

kel keJ keJ

x Deuxiéme cas : | | x; = 0.

i€l

Alors il existe k € I tel que 2 = 0. On en déduit :

D’ou :

On en déduit :

HPA

Finalement :

Aﬂ[szwk]:Aﬁ[XkZO]

i€l
i#k
= | [X=1 [ 0 (X = 10 [X; = 0))
iel
iZk
= (ﬂ (X;=1]|no
i€l
iZk
=9
P(AN[Xy =xx]) P(@)
]P) X — = = =
PA([Xk—JJk XHPA —xl —OXHPA
z;ék ka
m [[P(Xi==]) siJai=1
H Xy = xi]) = Qe i€l
k=1 0 sinon.
Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes

pour la probabilité conditionnelle P 4.

= [T Pa(iXs = o) x [ Pa(@Xe = a) = [T Pa(lxy =

)
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» Soit ¢ > 2, on reprend les notations de la question 16.

Ex |V [J(1-Ya)
—_ ked;
c¢) Montrer que pour j € [1,i — 1], PEmCi(Aj) = P;(C’i)

Démonstration.
Soit j € [1,i — 1].
o Tout d’abord :

P(4;NC;NAj)

P (A;) = —
Ainc; (4)) P(A; N C;)
P(4; N C; N Aj)
P(A;)
N P(E N CZ)
P(A;)
_Px(Gin4))
P1(Ci)
o Ensuite :
Px(Ci N Aj) = P A;n ﬂ Ag (par définition de C;)
ked;
=Py Y;=1n ﬂ [Yi = 0] (par définition de A; et des Ay)
kedJ;

o Enfin, remarquons que Y} H (1 —Y%) est une variable de Bernoulli. A ce titre, et puisque IP’Aj

keJ;
a les mémes propriétés que P :

Ec | [[a-Y | =P ||V []JOa-Y) =1
ked; kelJ;

=P (V=10 [) =0

Ainsi, pour tout j € [1,7 — 1], PEmCi(AJ) = P ()
1 (Ci
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Commentaire \

Détaillons pourquoi Y; H (1 — Yy) est une variable de Bernoulli.

keJ;
Cela repose sur deux faits rapides a vérifier :

x si X et Y sont deux variables de Bernoulli, alors XY aussi (car {0,1} est stable
par produit),

x si X est une variable de Bernoulli, alors 1 — X aussi (car {0,1} est stable par
r—1—ux).

Ainsi, les (1 — Yj) sont des variables de Bernoulli puis, par produit (fini) de variables

de Bernoulli, il suit que Y} H (1 — Y%) est une variable de Bernoulli.
keJ;

\. J

d) En utilisant I'inégalité de Harris, montrer que pour j € [1,i — 1] :

]P)Af-mci (/TJ) < IPAT-(/TJ’)

Démonstration.

o Commencons par montrer que les variables aléatoires T, sont indépendantes pour la proba-
bilité conditionnelle P

Pour cela, on numérote les variables T, , de Uy a Uy, ot m = (g), de sorte que Y; = U1U-Us.
Il s’agit maintenant de montrer que les variables aléatoires Uy, ...,U,, sont indépendantes
pour la probabilité conditionnelle P

Vérifions pour cela que 'on peut appliquer la question 20.b) :

x les variables aléatoires Uy, ..., Uy, sont des variables de Bernoulli indépendantes (pour P),

—1
x m:n(n2)>3carn>3,

« A=Y =1 =[hUs=1]= [[[U:i=1
i€l
Les hypothéses sont bien vérifiées donc, d’aprés la question 20.b) : les variables aléatoires U
(c’est-a-dire les variables aléatoires T, ,,) sont indépendantes pour la probabilité conditionnelle
IP)E.
« Soit j € [1,i —1].
Rappelons tous les ingrédients nécessaires & 'utilisation de 1’inégalité de Harris :

oul =1{1,2,3} C [1,m].

x les variables Tj, ., sont finies et indépendantes pour la probabilité conditionnelle ]P)Aﬁ comme
vu ci-dessus.

x d’aprés la question 13.a), Y; s’exprime comme une fonction m-croissante sur {0,1}™ des

variables aléatoires T, , pour u < v éléments de [0,n — 1].

x toujours d’aprés la question 13.a), [[ (1—Y}) s’exprime comme une fonction m-décroissante
ked;
des variables aléatoires T), , pour u < v éléments de [0,n — 1].

x l'inégalité de Harris change de sens dans ce contexte, d’aprés la question 10.e).

On en déduit alors :

Er (v [ -Y) | <Ex () Ex | J[]-Y)
keJ; keJ;
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Or :

x d’une part :

x d’autre part :

B | JTO-Y) | =Pr [ [\ M =01 =P5 | [) 4 | =P5(C)
k?EJ—L' keJ; k‘E.]i

D’ou :

Er (v [J-Y) | <P
keJ;

D’apres la question 20.c), il reste a diviser par ]P’Aj(Ci) >0:

On obtient bien : P~ (4;) < P(4;).

i
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ESSEC II 2024 - énergie d’une matrice, trace d’'une matrice, produit
de Kronecker, réduction des matrices symétriques, graphe complet

On s’intéresse dans ce probléme & I’énergie d’un graphe qui est définie & partir de I’énergie de sa matrice
d’adjacence.

L’énergie d’un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n’est qu’a partir des années 2000
que des recherches approfondies sur cette notion ont été entreprises.

Aujourd’hui plus de deux articles par semaine sont publiés sur ’énergie des graphes avec de nombreuses
applications dans divers domaines scientifiques.

Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en page
6.

Dans tout le probléme n est un entier supérieur ou égal a 2.

On rappelle que la notation .  est analogue a la notation > .
I<i,j<n (i,4)€l1,n]?

Partie 1 - Energie et trace d’une matrice

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant a ., (R). Justifier I'existence d’une matrice
carrée inversible P appartenant a ., (R) telle que P~! AP soit une matrice diagonale. Que peut-on
dire des éléments diagonaux de P~1AP?

Démonstration.
La matrice A est symétrique (réelle) donc est diagonalisable. Ainsi, il existe :

x une matrice P € ., (R) inversible obtenue par concaténation des bases des sous-espaces propres
de A,

x une matrice D € .#,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,

telles que A = PDP~1,

La matrice P~1AP est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A.

O

n
» Ennotant A1, ..., \, les éléments diagonauz de P~ AP, on pose alors E(A) = 3. |\|, on nomme
k=1

ce réel positif l'énergie de A.
On admet que cette somme ne dépend pas du choix de P.
1 -1 -1
2. Montrer que £E(A)=3siA=|-1 0 0
-1 0 0

Démonstration.
Tout d’abord, remarquons que A est bien symétrique (réelle) et donc diagonalisable.

De plus, a I'aide de la question 1, on peut traduire la définition de I’énergie de A € .#3(R) en :

£ = % |l

ol A\1, A2, Az sont les valeurs propres de A (éventuellement répétées plusieurs fois selon la dimension
du sous-espace propre associé).
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Soit A € R.

1-2 -1 -1
rg(A— N3) =rg -1 =X 0

-1 0 =X
-1 0 =X
=rg -1 =X 0 Ly < L3
1-X2 -1 -1
— g _01 P/\ _>\/\ Lo+ Ly — 1y
0 —1 —1-AtA2 Ly Ly + (1= AL
-1 0 -
=1g 0 —1 —1—-X+2)\ Ly & L3
0 - A
-1 0 -2
=1g 0 -1 —1-X+A? Ls < Ls — ALy
0 0 XA+D(2-2)
Ainsi :
A € Sp(A) <= A — A3 est non inversible
— rg(A—-A3) <3
— MA+1)(2-XN)=0
et donc :

Sp(4) ={-1,0,2}

Puisque A € #3(R) et posséde 3 valeurs propres distinctes, chaque sous-espace propre est de
dimension 1. En effet, ils sont tous les trois de dimension au moins 1. Si I'un d’entre eux était de
dimension au moins 2, on pourrait alors construire par théoréme de concaténation une famille libre
de cardinal au moins 4 dans .#3 1(R), ce qui serait absurde car dim(.#31(R)) = 3.

On en déduit que £(A) = |—1|+ 0|+ |2/ =1+2=3.

Commentaire

Un ceil avisé aura remarqué avant tout calcul que la matrice A n’est pas inversible (car ses deux
derniéres colonnes sont égales) donc 0 est valeur propre de A.

1 1 1
De plus, la somme des coefficients sur chaque ligne vaut —1 donc A (1) = — (1) et (1) 7 0.u5.1(R)
1 1 1

donc —1 est valeur propre de A.

Avoir ces deux informations en téte permet de détecter une éventuelle erreur de calcul lors du pivot
de Gauss effectué afin de déterminer le spectre de A.

Allons méme un peu plus loin. A la question 4.c), on démontre que deux matrices semblables
ont méme trace. Une conséquence de ce résultat est que la trace d’'une matrice est la somme de
ses valeurs propres (comptées avec multiplicité selon les dimensions des sous-espaces propres).
Puisqu’on sait déja que —1 et 0 sont valeurs propres de A, et puisque tr(4) =14+04+0=1, la
derniére valeur propre ne peut étre que 2 (on doit résoudre —1 4+ 0+ A = 1).
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3. Ecrire une fonction Python energie(A) qui renvoie I'énergie de la matrice symétrique représentée

par le tableau numpy A.

Démonstration.
On utilise la fonction al.eigvals proposée en aide-mémoire pour avoir acceés aux coefficients d’une
matrice diagonale semblable & A, c’est-a-dire aux valeurs propres de A.

def energie(A)
D = al.eigvals(A) # tableau des valeurs propres de A

lw =

return np.sum(np.abs(D))

Détaillons les trois étapes du calcul de I’énergie de A :

x & la ligne 2, on crée une variable D contenant le tableau [A1,A2, ..., A,] oit A1,..., A, sont les
valeurs propres de A (comptées avec multiplicité selon les dimensions des sous-espaces propres).

x alaligne 3, np.abs (D) contient le tableau [|A1],[A2], .. .,|\n|] puis np.sum(np.abs(D)) renvoie
la somme des éléments de ce tableau, c’est a dire I’énergie de A.
O

Si A = (a;j)i<ij<n est une matrice carrée appartenant a #n(R), on définit la trace de A, notée
tr(A) par :

tr(A) = a;;

)

-

=1

- Notons A = (aij)i<ij<n et B = (bij)i<ij<n:
n n

a) Montrer que : tr(AB) = ) aigbii |l = > aij;bji.
i=1 \j=1 1<i,g<n

Démonstration.
Par définition du produit matriciel : AB = (¢; ;j)1<i,j<n Ol, pour tout (4,7) € [1,n]? :
n
Cij = . @ikbk;
k=1

Ainsi :

tr(AB) = Y ¢ij (par définition de la trace)

I
M=
~
M=
£
N
=~

On a bien : tr(AB) = (Z ai,jbj,i> = > apbj
‘ —

i=1 \j= 1<i,5<n O]
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b) En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr(!fAA) = aii.

1<i,9<n
Que peut-on dire de A si tr(*fAA) =07
Démonstration.
« Tout d’abord :
tr(AB) = > aijbji (d’apres la question 4.a))
1<i,j<n
= 2. bjiai
1<i,j<n
= > bjiai
1<,i<n
= tr(BA) (d’apres la question 4.a))

tr(AB) = tr(BA)

« Ensuite, en notant, pour tout M € .#,(R) et pour tout (i,5) € [1,n]?, [M];; le coefficient &
la position (7, j) d’une matrice M :

tr(fAA) = > [PAli 1Al (d’apres la question 4.a))

1<ij<n

= > [AlilAly (par définition de 'A)

1<i,j<n

= D ajia4

1<i,g<n

= 2 a?z

1<i,g<n

1<ij<n ”
« Supposons que tr(*AA) = 0.
2 _
Alors > aj,; =0.
1<ij<n
Or, une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes de la somme sont

nuls.

On en déduit :
V(i,j) € [1,n]? a3; =0

et donc :
Y(i,5) € [1,n]?, aj; =0

Ainsi . A = 0///n(]R)
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¢) Si A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).

Démonstration.
Supposons A et B semblables. Alors il existe une matrice P € .,(R) inversible telle que
A=PBP~! On a alors :

tr(A) = tr <(PB)P‘1>

=tr <P_1(PB)> (d’apres la question 4.b))
= tr(B) (car PT'P =1,)
On a bien : tr(A) = tr(B). -
5. Dans cette question A = (a; ;)1<i j<n €st symétrique et on utilise les notations de la question 1.
a) Montrer que |tr(A4)| < E(A).
Démonstration.
Avec les notations de la question 1, posons : D = P~'AP. On a vu que D était une matrice
diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A. Notons Ay, ..., A, les
coefficients diagonaux de D (c’est-a-dire les valeurs propres de A).
On a alors :
tr(A) = tr(D) (d’apres la question 4.c), car A et D sont semblables)
n
k=1
Or, par inégalité triangulaire :
n n
Ae| < 20 [Ak]
k=1 k=1
Cette derniére inégalité se réécrit : [tr(A)| < E(A). -

b) Justifier que tr(A42%) = kil AL
Démonstration.
Réutilisons les notations de la question précédente. Tout d’abord :
A? = (PDP1)?
= (PDP7Y) (PDP™Y)
=PD(P'P)DP!
= pp*p! (car PP =1,)

et donc les matrices A2 et D? sont semblables. Ainsi, d’aprés la question 4.¢), tr(A?) = tr(D?).
De plus, la matrice D étant diagonale, la matrice D? est encore diagonale et ses coefficients
diagonaux sont : A2, ... A2

Dot : tr(A4?%) = tr(D?) = 3 AL
k=1
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6. Dans la console Python, on obtient :

> > > energie(3*np.eye(3)-np.ones([3,3]))
6.0

a)

b)

Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]).

Démonstration.
Détaillons la construction de la matrice A :

x La commande np.eye(3) crée un tableau numpy & 3 lignes et 3 colonnes ne contenant que des
1 sur sa diagonale et des 0 ailleurs. Autrement dit, cette commande renvoie la matrice I3.

x La commande np.ones([3,3]) crée un tableau numpy & 3 lignes et 3 colonnes ne contenant

1 11
que des 1. Autrement dit, cette commande renvoie la matrice (1 1 1) .
1 11

1 00 1 11 2 -1 -1
Donc: A=3|10 1 0]—(1 1 1]=(-1 2 -1
0 01 1 11 -1 -1 2 0

En calculant tr(A), tr(A?) et en déterminant une valeur propre évidente de A, expliciter son
spectre et retrouver son énergie.

Démonstration.
Tout d’abord : tr(A) = 6. De plus :

2 1 -1\ /2 -1 -1 6 -3 -3
A2=|(-1 2 —1||l-1 2 -1|l=[-3 6 -3
1 -1 2/ \-1 -1 2 -3 -3 6

Dot : tr(A?) = 18.

060

et puisque (1) # 0.4, 1(r)» on en déduit que 0 est valeur propre de A.

Ensuite, on remarque :

1
La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable et admet 3 valeurs propres (comptées
avec multiplicité). Notons « et [ les deux valeurs propres restantes. D’aprés les questions 5.a)
et 5.b),on a:

0 + a + 8 = tr(4) = don B = 6—«
0 + o + A2 = tr(4) = 18 one o + B2 = 18

(@)

Déterminons «. 11 s’agit de résoudre I'équation o? + (6 — a)? = 18.
Or:

A+ (6—-a)=18 <= a*+36—12a+a* =18
— 20* - 1204+ 18 =0
— o’ —6a+9=0
— (a—-3)2=0
— a=3
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On en déduit alors que 8 =6 —3 = 3.

On peut conclure : Sp(A4) = {0, 3}.

Puisque la valeur propre 3 apparait deux fois, on obtient :

E(A) =10+ [3| + 3] =6

Notre calcul de I’énergie de A est cohérent avec le résultat renvoyé par Python.

Partie 2 - Produit de Kronecker 2 x n de matrices symétriques

u

e Soit U = <’U
appartenant a ., (R) symétrique.

) une matrice carrée appartenant a .#5(R) symétrique et A une matrice carrée
w

On définit U * A la matrice carrée appartenant a .#5,(R) que 'on peut naturellement représenter

. (uA VAN .
ainsi <’UA wA) (écriture par blocs).

011
o Par exemple, si U = 21 et A= (1 0 0|,alorsU xA= 244 par blocs,
1 0 100 A 03

022011
200100
dou U x A= (2) (1) (1) (1) 8 8 (03 désigne la matrice nulle de .Z3(R)).
100000
100 00O
T
e Si X est une matrice colonne appartenant a 45, 1(R), X = , on écrira X = <§;> avec
L2n
1 Tn+1
Xi=|:|etXo=1| :
Tp Ton

On admet qu’alors la matrice colonne (U * A)X de .#a,,1(R) est égale & (UAXI + UAXQ).

vAX] + wAXs

7. a) Ecrire une fonction Python prod2K (u,v,w,A) qui étant donné U = (z Z)) et A, représentée

par un tableau numpy, renvoie U * A sous la forme d’un tableau numpy.

Démonstration.
1 def prod2K(u,v,w,A):
2 n = len(A) # taille de la matrice A
3 K = np.zeros([2*n,2*n]) # K sera la matrice U*A
4 for i in range(n):
5 for j in range(n):
6 K[i,j] = u * A[i,j] # partie en haut & gauche
7 K[i+n,j] = v * A[i,j] # partie en bas a gauche
8 K[i,j+n] = v * A[i,j] # partie en haut & droite
9 K[i+n,j+n] = w * A[i,j] # partie en bas a droite
10 return K
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b)

Détaillons la construction de la matrice U * A = (uA vA)

vA wA
x si la matrice A est de taille n x n, alors la matrice U * A est de taille 2n x 2n,
x on récupére l'entier n a la ligne 2,

x on crée a la ligne 3 une matrice K de taille 2n x 2n, initialement remplie de 0,

x on parcourt tous les coefficients de la matrice K & ’aide d’une double boucle for imbriquée,
aux lignes 4 et 5,

x & la ligne 6, on remplit le bloc en haut a gauche (uA) en manipulant les coefficients K|i, j]
pour (i, ) € [0,n—1]? (on rappelle que la numérotation commence toujours & 0 en Python),

x & la ligne 7, on remplit le bloc en bas & gauche (vA) en manipulant les coefficients K[i, j] pour
(1,7) € [n,2n — 1] x [0,n — 1],

x & la ligne 8, on remplit le bloc en haut a droite (vA) en manipulant les coefficients K|i, j]
pour (z,j) € [0,n — 1] x [n,2n — 1],

x & la ligne 9, on remplit le bloc en bas & droite (wA) en manipulant les coefficients Ki, j] pour
(i,7) € [n,2n — 1]

Commentaire

On utilise a la ligne 2 la commande n = len(A) pour récupérer la taille de la matrice A. Ceci
est valide car la matrice A est représentée en Python par une liste contenant les lignes de la
matrice, ellessméme codées par des listes. Ainsi, n = len(A) renvoie le nombre de lignes de la
matrice A, ce qui correspond bien & sa taille lorsque celle-ci est carrée.

La commande np.shape (A) permet également de récupérer la taille de A mais cela complique

inutilement le code. En effet, il faut écrire dans ce cas n,n = np.shape(4).
. [

Compléter le code suivant s’affichant dans la console Python :
>>>prod2K(...,-1,...,...)
array([[-2., 1., 2., -1.],

(1., -2., -1., 2.1,

2., -1., -4., 2.1,

[-1., 2., 2., -4.1])

Démonstration.
Au vu de la spécification de la fonction, on cherche u, w et A de sorte que la matrice renvoyée
soit U x A.

D’aprés la partie du code pré-remplie : v = —1.

De plus, en regardant le bloc 2 x 2 en haut & droite de la matrice U x A : vA = < 2 _1> et

-1 2
(-2 1
doncA—<1 _2>.

Ensuite, en regardant le bloc en haut & gauche de la matrice U *x A : ud = (_12 _12> et donc

u=1.

Enfin, en regardant le bloc en bas a droite de la matrice Ux A : wA = (_24 _24> et donc w = 2.
Il faut écrire : prod2K(1,-1,2,np.array([[-2,1],[1,-2]1)). =
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b

aX
pose Y = (bX)'

a) Etablir I'égalité : (U x A)Y = ,u(

8. Soit <a> un vecteur propre de U pour la valeur propre A et X un vecteur propre de A pour . On

(ua + vb)X)
(va+wb)X J°

Démonstration.
D’aprés la formule admise dans 1’énoncé :

(UxAY = <UA(aX) +vA(bX)>

vA(aX) +wA(bX)

_ (car X est un vecteur propre de A
— \wa (uX) + wb (uX) associé a la valeur propre (i.)

(ua + Ub)X)
(va + wb) X

,
f
= (ot imx)

On a bien : (U*A)Yz,u(

(ua + vb)X)
(va+wb)X )"

b) Montrer que Y est un vecteur propre de U * A et préciser pour quelle valeur propre.

Démonstration.
o Commengons par montrer que Y n’est pas le vecteur nul :
x le vecteur X n’est pas nul (sinon ce ne serait pas un vecteur propre de A) et donc posséde

au moins une coordonnée non nulle,

x le vecteur Z n’est pas nul non plus (sinon ce ne serait pas un vecteur propre de U) et
donc a # 0 ou b # 0.

Dans tous les cas, Y posséde au moins une coordonnée non nulle et donc n’est pas le vecteur
nul.

« D’apreés la question 8.a) :
_ ((ua+vb)X
(U= A)Y = M((va + wb) X

On doit donc calculer ua + vb et va + wb.

« Pour faire ce calcul, on utilise le fait que (Z) est un vecteur propre de U pour la valeur propre
A. Plus précisément :

x d’une part :

x d’autre part :
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On identifie et on obtient :

ua + vb = da
va + wb=X\b

o Reprenons la formule de la question 8.a) :

(va + wb) X
[ AaX
—Howx

. aX
= (i)

= uAY

(U A)Y = M((ua + vb)X>

On en déduit que Y est un vecteur propre de U * A pour la valeur propre p.

O

b

9. a) Justifier 'existence d’une base ((a)’ <ccl>> de #5>1(R) et de (X1, ..., X,) une base de .4, 1(R),

formée de vecteurs propres de U et A respectivement.

Démonstration.
La matrice U est symétrique (réelle) donc diagonalisable. Comme U € .#5(R), alors :

il existe une base ((Z), <2)> de #5,1(R) formée de vecteurs propres de U.

De maniére analogue, la matrice A est symétrique (réelle) donc diagonalisable. Comme A €
Ay (R), alors

il existe une base (X1,...,X,) de 4, 1(R) formée de vecteurs propres de A. B
» On note y1 et o les valeurs propres associées a <Z> et <ccl> respectivement et iy, ...,y celles
associées a X1, ...,X,, respectivement.

. G,Xi o CXi
On pose, pour tout i € [1,n], ¥; = (bXZ) et Z; = <dXi>'
b) Montrer que la famille (Y1, Z1,...,Y,, Z,) est libre.

Démonstration.
Soit (Y1, 21, -+, Yn, 2n) € R?™. Supposons :

nYi1+znZ1+ -+ ynYn + s, = 0,%{27171(]1@) (*)

c’est-a-dire : . .
YUY+ D 2iZi =04, (R
i=1 i=1

Montrons alors : y; = 21 =+ =y, = 2, = 0.
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n n
Pour cela, écrivons differemment la somme > v;Y; + > 2:Z;
=1 =1

SuYi+ > ziZi= >, yl(bX) + Z ( ) (par définition de Y; et Z;)

i=1 =1 =1
™ (ay cz
— T (3
B zgl (blel) * z (dzl >
n . . . .
=3 ((Z;Z;(Z) + (2?;?)) (par linéarité de la somme)
i=1 [Ra%? i<\

_ < (ay; + czi) X
B Z ((byz +dz)X; )
i (ayi + cz) X;

2”: (byi + dz;) X,

D’aprés (), on en déduit :

INgE

'21 (ayi +czi)Xi =04, ,®) et (byi + dzi) X = 0.4, | ()

=1

Par liberté de la famille (X7, ..., X,), on peut conclure :
Vi e [1,n],ay; + cz; =0 et Vi e [1,n],by; +dz; =0

Soit i € [1,n]. On vient d’obtenir n couples d’égalités dont le i° se traduit de la maniére suivante :
a c\(vi\ _ (0O
b d Zi o 0

Or, la famille ((Z), <(Cj)> est une base donc est libre.

On en déduit que rg << b d>> = 2 et donc la matrice (Z ;) est inversible. D’ou : y; = z; = 0.
Ceci étant valable pour tout ¢ € [I,n],ona:y; =2 ==y, = 2, =0.

La famille (Y1, Z1,...,Y,, Z,) est libre. -
En déduire que U x A est semblable & la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
YIHL V215 - - o s V1 n, V20
Démonstration.
Montrons qu'il existe une base de .#5, 1(R) constituée de vecteurs propres de U % A associés
respectivement aux valeurs propres ~yifi1, Yo, - - - s V1fbn, Y2 lbn-

« Tout d’abord :
x la famille F = (Y1, Z1,...,Yy, Z,) est libre (d’aprés la question 9.b)),
x Card(F) =n+n = 2n = dim(#,1(R)).
On en déduit que la famille (Y7, Z1,...,Y,, Z,) est une base de .#2,1(R).

« Soit ¢ € [1,n]. D’aprés la question 8.b), Y; est un vecteur propre de U x A associé a la valeur
propre Y1 p; et Z; est un vecteur propre de U x A associé a la valeur propre yapu;.
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On note P la matrice dont les colonnes sont, dans cet ordre, Y7, Z1,...,Y,, Z,. La matrice P est
inversible car la famille (Y3, Z1,..., Yy, Z,) est libre. D’aprés la formule de changement de base,
la matrice D = P~Y(U % A)P est diagonale et ses coefficients diagonaux sont, dans cet ordre,

YLHL Y2015 - - - V1R, V2.

U x A est semblable & la matrice diagonale D dont les éléments diagonaux
sont Y11, Y215 - - -5 V1Hn, Y2Hn - O

d) En conclure que E(U x A) = E(U) x E(A).

Démonstration.
D’aprés la question 9.¢), Ux A est semblable a la matrice diagonale D dont les éléments diagonaux

sont Y11, Y21 - - 5 V1, Y2k Alnsi
n n

EWU*A)= " |y + 2 |vamul (par définition de l’énergie d’une matrice)
i=1 i=1

n
= Zl (vl el + |val [pea])
1=

(vl =+ [r2]) [l

L0

I
I

n
= (ml+hel) 2l
1=

(car la matrice U posseéde 2 valeurs propres

n
=E(U) x 1:231 i comptées avec multiplicité, qui sont vy et y2)

(car la matrice A posséde n wvaleurs propres
comptées avec multiplicité, qui sont py, ..., i)

=E(U) x E(A)

On en déduit : E(U x A) = E(U) x E(A).

O
10. Un exemple - On considére un graphe G, non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1,...,n
et 'ensemble des arétes est noté A,. On définit le graphe G, dont les sommets sont 1,...,2n et

les arétes sont celles de Gy, ainsi que, pour toute aréte {7, j} € A,, les arétes {i+n,j} et {i,7+n}.

Voici un exemple de représentation de G4 et Gg :

On note A,, et As, les matrices d’adjacence de G, et Goy,.
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a) Déterminer U telle que Ag, = U x A,,.

Démonstration.

o Commencons par écrire les matrices A4 et Ag obtenues par lecture des graphes donnés en

exemple :
01100110
1001 1001
01 10 100 1 1001
1 0 01 01100110
Ai=1y 9 0 1 et A=y 1100000
01 10 1001 0 00O
1001 0 00O
01 1 000O0O0O0
. Ay Ay S
En regardant la matrice Ag par blocs, on remarque que Ag = < A, >, c’est-a-dire :

11
A8:(1 O)*A4

An An
A, 0,

gQ> ou, pour tout ¢ € [1,4], B; € #»(R).
4

o Plus généralement, montrons que A, = < > (écriture par blocs), quelque soit le graphe

By

Bs

x Pour toute aréte {i,j} € A,,onai+n>=>n-+1etj+n>=n+ 1 donc les nouvelles arétes
ajoutées dans Gg,, ne relient jamais deux sommets parmi les sommets 1,...,n. Ceci prouve
que By = A, (on a exactement les mémes arétes dans G, et dans Gy, entre les sommets
1,...,n).

«x Par construction, pour tout (i,7) € [1,n]?, [A2n)ijtn = [Anli;-

G,,. Notons Ag, = (

En effet, si {7,j} est une aréte de G, (i.e. si [A];; = 1), alors {i,j + n} est une aréte de
ng (26 [AQn]i,j-‘rn = 1)

Réciproquement, si {4, j} n’est pas une aréte de Gy, (i.e. si [A,];; = 0), alors {i, j+n} n’est
pas une aréte de Gap, (i.e. [Aay)ijqn = 0).

On a donc By = A,,.

x La matrice Ao, étant une matrice d’adjacence d’un graphe non orienté, elle est symétrique.
Ainsi : B3 = By = A,,.

x Par construction, il n’y a aucune aréte dans (o, reliant deux sommets z et y vérifiant
r>2n+lety>n+1. Ainsi: By = 0,.

11

10 10

On a démontré que Agp, = ( > * A,,. On pose donc U = <1 1)_

b) En déduire que £(As,) = V5 E(A,).

Démonstration.
« Tout d’abord, en posant U = G (1)> :
E(Aap) =E(U % Ay) (d’aprés la question 10.a))
=E(U) x E(Ap) (d’apres la question 9.d))
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« Calculons maintenant E(U).

Soit A € R.
det(U — M) = ‘1 o _&'
=-A1-))—-1
=X -A-1
Le discriminant de ce trindme du second degré est A =144 = 5.
Ses deux racines sont A\; = 1 +2\£ >0et Ay = 1 _2\/5 < 0.

D'ou: Sp(U) = { 5 5

On en déduit :

1+v5 1—\/5}

1+2\/5+\/5—1:\f

EU) = Ml + || = 5 5

Dot : E(Asn) = v/5 E(Ap).

Partie 3 - Encadrement de 1’énergie d’'une matrice d’adjacence
Soit m, n et p des entiers tels que m > 1, n > p > 2.

On suppose dans cette partie que A = (a;;)1<i j<n €st la matrice d’adjacence d’un graphe G(A), non
orienté sans boucle, & n sommets 1,...,n, m arétes et n — p sommets isolés, c’est-a-dire de degré 0.

On note (E1,..., Ey) la base canonique de .#), 1(R) et I I'ensemble des sommets non isolés de G(A).

11. a) Montrer que Y. a;;= >, a;; =2m.
1<ij<n (i.5)el?

Démonstration.
Soit 79 € [1,n]. Si ip est un sommet isolé (c’est-a-dire si ig ¢ I), alors, pour tout j € [1,n],
ajy,j =0 et aj;, =0 (ip n’a aucun voisin et le graphe G(A) est non orienté). Ainsi :

Yo aig= Y, aij

1<i,jsn (i-j)€[1.n]?
= X agt X ag
(i-7)€[1,n]? (irj)€l1n]?
i et j non isolés i isolé ou j isolé
= 2 Gigt Y aig
(i,5)e1? 1¢I0U ¢l
= > a;+ Yy 0 (d’apres la remarque précédente)
(i.j)€1? i¢T10Uj¢T
= 2. aiy
(i.5)el?

Dou: > aij= Y, 6 aij.

Isijsn (i.4)er?
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De plus :
> Gij= Y. it Y G
(i,4)€I? (i,)el? (i.4)€I”
i=j i
=2 it X aijt > ai
= (i.j)el? (i.5)€r?
1<J 1<t
=it X aijt X0 aj (car aij = aj;)
= (ij)el? (i.g)€?
1<J 1<t

=Y ai;+ Y. aij+ Y, aij (car les variables i et j sont muettes)

iel (i) €T (i) €12
i<j i<j
=2 aiit2 ) aij
el (i.g)er”
1<j

x Le graphe G(A) est sans boucle, donc : Vi € I,a;; = 0. Dot :

> aii =0

el

x Le graphe G(A) posséde m arétes et la somme )  a;; compte précisément le nombre
(i.4)€I?
1<j
d’arétes (la restriction ¢ < j permet de ne pas compter deux fois la méme aréte). D’ot :

Y. aij=m
(i,g)el?
1<j

On abien: > a;; =2m.
(i,5)el? 0

2m

b) Etablir que : 1 < ~— < p— 1.
p

Démonstration.
D’aprés la formule d’Euler (dite des poignées de mains) :

n
> deg(i) =2m
i=1
Remarquons que deg(i) = 0 si et seulement si ¢ ¢ I. On en déduit :

n n n
> deg(i) = ) deg(i) + > deg(i) = 3. deg(i)
i=1 i=1 i=1 iel
i€l igl
Puisqu’il y a n — p sommets isolés, il y a donc p sommets non isolés. D’ou : Card(I) = p.
Considérons ¢ € I un sommet non isolé.
x Tout d’abord, i posséde au moins un voisin. D’out : deg(i) > 1 (%).

x Ensuite, i peut avoir au plus p— 1 voisins (p voisins potentiels que sont les sommets non isolés,
auxquels on doit retirer le sommet i puisque le graphe G(A) est sans boucle).
D’ou : deg(i) < p—1 ().
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12. a)

b)

On en déduit :

< Y0 deg(q) (d’apres (x))
<Y (p-1) (d’apres (x*))
D’ou :

p<2m<pp-1)

et puisque p > 2 > 0, on a bien :

2m
< — < p—
1\p\p 1 .

Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible P appartenant & .#,(R) telle que P~' AP soit
une matrice diagonale différente de la matrice nulle.

Démonstration.

La matrice A est symétrique (réelle) donc elle est diagonalisable. A ce titre, il existe une matrice
carrée inversible P appartenant a .#,(R) telle que D = P! AP soit une matrice diagonale.

Si cette matrice diagonale D était nulle, alors, comme A = PDP~!, A serait nulle également.
Or, le graphe G(A) posséde au moins un sommet non isolé (puisque p > 2) et donc sa matrice
d’adjacence n’est pas nulle.

Il existe une matrice carrée inversible P appartenant a .#,(R) telle que P~'AP soit
une matrice diagonale différente de la matrice nulle. O

Dans la suite on note D cette matrice diagonale.

En déduire que tr(D) = 0, tr(D?) = > a?j = 2m.
1<ij<n
Démonstration.
o D’apreés la question 4.c¢) :
tr(D) = tr(A) (car A et D sont semblables)

n (car le graphe G(A) est sans boucle, donc, pour
=>0 tout i € [1,n], le sommet i n’est pas voisin de
' lui-méme et donc a;; =0)

D’ou : tr(D) = 0.
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o D’aprés la question 4.a) appliquée avec B = A :

tr(A%) = ¥ aijaj;

1<ij<n

= > a?j (G(A) est non orienté donc aj; = a; ;)
1<ij<n

= > G (aij € {0,1} donc a3 ; = a; ;)
1<ij<n

=2m (d’apres la question 11.a))

De plus, D? et A% sont semblables.

D’aprés la question 4.¢) : tr(D?) = tr(A42%) = 2m.

O
» On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonaux de D, Ai,..., A\, vérifient
IAQ1] = - = |An|. On pose @ = max Ag.
1<k<n

Commentaire

Montrons qu’un tel choix de matrice P est toujours possible. Partons d’une matrice P inversible telle
que D = P~'AP est diagonale et notons \q, ..., \, les éléments diagonaux de D.
Il existe o une bijection de [1,n] dans [1,n] telle que :

Poy] = = Ao

Numérotons C1, . .., Cy, les colonnes de la matrice P et notons P la matrice obtenue en concaténant
les colonnes Cy(qy, ..., Cy(y) dans cet ordre. La matrice P est, tout comme la matrice P, inversible :
elle a été obtenue en permutant les colonnes de P.

Par formule de changement de base, la matrice D = P~1 AP est diagonale et ses coefficients diagonaux
sont, dans cet ordre, Ay(1), ..., Ag(n)- Ainsi, la matrice P convient.

13. a) Soit k un sommet isolé. Montrer que Ej € ker(A).
En déduire que dim(ker(A)) > n — p puis que, sip <n, Apy1 =---= A, =0.

Démonstration.

o Le vecteur Ej, étant le k° vecteur de la base canonique, il suit que AFE} est la k® colonne de la
matrice A. Ainsi :
ai
AE, = | :
an i

Or, puisque k est un sommet isolé, pour tout j € [1,n], aj, = 0.

On a AE, =04, ,(r) donc Ej, € ker(A).

« Notons I le complémentaire de I dans [1,n]. Autrement dit, I est I’ensemble des sommets
isolés de G(A).
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

x la famille 7 = (Ey), 7 est libre comme sous-famille de la base canonique de .4, 1(R) qui
est libre,
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x Card(F) = Card (I) =n —p (il y a n — p sommets isolés),
« d’aprés le point précédent, pour tout k € I, By, € ker(A).

On a donc construit une famille libre de cardinal n — p dans ker(A), ce qui implique :

dim(ker(A)) > n—p

« Supposons : p < n. Alors dim(ker(A)) > 0 et donc 0 est valeur propre de A.

Plus précisément, dim(ker(A)) > n — p donc 0 apparait au moins n — p fois sur la diagonale
de la matrice D.

Ainsi, parmi les nombres Ay,..., Ay, au moins n — p d’entre eux sont nuls.
Notons ¢ le premier indice tel que A\; = 0. Autrement dit : ¢ = min ({k € [1,n] | Ay = 0}).

x Par construction de P, on a |A\1| > --- > |\,;|. En particulier :
0= Nl = Pl =+ > Al 30

d’ou
Ag=Agt1 ==X, =0
x Supposons ¢ > p + 1. Alors, par minimalité de ¢, on a A\g—1 # 0 (on a bien ¢ — 1 € [1,n]
puisque n = ¢ > p+ 1 > 3). On en déduit que
Al 2 [A2] = -+ = [Ag—1] > 0

et donc
Vk € [[17(]_ 1]]5 Ak #0

On a donc au plus n — ¢ + 1 termes nuls sur la diagonale de D (les nombres Ay, ..., Ap).

Or,gq>p+1doncn—q+1<n—p. Cela contredit le fait que 0 apparait au moins n — p
fois sur la diagonale de D. C’est donc absurde.

Doug<p+let Ay ==X, =0.

Commentaire

Nous avons utilisé dans la preuve précédente le fait suivant : le vecteur Fj étant le k° vecteur
de la base canonique, il suit que AFE} est la k° colonne de la matrice A. Il s’agit d’un raccourci
calculatoire trés pratique & connaitre. Détaillons une preuve de ce fait.
Soit k € [1,n]. Par produit matriciel :
n
> [Al;[Ek]
Jj=1
AE, =
n
> [Aln i [Exl;
Jj=1
(Al k[ Exlk
= : (car, pour tout j € [1,n] \ {k}, [Ex]; =0)
(Al k[Ek]k
a1.7k
=1 : (car, pour tout i € [1,n], [Alix = a; et [Exly =1)
An
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P
b) Montrer que Y. A? = 2m puis que 0 < 6 < v/2m.
k=1

Démonstration.
o Tout d’abord :

2m = tr(D?) (d’apres la question 12.b))

k=1

22 N2
=2 At X A

k=1 k=p+1

L2
=Y A (d’apres la question 13.a))

k=1

PN P 2
D’ou : kzl AL =2m.

o Montrons : § > 0. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons : 6 < 0.
Par définition du maximum, on a : pour tout k € [1,n], A\p < 0 < 0.
Par sommation de ces inégalités, on obtient :

tr(D) = 52 A <0
k=1

Or, d’apreés la question 12.b), tr(D) = 0. Il y a donc égalité dans I'inégalité précédente, ce qui
ne peut arriver que si tous les Ay sont nuls. Ceci implique que D est la matrice nulle, ce qui
contredit la question 12.a). C’est absurde.

Dou: 6 >0.

« Notons ¢ un entier de [1,n] vérifiant \; = 6.
x Montrons qu’il existe k € [1,n] \ {q} tel que Ay # 0 en raisonnant par ’absurde.
Supposons que pour tout k € [1,n] \ {¢}, \x = 0.
On a alors, d’aprés le point précédent :

O=tr(D)= > Apg=X=60>0
k=1
C’est absurde.

x Soit r € [1,n] un entier distinct de g et vérifiant A, # 0.
Tous les termes de la somme étant positifs, on a :

p
2m =3 N = A+ A2 > 07
k=1

Par stricte croissance de la fonction racine carrée sur [0, +oo[, il vient : v2m > [0| = 0.

O

Commentaire

L’encadrement avec des inégalités larges est beaucoup plus facile & montrer. Cette
question est & considérer comme difficile car il faut prendre des initiatives pour obtenir
les inégalités strictes demandées.
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¢) Soit r € N* et x1,..., 2, des réels. Montrer que : > 2z;2; < (22 + x?)

1<i,g<r 1<i,g<r
T 2 T
En déduire que (Z a:z> <r <Z xf)
i=1 i=1
Démonstration.
« Soit (i,4) € [1,7]* Comme (x; — z;)® > 0, 22 — 2x,x; + 1:? > 0 et donc 2x,x; < 22 + :1:3

On somme ces inégalités pour tous les couples (i, j) € [1,7]? :

On obtient : Y 2ma; < Y. (22 + x?)

I<i,j<r 1<i,g<r
o D’autre part :
T 2 T T
<Z l’z) = <Z sz) > T
i=1 i=1 j=1
= 2. T
1<e,5<r
Y 5(35? + a:?) (d’apres ce qui précede)
I<i,g<r
L 2 2 o
== oooxi |+ T (par linéarité de la somme)
2 \ \u<ig<r 1<ij<r
1 T T 2 T T 9
(s z)+ (s
j=1i=1 i=1 j=1
1 T T 9
=—-x2> > x (par symétrie)
2 j=1i=1

I
<
N

i
8
BAN
N—

(car < :UZQ) ne dépend pas de j)
=1

1

- 2
x; -
i=1

, 2
On a bien : <le> <r<

Commentaire

T T

L’égalité (Z xz) > xj| = ). xx; n'asans doute pas besoin d’étre détaillée dans un
i=1 j=1 1<, j<r

sujet difficile comme celui-ci, puisque ce n’est pas le coeur de la question et il faut donc la

connaitre.

(i ac) (z a;j> -y ((z ac> x]) (par linéarité de la somme sur )

i=1 j=1 =1 i=1

T T
=> (Z xixj) (par linéarité de la somme sur i)
i=1
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d) En conclure que £(A) < 0+ /(p—1)(2m — 62).

Démonstration.
Numérotons z1, ..., zp les réels [A],...,|\,| de telle sorte que z, = |0

Remarquons alors que, pour tout k € [1,p], 23 = A2.
D’aprés la question 18.b), |0] = 0 et

p p
2m =S N =Y a2=0*+ > o7
k=1 i=1 i=1
d’ou :
2 =l
(p—12m—0°)=(p—-1)> z;
=1

et, d’aprés la question 18.c¢) appliquée avec r =p—12>1 (car p > 2) :

p—1 9 p—1 2
(p_l)zlv'% = <Zl ﬂfz)
De plus :
p—1 \?2 P 2
(%) = ((5) =)
i=1 i=1
p 2
- (& 1) -2)
k=1
_ 2 (car les autres valeurs propres sont
= (&(4) - 0) nulles d’apres la question 13.a))
D’ou :

(p—1)(2m —0) > (E(A) - 0)°
On vérifie alors :

x p—1>=0carp>2,

p—1
x2m—02=Y x>0,
k=1

p—1
x E(A)—0= > z; >0 car tous les x; sont positifs.
i=1

Ainsi, par croissance de la fonction racine carrée sur [0, 4o0] :

E(A) <O+ +/(p—1)(2m - 6?).

14. On admet qu’on peut choisir la matrice P de la question 12.a) de sorte que P~! =P,
On pose alors Q = 'P.
T Y1
Soit X = une matrice colonne appartenant & ., 1(R) et Y = QX = :
» On admet que si M est une matrice carrée appartenant a #,(R) et Z une matrice colonne

appartenant My 1(R) alors '(MZ) ='Z'M.

» SiU etV sont deux matrices colonnes appartenant a My 1(R), 'UV est une matrice carrée
appartenant a #11(R), on Uidentifie & son unique coefficient. Donc 'UV € R.
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\.

Commentaire

Une matrice inversible P vérifiant P~1 = ! P est appelée matrice orthogonale.

Cette notion d’orthogonalité provient d’un produit scalaire sur I'espace des vecteurs colonnes.
Les produits scalaires sont au programme du parcours ECG en maths approfondies, mais pas en
maths appliquées.

Au programme de maths appliquées figure le résultat suivant : si A € #,(R) est symétrique
(réelle), alors A est diagonalisable. Ce théoréme est appelé théoréme spectral et est en fait plus
précis : A est diagonalisable et il existe une base orthonormée de 4, 1(R) formée de vecteurs
propres de A. On peut le reformuler de la maniére suivante : A est semblable & une matrice
diagonale via une matrice de passage orthogonale.

On démontre dans les questions 14.a), 14.b) et 14.c) plusieurs résultats élémentaires sur les
matrices symétriques qui sont une conséquence de ce théoréme spectral.

a)

b)

Montrer que Q_l = tQ puis que A = tQDQ et 'YY =t X X.

Démonstration.
Tout d’abord :
'QQ="('P)P=P'P=rPP " =1,

donc @ est inversible et Q7 = Q.

Ensuite :
'‘QDQ ='("P)D'P=PDP ' =P(P'AP)P"' = A  (car P"'AP = D)

Enfin :
tyy = t(QX)QX ='X'QQX ='XI,X ='XX

On a bien: Q7' =1Q, A='QDQ et 'YY =X X.

n

Montrer que ' XAX ='YDY = > M\yi.
k=1

Démonstration.
Tout d’abord :

'YDY =4QX)DQX ='X'QDQX ='XAX (car 'QDQ = A d’apres la question 14.a))

Ensuite :
VIR PR 0 \
: Y1 191
L : ;
Yn AnYn
0.l 0 A,
et
Ay .
YDY = (y1...... ya) | =3 \uyi (en utilisant l'identification de .#; 1(R) a R)
’ k=1
AnYn

n
On a bien : ' XAX ='YDY = Y A\ys. -
k=1

60




E2A Mathématiques

n
¢) En remarquant que y,% =YY, en déduire que *XAX < !XX.
k=1

Démonstration.
Vérifions la premiére égalité :

Par définition de 6 :
Vk e [1,n], \p <6

et donc,
Vk e [1,n], Ay < Oyp  (car g > 0)

En sommant toutes ces inégalités, on obtient :

kzl MNeyi <O yi o (%)

k=1
Ainsi,
n
EXAX = Mk (d’apres la question 14.b))
k=1
n
<O ui (d’apres (x))
k=1
=0'YY
=0'XX (d’apres la question 14.a))
On obtient bien : tXAX <0 !XX. B
15. Soit U la matrice colonne appartenant a .4, 1 (R) dont le i¢éme coefficient vaut 1 si ¢ n’est pas isolé
et 0 sinon.
2
a) Montrer que 'UAU = 3 a;; = 2m. En déduire que llls < 4.
(i.4)el? p
Démonstration.

o T , . 1 siiel
Notons U = | © |. D’aprés I'énoncé, pour tout ¢ € [1,n], u; = _ )
: 0 sinon

Up,
On a alors, pour tout k € [1,n],

n

(AU = >~ ag ju;

Jj=1
n n
=) Gk U "‘Z Ak,j Uy
Jj= Jj=
Jjel =1 j¢I =0
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n n n n
PN NCPPIXA DN NUPPIRCH
i=1 j=1 i=1 j=1
el \ =l jer igl \ =V jer

n n
=2 | X aij
i=1 \ j=1
el jel
= 2 aij
(i.5)er?
=2m (d’apres la question 11.a))

On applique la question 14.¢) avec X = U, on obtient alors :
'UAU < 0'UU
Or,
U = iuzzz 1=p
k=1 kel

On en déduit que 2m < Op.

m
< 0.

Finalement, puisque p > 0, on a bien : —
D

. 1 V2 0
b) Etablir que : — < Y <« 7 <1,
VP P V2m
Démonstration.

o Démontrons la premiére inégalité :

[\~

m
p
N 2m L . L
L’inégalité 1 < — étant vraie d’aprés la question 11.b), on en déduit :
p

1 Vom

VP

o Démontrons maintenant la deuxiéme inégalité :

V2m
p

3
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16. a)

2m
L’inégalité — < 0 étant vraie d’aprés la question 15.a), on en déduit :
p

<

« Démontrons enfin la derniére inégalité :

0
— <1 <= 0<V2m
V2m

L’inégalité 60 < v/2m étant vraie d’aprés la question 13.b), on en déduit :

Etudier la fonction F : x + 2+ +/(p — 1)(1 — 22) sur [0, 1].

Démonstration.

La fonction F est de la forme F = idg + +/p — 1/u ott u : x +— 1 — 22 vérifie :

x u est dérivable sur [0, 1],

x pour tout = € [0,1[, u(z) > 0 et u(1) = 0.

De plus, rappelons que la fonction 2 — /2 est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, 4o0].
Ainsi, par somme et composition, la fonction F' est continue sur [0, 1] et dérivable sur [0, 1].
Soit x € [0, 1].

—2x
F =1+ - 1—
(z) VPl ——s
zy/p—1
V1—22

Vi@ —aep 1
V1—22

=1

Comme v1 —22>0:
Fl(z)>0 < V1-22—2p—-1>0

— Vi-z22>zp-1

2

(car x w— x° est strictement

— 1-22>22(p-1
v >ai(p—1) croissante sur [0, 4o00[)
— 1> pa?
5 1
= <§ (carp>0)
1 .
/22 <« - (cm." Tr \/E est strictement
D croissante sur [0, +oo[)
— |z| < !
x —
VP
— ! <z < !
< —
VP VP
1 1
— << — (carx>0>——
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1
De plus : F/'(2) =0 <= = — (car z > 0).
€ \/]3( )

Dressons maintenant le tableau de variations de F' sur [0, 1].

@ 0 7 1
Signe de F'(z) + 0 -
VP
Variations de F’ / \
vp—1 1

V2
b) En déduire que £(A) < v2m F <pm>’ c’est-a-~dire que :

2 1
)< =5+ V- DmiR —2m) (1)
Démonstration.
On a:
E(A) <O+ (p—1)(2m —6?) (d’apres la question 13.d))

<ov oo (1- )

=0+V2m,|(p—1) (1— <¢%>Q>

(o - ()
- ()

De plus :

x d’apres la question 16.a), la fonction F' est décroissante sur [%, 1}7

\V2m <

x d’apres la question 15.b), — < ——

0
VP P V2m

D'ou : F <\/§7m> <F <\/]2jm>

En multipliant cette inégalité par v/2m > 0 et par transitivité, on obtient :

E(A)<Vom F <\/%>

<1

p
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Par ailleurs :

2
@F<m>:¢% \/]29%+ (p—1) 1_(%)

22;1%-\/%\/(]9—1)(1—1?)

2m 2 _2m

2m 1
= —+ —/(p—1)2m(p? —2m
> T p (p —1)2m( )

2 1
Finalement, on a bien : £(A) < ?m + 5\/(]9 —1)2m(p? — 2m). -

17. On suppose dans cette question que A est la matrice d’adjacence d’un graphe complet de sommets

1.

a)

b)

n(n —1)
2
Représenter la matrice A.

..,n donc m = et p=n.

Démonstration.
Dans un graphe complet (supposé ici sans boucle), chaque sommet est relié a tous les autres
sommets (et est donc de degré n — 1).

0 Lowoeee 1
0 :
Pour un tel graphe, A = N .
: R |
1oen... 10 O

Montrer que —1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension
n— 1.

Démonstration.
Tout d’abord :

I 1.oeeens 1
11 -

rg(A—(=1)1,) =rg(A+ 1) =xg | [ . =1
|
T 11

En effet, la premiére colonne est non nulle et toutes les autres colonnes sont égales a la premiére.
On en déduit que rg(A + I,,) < n et donc —1 est une valeur propre de A.

Ensuite, d’aprés le théoréme du rang :

dim(ker(A + I,)) + rg(A + I,) = dim(E_1(A)) +rg(A+ 1,) =n

On en déduit que dim(E_1(A4)) =n — 1.
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c¢) Etablir aussi que n — 1 est une valeur propre de A. En déduire que £(A) = 2(n — 1) et que
I'inégalité (1) est alors une égalité.

Démonstration.
On remarque :
0 Lowoene 1
: 1 n—1 1
s | i =m-y
R AV n-1 i
Tovennls 1
1 1
Or, le vecteur | : | est non nul, donc n — 1 est une valeur propre de A et | : | est un vecteur
1 1

propre de A associé¢ a la valeur propre (n — 1).
On a nécessairement :
dim(E_1(A)) + dim(E,—1(4)) < n
sinon on pourrait construire (par théoréme de concaténation) une famille libre de cardinal stric-
tement plus grand que n dans ., 1(R), ce qui serait absurde.
Or, dim(E_1(A)) = n — 1 d’aprés la question 17.b) et donc dim(E,_1(A)) < 1.
Puisque n — 1 est valeur propre de A, on a aussi dim(F,,—1(A)) > 1.

Finalement, dim(E,—1(A)) =1let E(A) =(n—1) x |[-1|+1x |[n—1] =2(n—1).

De plus, comme m = w et p=n_:
2 = am) = " L TG D - G 1)

:n—l—i—%\/(n—l)2 n?(n—(n—1))
:n_1+%¢m

1
=n—-1+—-(n—-1

=2(n-1)

Le graphe complet & n sommets est un cas d’égalité dans I'inégalité (1).

Commentaire

L’objet de la question 17 est de fournir un exemple explicite de graphe ou l'inégalité (1)
devient une égalité.

Cela démontre que I'inégalité (1) est optimale.

En effet, on ne peut pas améliorer le majorant obtenu de I’énergie d’un graphe (c’est-a-dire
trouver un nouveau majorant qui soit strictement plus petit que le précédent), sinon cette
nouvelle inégalité serait fausse pour le graphe complet a n sommets.

Lorsque I'on démontre une inégalité (ici la majoration (1) de I’énergie d’un graphe), il faut
toujours se demander si celle-ci est optimale.
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\.

Commentaire

Nous avons utilisé au cours de la preuve I'inégalité :
dim(E_1(A4)) + dim(E,-1(A)) <n

Ce type d’inégalité (sur la somme des dimensions des sous-espaces propres d’une matrice),
autrefois présente dans le programme de mathématiques en ECE, a disparu du programme
officiel en 2022. Il faut donc la justifier & I’écrit. Nous avons opté dans ce corrigé pour une
justification concise faisant apparaitre 'ingrédient principal (le théoréme de concaténation) et
le type de raisonnement employé (par I’absurde).
Pour permettre une bonne compréhension, nous détaillons ci-dessous la preuve de I'inégalité
(dans un cadre un peu plus général), tout en spécifiant qu'un tel niveau de détails n’est
certainement pas un attendu & I’écrit dans un tel sujet qui demande une forte prise d’initiative.
Supposons que la matrice A admette deux valeurs propres distinctes A et p.
Supposons :

dim(E)(A)) + dim(E,(A)) > n

Posons p = dim(E)(A)) et ¢ = dim(E,(A)).
Soit (Ui, ...,Up) une base de Ey(A) et soit (Vi,...,V,) une base de £, (A).

Les familles (Ui, ...,U,) et (V1,...,V,) sont deux familles libres constituées de vecteurs propres
de A, associés a deux valeurs propres distinctes. Par théoréme de concaténation, on en déduit
que la famille (U, ..., Uy, V1,..., V) est également libre. Ainsi, on a construit une famille libre

de cardinal p + ¢ dans .4, 1(R). Or : dim(#, 1(R)) =n et p+ ¢ > n. C’est absurde. D’ou :

dim(E)\(A)) +dim(E,(A)) <n

» Onnotea= min |A\g| et § = max |Ag|. On note aussi d le degré mazimal des sommets du graphe

G(A).

A EUAS

18. Ecrire une fonction Python degMax (A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe
G(A), celui-ci étant donné par sa matrice d’adjacence sous la forme du tableau numpy A.

Démonstration.
1 def degMax(A):
2 n = len(A)
3 d=20
4 for i in range(n):
5 deg = 0
6 for j in range(n):
7 if A[i,j] == 1: # si j est un voisin de i
8 deg += 1
9 # deg contient le degré du sommet i
10 if deg > d:
11 d = deg
12 return d

Détaillons le fonctionnement de cette fonction Python.

x On parcourt tous les sommets i & l'aide de la boucle for qui débute en ligne 4.

x Pour chaque sommet i, on calcule son degré a 'aide d’une nouvelle boucle for (lignes 6 & 8). On

stocke ce degré dans la variable deg.
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X

19. a)

b)

La variable d est initialisée & 0 et est (potentiellement) mise & jour & chaque nouveau calcul du
degré d’un sommet. A chaque tour de boucle, d contient le plus grand de tous les degrés qui ont
été calculés jusqu’ici. En fin de boucle, puisque on a calculé les degrés de tous les sommets, d
contient bien le maximum des degrés du graphe G(A).

OJ
Montrer que pour tout j € {1,...,p}, |\j| (e + ) > /\? + af.

Démonstration.
Soit j € {1,...,p}.

Nl (a+B8) =X +aB < 0= N — [\l (a+8) +ap

= 0= (|\]—a)(N] = 8)

Or, par définition de avet 8 : 0 < a < || < B.
On en déduit : |\j| —a > 0et [N\;| — 5 <0.

D'ou : |\j| (a4 B) = )\? + ap.

2m + paf

En déduire que (o + B)E(A) > tr(A?) + paf, puis que E(A) > 5
a

Démonstration.
Sommons les inégalités de la question précédente pour j variant de 1 & p :

(@+A)Y >3 A2+

Jj=1 Jj=1 J

af=> )x?-l—paﬂ

p
=1 7j=1

D n
N )\? =3 )\? (d’apres la question 13.a))
AT &

= tr(A4?) (d’apres la question 5.b))

et

p n
> Al =2 Al (d’apres la question 13.a))
7j=1 =1

<

I
™

(A) (par définition)

Dot : (a+ B)E(A) = tr(A?%) + paB.

De plus, A2 et D? sont semblables donc, d’aprés la question 4.c) : tr(A?) = tr(D?).
Enfin, d’aprés la question 12.b) : tr(D?) = 2m.
D’ou :

(a+ B)E(A) > 2m + paf

De plus, a > 0 et 8 > 0 car D n’est pas la matrice nulle.

2m + paf

Donc E(A) > o1 g -
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¢) Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b%. Etudier les variations de ¢ : ¢

d)

sur RT.

Démonstration.

La fonction ¢ est dérivable sur RT comme quotient de deux fonctions polynomiales dérivables

sur RT dont le dénominateur ne s’annule pas sur R* (car b > 0).

Soit t € RY. 48— ) )
bb+1) — (a+0t) B —a ,
¢'(t) = b+0)? L >0 (car a < b°)

Ainsi : la fonction ¢ est croissante sur RT.

2
Montrer que 2m < p32%. En déduire que £(A) > ?m
Démonstration.
« Tout d’abord :
2m = tr(D?) (d’aprés la question 12.b))
n
=3 X
k=1
Py
=> X\ (d’apres la question 13.a))
k=1
p
=2 Il
k=1

Ensuite, par définition de (3, pour tout k € [1,p], 0 < |Ax] < B.
Par croissance de la fonction x — 22 sur RT, pour tout k € [[1,p], |)\k|2 < B2

En sommant ces inégalités, on obtient :

P 2 _ & 52 2
> NlT < Y B =pp
k=1 k=1

D’ou : 2m < pf2.

o D’apreés la question 19.b) :
2m + paf

E(A) > o

2m
2m +paf ?%—aﬁ

a+ P a+

b 2
:pcz—:_; (oaa:?metbzﬁ)

=pp(a)

a—+ bt
b+t
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2
et d’aprés la question 19.¢) : p(a) = ¢(0) = a_ —m.
b pB
2m
D ou : 5(A) ?

Commentaire

Si I'on souhaite seulement se débarrasser de o (comme c’est le cas dans cette question), on ne
peut pas obtenir de meilleure minoration que ¢(a) > ¢(0) car o = 0 est tout a fait possible
dans ce contexte. En effet, on sait seulement que A\p41 = --- = A, = 0, mais on ne sait pas si ce
sont les seules valeurs propres nulles. Pour le dire autrement, on sait que dim(ker(A)) > n—p
mais on ne sait pas si dim(ker(A4)) = n — p. Dans le cas ot la dimension est en fait strictement
supérieure a n — p, on a a = 0.

1
20. Soit X = [ © | un vecteur propre pour une valeur propre A de A telle que [\| =
Tn
a) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, Blz;| <d max |z].
<<n
Démonstration.

Soit 7 € {1,...,n}.
T AT
Par définition de X, on a AX = AX et donc : A = :
T, /\a.cn
Ainsi, en identifiant les coefficients en position i :

n
AT = ) Qi) Tk
k=1

D’ou :
n
‘)\{Bz‘ = Z aiyk T
k=1
n
< Y aik il (par inégalité triangulaire)
=1
n
= > ik |7kl (car a; > 0)
k=1
n
< kgl Qi fo <11£1]a<x ]xj\) (car, pour tout k € [1,n], |zk| < pax. |z])
n
- (m ’%‘) P
n
<d < max |x]|> (car >~ a;x = deg(i) < d)
1sjsn k=1
De plus, [Azi| = [A[|zi| = B |-
Pour tout ¢ € {1,...,n}, fz;| < d max |z;|.
1<gsn O
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2 2
b) En conclure que £(A) > il > = (2)
d p—1
Démonstration.
« Fixons i € {1,...,n} tel que |z;| = max |z
n

D’aprés I'inégalité de la question précédente avec cet entier i : 5 |x;| < d|x;| (%).
Montrons que |z;| > 0 en raisonnant par l’absurde.

Supposons : |z;| = 0.

Alors, pour tout j € [1,n], 0 < |z;| < |z;] = 0 et donc |z;| = 0.

On en déduit que le vecteur propre X est nul. C’est absurde.

On peut donc diviser (x) par |z;| et on obtient 5 < d.

En passant & l'inverse et en mutipliant par 2m, on obtient :

E(A) 27

o Montrons maintenant que d < p — 1 en raisonnant par ’absurde.

Supposons : d > p. Alors il existe un sommet qui posséde au moins p voisins (nécessairement
distincts de lui-méme). On compte donc au moins p+ 1 sommets non isolés. Or, par définition
de p, il y a exactement p sommets non isolés. C’est absurde.

Dow, 0 <d < p— 1.

1
En passant & l'inverse, on obtient : —— < —.
p—1 " d
En multipliant par 2m > 0, on a enfin :
2m 2m
- 2 -
d p—1
2 2
Finalement : £(A) > mill > =
d p—1 0

c¢) Montrer que I'égalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant a ., (R) associée
au graphe dont I'unique aréte est {1,2}.

Démonstration.
Ecrivons la matrice d’adjacence de ce graphe par blocs :

B 0O2pn-2
A= ’
(0n2,2 On—2 )

7=(1 )

On remarque que les n — 2 derniéres colonnes de A sont nulles et que les deux premiéres colonnes
sont non colinéaires, donc rg(A) = 2 et 0 est valeur propre de A de multiplicité n —2 (autrement

dit, dim(ker(A4)) =n — 2).

ou
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Soit A € R.

rg(A—A,) =rg

:I‘g

:I‘g

-2 1 [ 0
;R N | 0
0 0 =X 0.vvenns 0
e
e
0 0 (| 0 =\
3 R N | 0
-2 1 [0 0
0 0 =X 0-vveenn 0
0
e
0 0 Ocveenns Y0 =\
1 =\ [ P 0
0 1=X2 0--vvvvnnnnnn. 0
0 0 “A 0o 0
T
T
0 0 Occenneds 0 =\
Y

Ll(—)LQ

Lo <+ Lo+ ALy

On a obtenu la réduite de Gauss (échelonnée), que I'on note M.

Ainsi :

A € Sp(A) < la matrice A — AI,, n’est pas inversible

et donc :

rtr1ruvtod

rg(A—M,) <n

rg(My) <n

la matrice M) n’est pas inversible

I’un des coefficients diagonaux de M) est nul
1-A=00U-\=0

Are{-1,0,1}

Sp(4) = {-1,0,1}

Les valeurs propres —1 et 1 sont chacune de multiplicité 1 (dim(E_;(A)) = dim(E;(A)) = 1).
Dou: E(A) =1x|-1|+1x 1|+ (n—2) x|0] =2.
De plus, pour le graphe considéré : m =1 (il y a une unique aréte) et p = 2 (il y a exactement
deux sommets non isolés : ceux qui sont reliés par I'unique aréte du graphe).

2m 2% 1

Dot
M1 T 21

=2.

Le graphe a n sommets dont 'unique aréte est {1,2}
est un cas d’égalité dans l'inégalité (2).
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Commentaire

Nous avons finalement démontré I’encadrement de ’énergie suivant :

< E(A) < 2+ o= D2mG? —2m)
De plus, nous avons montré que cet encadrement est optimal au sens ou il existe un graphe
vérifiant le cas d’égalité a gauche et un autre vérifiant le cas d’égalité a droite.
Remarquons que les deux graphes explicités sont radicalement différents.
Le cas d’égalité a droite est obtenu avec le graphe complet d’ordre n, qui est le graphe le plus
connecté possible parmi tous les graphes vérifiant les conditions m > 1 et n > p > 2, c’est-a-dire
parmi les graphes possédant au moins une aréte (en effet, si il y a une aréte elle relie au moins 2
sommets et donc on a nécessairement p > 2).
Le cas d’égalité a gauche est quant & lui obtenu avec le graphe le moins connecté possible parmi
tous les graphes possédant au moins une aréte.
A T'aune des résultats démontrés dans ce sujet, on peut faire I’hypothése que ’énergie d’un graphe
soit une mesure de son « taux de connection » : plus un graphe est connecté et plus son énergie
est grande.
Pour appuyer cette intuition, remarquons pour terminer que ’énergie d’'un graphe complétement
déconnecté (qui ne posséde aucune aréte) est nulle. En effet, sa matrice d’adjacence est la matrice
nulle et toutes ses valeurs propres sont nulles.

Aide-mémoire Python

On suppose que l'on a exécuté import numpy as np, numpy.linalg as al en début de session.

« Si T est un tableau numpy, np.shape(T) renvoie le nombre de lignes et le nombre de colonnes de T,
dans cet ordre, sous la forme d’un couple.

« np.zeros([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et ¢ colonnes ne contenant que des 0.
o np.ones([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et ¢ colonnes ne contenant que des 1.

« np.eye(p) crée un tableau numpy a p lignes et p colonnes ne contenant que des 1 sur sa diagonale et
des 0 ailleurs.

« La fonction al.eigvals, appliquée a un tableau numpy représentant une matrice symétrique A,
renvoie le tableau des coefficients d’une matrice diagonale semblable & A.
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HEC 2010 - loi exponentielle, loi géométrique, loi de la somme, de la
différence, de la valeur absolue, du max, du min, covariance, coefficient
de corrélation linéaire, estimation, loi de Gumbel

« Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un
espace probabilisé (€2, .o, P).

« Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement 'espérance et la variance d’une
variable aléatoire X, et Cov(X,Y') la covariance de deux v.a.r. X et Y.

o Dans les parties I et I11, la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X a densité
sont notées respectivement F'x et fx.

e On admet que les formules donnant I'espérance et la variance d’une somme de variables aléatoires
discrétes, ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coeflicient de corrélation
linéaire de deux variables aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires a densité.

« Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dit que les variables aléatoires & densité X1, Xo, ..., X,, sont
indépendantes si pour tout n-uplet (x1, xa, ..., x,) de réels, les événements [X; < x1], [Xo < x2], ...,
[X,, < x,] sont indépendants.

« L’objet du probléme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques
et exponentielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables
aléatoires issues de la loi exponentielle.

La partie II est indépendante de la partie I.
La partie III est indépendante de la partie II et largement indépendante de la partie I.

Partie I. Loi exponentielle
+0o0

1. a) Rappeler la valeur de / et dt.
0

+o00o
Etablir pour tout n de N* la convergence de 'intégrale / the t dt.
0

+oo +oo
On pose alors Iy = / et dt et pour tout n de N* I,, = / t"e~t dt.
0 0

b) Soit n un entier de N*. A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence
entre I, et I,,_1. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Soit A un réel strictement positif. Soient X; et Xs deux variables indépendantes de méme loi
exponentielle de paramétre \ (d’espérance %)

On pose : Y = Xj — Xy, T = max (X1, X2) et Z = min (X1, Xs).

2. Justifier les relations T+ Z = X1 + Xo et T — Z = | X1 — Xo| = |Y|.

3. a) Rappeler sans démonstration les valeurs de V(X7) et de IP’( (X1 < 7] ), pour tout réel z.
b) Calculer E(X; 4+ X3), V(X7 + X2), E(Y), V(Y).

4. Déterminer pour tout réel z, Fz(z) et fz(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E(Z) et V(Z).

(1—e™)? sit>0
5. a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fp(t) =
0 sit<0

Exprimer pour tout réel ¢, fr(t).

b) Justifier l'existence de E(T') et V(T'). Montrer que E(T) = % et V(T) = e

(on pourra utiliser des changements de variables affine)
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1
6. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = ﬁ
7. a) Préciser Y () et |Y](Q).
b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.
+o0
c) Montrer que pour tout réel y, I'intégrale / fx,(t) f-x,(y — t) dt est convergente et qu’elle
—0o0

A
vaut B e vl (on distinguera les deux cas : y > 0 et y < 0).

. A
d) Etablir que la fonction y — Ze Yl est une densité de probabilité sur R ; on admet que c¢’est

une densité de la variable aléatoire Y.

e) Déterminer pour tout y réel, fy|(y). Reconnaitre la loi de |[Y| =T — Z.
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Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de |0,1[ et ¢ =1 — p.

Soit X1 et Xo deux variables indépendantes de méme loi géométrique de paramétre p (d’espérance ;1))

On pose : Y = X1 — Xy, T = max(X1, X2) et Z = min(X;, X2).

Onrappelleque T+ Z =X, + Xoet T — Z = | X; — Xo| = |Y].

1. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V(X1) et de P([X1 < k]), pour tout k de
X1(9).

Démonstration.
Rappelons tout d’abord que X1(2) = N* et pour tout k € N*, P([X; = k]) = p ¢* L.

q
V(X)) =2
(1) p2

Enfin, pour tout k € N*, P([X; < k]) =1 — ¢~.

Commentaire \

« Notons que la valeur de P([X; < k]) (pour X; — G (p)) n’est pas un attendu du
programme. Cependant, ¢’est une propriété tres classique de la loi géométrique. Elle
doit donc étre connue et on se doit de savoir la redémontrer.

« Rappelons maintenant la démonstration. Soit k € N*.
k
Notons que : [X; < k] = |J [X1 =1]. On en déduit :

pxa<i) = B(U x=i)

(les événements [ X1 = i]

= étant incompatibles)
k -
= Y pqg- (car X1 — G (p))
i=1
k=1 1—gF
=pXdqd =0p (car g #1)
=0 1- q

b) Calculer E(Xl + XQ), V(Xl + XQ), E(Xl — XQ), V(Xl — XQ).

Démonstration.
e Les vaar. X; 4+ Xo et X1 — X9 admettent une espérance (resp. une variance) car sont des
combinaisons linéaires de v.a.r. qui admettent une espérance (resp. une variance).

o Par linéarité de ’espérance :

E(Xl + X2) = E(Xl) + E(XQ) E(Xl — XQ) = E(Xl) — E(XQ)
1 1 1 1
= — —|— — = - — —
p p p p
. =0
p

2
E(Xl —|—X2) =— et ]E(Xl — XQ) =0
p
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e Les v.a.r. X et X sont indépendantes. Donc, par propriété de la variance :
V(Xl + XQ) = V(Xl) + V(XQ)
q q
P
q
9 1
P2

D’apreés le lemme des coalitions, les v.a.r. X7 et —X5 sont indépendantes.
Donc, par propriété de la variance :

V(X1 - X2) = V(X)) +V(—Xa)
= V(X)) + (-1)? V(Xy)
= V(X1)+V(Xs) = 2 I%

V(X1 + X3) =2 ]% et V(X; — Xa) =2 1%'

Commentaire

Attention & l'erreur classique. Méme si X7 et X5 sont indépendantes :

V(X - X2) # V() - V()

= . . p
¢) Etablir la relation : P([X; = X3]) = Tra
Démonstration.
« Tout d’abord : [X; = Xo] = [X1 — X2 = 0].
« La famille ([X2 = k])ken+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(X) — X = 0]) — :z‘)j P([X5 = k] N [X1 — X3 = 0])
_ :ZEIP([XQ:k]m[Xl—kzo])

- zwmzkmxl — )

(car X1 et Xy
=1 sont indépendantes)

(car ¢* €10,1])
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P([X1

Xo])

1+g¢
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2. a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — g2,
En déduire E(Z), V(Z) et E(T).

Démonstration.

« Comme Z = min(X, X3) et que X1(2) = X2(2) = N* alors Z(Q2) C N*.

Soit k € N*.

o Remarquons tout d’abord que :

[Z > k] = [min(X7, X2) > k] = [X1 > k| N[X2 > K]

On en déduit que :

P([Z > k])

= P([Xl > k] N [XQ > k])
= P([Xl > k]) X ]P’([XQ > kD

Enfin, comme Z est a valeurs dans N* :

P([Z > 0) =P([Z e N*]) = 1

VkeN, P([Z > K]) = (q2>k

o Par ailleurs, comme Z est a valeurs entiéres :

(Z>k—-1=[Z=kU[Z > k]

Les événements [Z = k] et [Z > k| étant incompatibles :

P([Z > k—1])) =P([Z = k]) + P([Z > k])

(car X1 et X,
sont indépendantes)

(d’apres la
question 1.)

Ainsi : P([Z = k]) = P([Z > k—1]) = P([Z > K]).

« En combinant ces résultats, on obtient :

P(Z=K) = B(Z>k-1))~B(Z> k)
- (@) (@)
= (q2)k_1 (1—¢%
- (1-a-¢)" a-g)

On en déduit que Z — G (1 — q2).

Ainsi Z admet une espérance et une variance. De plus :

E(Z) = —— o V(Z)zl_(l_QQ): ¢

1— ¢2

(1-¢*)*  (1-¢*)*
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« Enfin, comme 7'+ Z = max(X1, X2) + min(X1, X2) = X + Xo, alors :
T=X1+Xo—-2

La v.a.r. T admet une espérance comme somme de v.a.r. qui admettent une espérance.
De plus, par linéarité de ’espérance :
E(T) = E(Xl + X9 — Z)
= E(Xl + XQ) — E(Z)
2 1
p 1-¢
2 1
l-q¢ (1-q(1+q)

2(14+q)—1  1+2q

1—¢2 1 —¢?
1+ 2¢q
O

b) Soit k un entier de N*. Justifier 'égalité : [Z = k| U [T = k] = [X1 = k] U [X2 = k]
En déduire la relation suivante : P([T' = k]) = 2 P([X1 = k]) — P([Z = k]).
Démonstration.

« Tout d’abord :
wréalise [Z = k| U [T = k|
& Z(w)=k 00 T(w) =k
& max(X)(w), Xp(w)) =k 00 min(X)(w), Xp(w)) =k

Procédons par disjonstion de cas :
x si max(X;(w), Xo(w)) = Xj(w) :
) = Xo(w) et :

Dans ce cas, min(X;(w), Xo(w)
max(Xj(w), Xo(w)) =k 0U min(X;(w), Xa2(w)) =k
(

<~ Xg(w):k 0U X, OJ):]{J

Dans ce cas :
max (X (w), Xo(w)) =k 00U min(X;(w), Xo(w)) =k
~ Xl(w) =k 0OU XQ(OJ) =k

On en déduit que :
wréalise [Z =k] U [T = k|

= Xl(w) =k 0OU XQ(CL)) =k
& wréalise (X7 =k] U [X2 = k]

[Z =K U[T =k =[X1 = K U[Xs = k]
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k
k

N +P(T =k) -P(Z =K n[T
D) +P(T = k) - P([X1 = k] N [X2

En effet, on peut démontrer en procédant comme en début de question que :

Z=KN[T=k = [X;=kN[Xs= k]

e De méme :

P(X1 = HU[X2 = K) = B([X1 = K]) +B([X2 = K)) - (X, = k] N [Xs

= 2B([X; = k)) - B(X) = K N[ X2 = )

En effet : P([X; = k]) = P([X2 = k]) car X; et X2 suivent la méme loi.

o D’aprés ce qui précéde :

P(Z=k U [T=k) = B(Xi =k U [Xz = k)

dott P([Z = k) +P([T = k]) — P([ Xy =

et P(T=k) = 2B(X, = k) - B(Z = K])

Commentaire

k])

explication avec les mains.

affirmer une telle chose !

o Dans I’énoncé, il est demander de « justifier 1’égalité » et non de la démontrer.
Cette nuance signifie généralement que des points seront attribués méme pour une

« Il est pratique pour conclure que de dire que les événements [T = k] et [Z = k]
(resp. [X1 = k] et [X2 = k]) sont incompatibles. Mais on ne peut en aucun cas

L 1l peut exister w € Q tel que max( X3 (w), Xo(w)) =k et min(X; (w), Xo(w)) = k.

J

Cela se produit pour tout w € € tel que : X;(w) = Xo(w) = k.

¢) Btablir la formule : V(T) = 44

Démonstration.

2¢° + q +2)
(1—¢%)?

« Tout d’abord, comme X1 () = X»(Q) = N* alors : T(Q2) = (max (X1, X»))(Q2) C N*.

o La v.a.r. T admet une variance ssi elle admet un moment d’ordre 2. Autrement dit, la v.a.r.

T admet une variance ssi la série Y. k? P([T = k]) est absolument convergente.

E>1

Cette série étant & termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

« Soit N € N*.

N
SR BT =) =
k=1

M=

k=1

N
2 3 k2 P([X,
k=1

K2 (2 P([X) = K]) — P((Z = K]))
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Or Xj et Z admettent un moment d’ordre 2 car admettent une variance.
De plus, comme X1 () = N* et Z(2) = (min(X1, X2))(€2) C N* alors :

400 400
E(X?) = k; EP(X,=k) et REZ?= k; k2 P([Z = k])

« On en déduit que la série > k% P([T = k]) est convergente et par passage a la limite dans
k>1
I’égalité précédente :

+00 too oo
S RP(T=k]) = 2 3 K P(X1=k)— 3} k*P([Z=Fk])
k=1 k=1 k=1

= 2E(X}) - E(2?)

(par la formule de
Keenig-Huygens)

N 1 2 B ¢ n 1\’ (d’aprés les questions
B p? D (1—¢?)? 1—q? précédentes)

_ g atl ¢ +1
a P (1=¢)

= 2 (V(X1) + (E(X1))?) — (V(2) + (E(2))?)

g+1 £ +1
P (1—¢%)*

T admet un moment d’ordre 2 et E(T?) = 2

o Par la formule de Koenig-Huygens :

V(T) = E(T?) - (E(T))*

_ (patl o @H1 ) (L2
P (1—¢) 1—¢?

g+1  ¢F+1 14+49+4¢

p*  (1-¢*)* (1-¢%)?

g+1 2 + 4q + 5¢°

= 2

-2y (1—¢*)?
_ g+1 2 + 4q + 5¢*
-9 (1-q 0 +9)
_ o, (D) +e*  2+44¢+5¢
1-q2(1+q)? ((1-q) (1+4q))?
= (1— q)21(1 1 q)2 (2 (1+q)°— (2+4q+5q2))
= (1q)21(1+q)2 (2 (1 +3¢+3¢*+¢*) — (2+ 49+ 5¢?))
1 q (2+q+2¢°)

= 7 20+ +2¢°) =

(1-9)?(1+4q) (1-¢9)?* (1+qg)?

q (2+q+2¢%)
(1-9)?% (1+qg)?

V(T) =
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Commentaire \

« Il faut prendre le réflexe de connaitre la formule de Keenig-Huygens dans les deux
sens.
L’écriture :
V(X1) = E(XY) - (E(X1))*
fournit I’égalité :
E(XT) = V(X1) + (E(X1))?

qui est utilisée dans la démonstration.

« On pouvait aussi calculer V(T') en s’aidant de 1'égalité :
T+7 = X1+ Xy

Comme T = X7 + X9 — Z alors T admet un moment d’ordre 2 comme somme de
v.a.r. qui admettent un moment d’ordre 2. De la méme maniére, 7'+ Z admet un
moment d’ordre 2.

On a alors :
2q
P2

V(T+2Z) = V(X1 + Xo) =

D’autre part :
V(T+Z) = V(T)+V(Z)+2 Cov(T, Z)

On en déduit donc que :

2
V(T) = p—f ~V(Z) -2 Cov(T, 2)

_ 29 @

= 20 ap 2 Cov(T, Z)

Par la formule de Keenig-Huygens :

Cov(T,Z) = E(TZ)-E(T)E(Z)

= E(X1X2)—E(T)E(Z) (car TZ = X1 X5 (%))
B _ (car X7 et Xy sont
= E(Xy) E(Xz) - E(T) E(2) indépendantes)
11 142 1
Copp 1-¢21-¢
1 1+ 2¢q
P -y
((*) TZ = rnax(Xl,Xg) Hlin(Xl,Xg) = X1 XQ)
En combinant tous ces résultats, on obtient :
2 q ¢ 1 14 2¢q
VI) = 24— 1 o - "%
I
2(g-1)  —¢*+4q+2
p? (1-q?)?
2(g-1)  —¢*+4q+2
(1-49)? (1—4g%)?
1

= m@ (¢—=1)(1+9)*—¢*+4q+2)

T(2Fq+2¢%) ~83

1
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O

3. a) Préciser (T — Z)(R2). Exprimer pour tout j de N*, I'événement [Z = j|N[Z = T en fonction des

événements [X; = j] et [Xo = j].
En déduire pour tout j de N*, Pexpression de P([Z = j] N [Z = T]).
Démonstration.
« Rappelons que : T'— Z = | X] — Xo|.

Tout d’abord, comme X;(2) = X5(Q2) = N* alors :

(X1 - X)(Q) = {Xi(w) - Xo(w) [w e}
c {i-jl(,j)eN)} =Z
Ainsi, (| X7 — X2|)() CZNRy =N.

(T - Z)(Q) C N
o Soit j € N*.
[Z = j] N [Z = T] = [min(Xl,Xg) :j] N [min(Xl,Xg) = HlaX(Xl,XQ)]
= [min(Xy, X2) = j] N [max(Xy, X2) = j]
= [Xi=J] N [X2=]
Vi eN' [Z=3] 0 [Z=T|=Xi =4 0 o=
o Ainsi :

P((z=3] n[z=T]) = P(Xi=j] N [Xo=j])

(car X1 et Xy sont
indépendantes)

= P(X1=4j]) x P([X2=7j])

= pd txpgt = p?g¥?

Vi eN P(Z=j] N [Z=T]) =p? ¢¥2

b) Montrer que pour tout couple (j,1) de (N*)2, on a : P([Z = j|N[T — Z =1]) = 2p?¢¥ 2.

Démonstration.

« Soit (j,1) € (N*)2.
Z=jln[T-2=1] = |

= |
[

jnr—j=1

jnT=j+1

min(Xy, X2) = j] N [max(X1, X2) =7 +1]

= (=jnX=7+1) U ([Xi=j+]n[X2=])

VA
VA

Il s’agit d’une réunion de deux événements incompatibles. FEn effet :
(X =gnlX=j+1) n ([X1=j+]n[X2=j])
= (K=jnXKi=j+])n([X2=jN[X2=5+1])
= g NY =g

Eneffet : [Xi =j]N[X1 =7+ =D carj+1>jpuisquel >1>0.
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¢) Montrer que pour tout k de Z, P([X; — X2 = k]) =

e Ainsi :

= P([X1=4]) xP((Xo =5 +1]) + P([X1=j+1]) xP([X2 =3]) indépdendantes)

= p qj—l X P qj+l—1 +p qj+l—1 X p qj—l
— p2 q2j+l—2 _|_p2 q2j+l—2 - 9 p2 q2j+l—2

V() e (N2 P([Z=j] N [T—Z=1)) =2p* ¢¥T2

pgl*!
1+q

(on distinguera trois cas : k=0, k > 0 et k < 0)

Démonstration.
Soit k € Z. On procéde par disjonction de cas.
« Sik=0
P pq’
P([X1 — Xo =k]) =P([X1 — Xo =0]) = P([X1 = X»]) = Tiq 1+q

La famille ([X2 = i]);en+ est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales :

P([X, — Xo = k]) = f;jp([XQ —i] N [X]— Xy = k)

_ 2’@([}@:1’] N (X1 —i=H])

= S R(Xp =i N [Xy =it k)

i=1
_ te L . (car X7 et Xy
- g:l P((X2=1]) x P([X1 =i+k]) sont indépendantes)

T 1—1 i+k—1
= Y pqd! x pgth
=1

2 k+°° 2i—2 2 k+°° 2\i—1
PP a7 = prd" Y (¢P)
i=1 i=1

—+oco
"y ()
i=0

= ( ) (par décalage d’indice)
= p? ¢ ! = p? ¢ ! (car ¢* € ] —1,1])
1—¢? A—=q) (1+4q)
pd®  pd¥
1+¢ 1+g¢

(car X1 et Xy sont
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On procéde de la méme maniére que dans le point précédent. On obtient :

P(X) - X =K) = 5 P(Xa=i) x B(Xa=i+ k)
- ¥ BG=id) x P =it k)
£ L P-i) x By LTINS
tel que i+ k ¢ N*

py , : i+k>1
= i:§+1 P([X2 =1]) x P([X1 =17+ k] (car e P> k4l >
+oo ) )
= S pgl x pgtht
i=—k+1
+oo ) )
= Yopgd 1t x pgt (par décalage d’indice)
i=1
2 kKX 2io
= p'q 21 q
_ prq " D gl*! (en procédant comme
 14q  1+g¢ au point précédent)
p ql¥
VkeZ, P([X1— X2 =k]) =
1+gq O
d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X; — Xo|.
Démonstration.
« Rappelons que : T'— Z = | X — Xo|.
(X1 — X2)(2) CN
« Soit k € N. Remarquons tout d’abord que :
[ ’Xl—X2’ :k] = [Xl—Xg:k] U [Xl—Xg: —k]
Deux cas se présentent :
x si k # 0 : alors les événements [X; — X = k] et [X; — Xy = —k] sont incompatibles. Ainsi :
P([1X1 = Xa| =k]) = P([X1— Xy =k]) +P([X1 — Xo = —k])
k k k
pq pq pq
1+q+1+q 1+g¢q (car [K] /
xsik=0
p
P([ | X, — Xo| = 0]) = P([X; — Xy =0]) =
([1X1 = Xo| =0]) ((Xr=X=0) = 7
pq" p
ke N* P([|X, —Xo| =k]) =2 t P([|X1—Xo|=0]) = —
vk € N*, P([ | X1 — Xa| = k) 11q © ([ X1 = Xo[=0)) T .
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e) Etablir a I'aide des questions précédentes que les variables Z et T'— Z sont indépendantes.

Démonstration.
1l s’agit de démontrer :

Vj e 2(Q), Vi€ (T - Z)(Q), P(Z=j1n[T-Z=1) = B(Z=j]) x B(T - Z =1])

avec Z(Q)) C N* et (T — Z)(2) C N.
« Soit (j,1) € (N*)2,

P([Z =j]) xB(T' = Z = 1))

j-1 p ¢ (d’apres les
— 2 2
N (q ) (1=q7) x2 1+¢ questions précédentes)
2j—2 pd
g7 (1—g¢q q) x 2

(1-q) 0+7) 1
= ¥ 2px2pq = 2p? g¥ti?
= P([Z=j4]n[T-Z=1) (d’aprés la 3.c))

o Il reste & étudier le cas ot j € N* et [ = 0.

P([Z = 4]) x B([T — Z = 0))

i1 D (d’apres les
_ 2 _ .2
N (q > (1=a") x 1+¢ questions précédentes)
— 22 (]— p
q q q) X
(=) g <
= ¢¥2pxp = p?g¥?
= P(Z=j] n[T-Z=1) (d’apres la 3.a))
Les variables Z et T'— Z sont indépendantes. =
4. a) A P'aide du résultat de la question 3.e), calculer Cov(Z,T).
Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?
Démonstration.
o D’apreés la question 3.e), les variables Z et T'— Z sont indépendantes. On en déduit que :
Cov(Z, T—-2)=0
Or, par linéarité gauche de 'opérateur Cov :
Cov(Z, T—-2) = Cov(Z,T) — Cov(Z,7Z)
—_— ——
0 V(Z)
e
AinSi . COV(Z, T) = V(Z) = m
o Comme q # 0, Cov(Z,T) # 0.
Ainsi, les v.a.r. Z et T ne sont pas indépendantes.
O
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b) Calculer en fonction de g, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T

Démonstration.
Par définition :

Cov(Z,T)
V@) V@)
V(z) A2 VVE)
VV(Z) YVT) K Z) V(D)
o \/ ¢’ 07
C’((Qlt‘f;fzqg) N7 e 2+q+24%)

_ g
2+ q + 24¢?
g
ZT) = |—L
PZT) =\ 5 ag O

¢) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).

p(Z,T)

Démonstration.

« On rappelle que Z(Q) C N* et T'(2) C N*.

« Soit (i,4) € (N*)2. On procéde par disjonction de cas :
xsii<j:ralors [Z=j] N [T=i=0.

En effet, Z = min(X1, X3) < max(X;, Xo) =1T.
Sii<j, P([Z=j4] n [T=i)=Pw@)=0
xsii=j:alors [Z=j] N [T=j]=[X1=j] N [X2=7]].

(car X7 et Xy
sont indépendantes)

(car [ X1 = j] N [X2 = 1]
= P(X1=jln[Xey =1]) + P([X1 =4 N[Xo=j]) et [X1 =] N[Xy =]
sont incompatibles)

(car X7 et Xy
sont indépendantes)

= P([X1 = J]) x P([X2 = 1]) + P([X1 = i]) x P([X3 = j])

— pP Ixpglapgdixp gl = 2p2gitiv2

Sii>j, P([Z=j] N [T =1 = 2p?¢ti2
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d) Déterminer pour tout j de N* la loi de probabilité conditionnelle de T' sachant I’événement

Z=3)

Démonstration.
Soit 7 € N*.

« Rappelons que T(Q2) C N*.

« Soit 1 € N*.

Pz ([T = 1])

_ Pz =4In[T

=)
(@) (1—a?)

Le loi du couple (Z,T) était donnée par cas, on procéde par disjonction de cas :

x sii<j:alors P([Z=j] N [T=1i])=Pw)=0.

Sii<j, Pyy([T =1i])=0.

xsii=j:alors P([Z=4] n [T =j]) = p?¢¥2
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e) Soit j un élément de N*. On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*,
dont la loi de probabilité est la loi conditionnelle de 7" sachant ’événement [Z = j].

Calculer E(D;).

Démonstration.

« Lav.ar. D; admet une espérance ssi la série ) i Pjz_;)([T" = i]) est absolument convergente.

i1

Cette série étant & termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

« Soit N € N*.

N
> i Py ([T = i])

i=1
gzl J

= 2 i P ([T=1d) + > iPz_y(T=1])

i=1 i=j

N
+ 2 1Pz ([T =1])
i=j+1

N ) i—j
P T L. X

i—i+1 1+gq

« Etudions en particulier la somme de droite :

N 'qui—j
)
1+gq

2p
14+g¢

i=j+1

2p

1+¢

2p

1+g¢

2pq
1+gq

N o
> g
i=j+1
T
S i gt
i=1

N-j

> i q

i=1

N—j

> g

i=1

(par décalage d’indice)

(par relation de Chasles
en supposant N > j)

(d’apres la question
précédente)

On reconnait la somme partielle (d’ordre N — j) d’une série géométrique dérivée premiére

convergente car de raison g € | — 1, 1[.

o Ainsi, la série ) i P|z_;([T" =1]) est convergente et par passage a la limite dans 'égalité

i>1
précédente on obtient :

+o0o

Y i Py ([T =1]) =

1=1

p 2pq X
1+q 1+4+q ;3

i qi—l

D 2pq 1
1+q 14q (1—q)?

1
m@ (1-q)+2q)
1+ ¢?

1 2 —
1_(]2 ((1_(]) +2Q) - 1_q2

La variable D; admet une espérance et E(D;) =
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Commentaire \

“+o00o
« Dans cette question, on détermine i Pj;_;([T = i]).
i=1
Cette écriture est trés proche de 'écriture de E(7T') : on a simplement remplacé ici
I'application probabilité P par I'application probabilité P|z_;.
Autrement dit, on détermine l'espérance de T' sachant que I’événement [Z = j] est
réalisé.
o Cet objet est classique en mathématiques (mais hors programme !). Il s’agit de
Pespérance conditionnelle de la variable T relativement a I’événement [Z = j]. Elle
se note :

E(T| [Z2=3])

(cette notation n’est pas trés heureuse au vu de la notation utilisée pour noter les
probabilités conditionnelles)

« On peut noter que ces calculs d’espérances conditionnelles permettent de déterminer
I’espérance. Sous réserve d’existence des objets considérés :

E(T) = jsz —)ET| (Z=4)

Il faut considérer cette égalité comme une formule des probabilités totales (qui est
a la base de ce résultat) adaptée a la notion d’espérance.
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Partie III. Convergences

Dans les questions 1 & 4, A désigne un paramétre réel strictement positif, inconnu.
Pour n élément de N*, on considére un n-échantillon (X1, Xs,..., X)) de variables aléatoires & valeurs

strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre .
n

On pose pour tout n de N* : S, = > Xy et J, = AS,,.
k=1

1. Calculer pour tout n de N*, E(S,,), V(S,,), E(J,) et V(J,).

e~ T pn— 1 si

n—1)! >0
2. On admet qu’une densité fj, de J, est donnée par fj, (z) =

0

a) A l'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, l'existence de

1 1
E|(— ) etdeE(— ), et donner leur valeurs respectives.
JIn J?

—

n —
b) On pose pour tout n supérieur ou égal & 3 : A\, = —. Justifier que A, est un estimateur de A.

n
Est-il sans biais? Calculer la limite, lorsque n tend vers +oo, du risque quadratique associé a

Ap €0,

3. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du parameétre A au risque a.
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement

positif tel que ®(uy) =1 — g.

a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par

n . . ” ” .
N, =X —= — y/n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Vn
b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : IP’( [—ua < Ny < ug ) =1-oa.

¢) Montrer que pour n assez grand, l'intervalle [(1 — ua) X;, (1 + ua) 5\;] est un intervalle

vn vn

de confiance de A au risque . On note Ag la réalisation de X\n sur le n-échantillon.

4. Avec le n-échantillon (X7, Xo, ..., X,,), on construit un nouvel intervalle de confiance de A au risque
B (B # «), tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec
le risque a.

a) Justifier I'existence de la fonction réciproque ®~! de ®.
Quel est le domaine de définition de 17

- 1
b) Etablir Iégalite § = 20 ( @~ (%)
En déduire que 8 > «. Ce dernier résultat était-il prévisible ?

Dans les questions 5 & 7, on suppose que A = 1.
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5. On pose pour tout n de N* : T,, = max (X1, Xo,..., X,).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose :

on(@) = /0 D En ()t et ha(z) = /0 () dt

a) Exprimer h,(z) en fonction de Fr, () et gn(x).
b) Déterminer pour tout réel ¢, 'expression de F, (t) en fonction de ¢.

. 1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1(x) — gn(z) = — Fr, ().
n

¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, 'expression de g,(x) en
fonction de z, Fr, (x), Fr,(z), ..., Fr,(x).

d) Montrer que Fr, (x) — 1 est équivalent & —ne™™, lorsque z tend vers +oo.

n
e) Déduire des questions ¢) et d) l'existence de E(T},) et montrer que E(7,) = >
k=1

| =

6. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Gp,)n>1
définie par : pour tout n de N*, G, = T,, — E(T},).
On pose pour tout n de N* : ~, = —In(n) + E(T},) et on admet sans démonstration que la suite
(Yn)n>1 est convergente ; on note v sa limite.

1 n
a) Montrer que pour tout z réel et n assez grand, on a : Fg, (v) = (1 - e(“Jr'V”)) .

b) En déduire que pour tout x réel, on a: lim Fg, (x) = eme Y,
n—-+oo

¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg : x — e—e Y

d’une variable aléatoire G a densité. Conclure.

est la fonction de répartition

7. a) Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition Fly strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par Y = Fx (X).

b) Ecrire une fonction Scilab d’en-téte Gumbel qui permet de simuler la variable aléatoire G.
On supposera que la constante v est définie en langage Scilab par une constante gamma.
On rappelle que la fonction Scilab rand() permet de simuler la loi uniforme sur |0, 1].
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HEC 2019 - loi de Rademacher, loi binomiale, loi uniforme, loi normale,
loi de Poisson, convergence en loi, fonctions génératrice des moments,
des cumulants et des probabilités

Dans ce probleme, on définit et on étudie les fonctions génératrices des cumulants de variables aléa-
toires discrétes ou a densité.

Les cumulants d’ordre 3 et 4 permettent de définir des paramétres d’asymétrie et d’aplatissement qui
viennent compléter la description usuelle d’une loi de probabilité par son espérance (parameétre de posi-
tion) et sa variance (paramétre de dispersion) ; ces cumulants sont notamment utilisés pour l’évaluation
des risques financiers.

Dans tout le probléme :

« on note (€2,.27,P) un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires introduites dans 1’énoncé
sont des variables aléatoires réelles définies sur (2, &) ;

« sous réserve d’existence, 'espérance et la variance d’une variable aléatoire X sont respectivement
notées E(X) et V(X);

« pour tout variable aléatoire X et pour tout réel t pour lesquels la variable aléatoire !X admet une
espérance, on pose :

Mx(t)=E(e'"*) et Kx(t)=In(Mx(t));

(les fonctions Mx et Kx sont respectivement appelées la fonction génératrice des moments et la
fonction génératrice des cumulants de X)

« lorsque, pour un entier p € N* la fonction Kx est de classe CP sur un intervalle ouvert contenant
'origine, on appelle cumulant d’ordre p de X, noté Q,(X), la valeur de la dérivée p™ de Kx en O :

Qp(X) = KP(0).

Commentaire \

« La fonction génératrice des moments d’une v.a.r. X est un objet classique en probabilités.
Comme son nom l'indique, cette fonction permet de retrouver les moments de X (sous
réserve d’existence). Plus précisément, si la v.a.r. X admet un moment d’ordre n, alors :

E(X") = M{(0)

« On ne confondra pas cette fonction avec une autre fonction classique en probabilités : la
fonction génératrice (des probabilités). Cette derniére n’est définie que pour des v.a.r. X
a valeurs entiéres et positives par la formule :

Vs €[0,1], Gx(s) = E(s¥) = zzs’f@([xzk])

Cette fonction caractérise quant & elle, non pas les moments de X, mais sa loi.
Plus précisément :

n
GY(0)

vneN, P(X=n) = =%

« L’énoncé propose de démontrer quelques propriétés de la fonction génératrice des moments
pour des v.a.r. particuliéres. Par exemple, dans le cas d’une v.a.r. X a valeurs dans [—n, n] :

« Vp e N*, MP(0) = E(xP),

x Vt € R, Gx(et) = Mx(t).
(lien entre la fonction génératrice et la fonction génératrice des moments)
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Partie I. Fonction génératrice des moments de variables aléatoires discrétes

Dans toute cette partie :
« on note m un entier supérieur ou égal a 2;
o toutes les variables aléatoires considérées sont discrétes & valeurs entiéres;

« on note S une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1} dont la loi est donnée par :
1
P([S=-1]) = P([S=+1)) = 5

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [—n, n].

a) Pour tout ¢ € R, écrire Mx(t) sous la forme d’une somme et en déduire que la fonction Mx est

de classe C*° sur R.

Démonstration.

La v.a.r. X est une v.a.r. finie. Ainsi, la v.a.r. e
donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

t X

est également une v.a.r. finie. Elle admet

On en déduit que, pour tout ¢t € R, le réel Mx (t) est bien défini.

Commentaire

On rappelle que, d’aprés 'énoncé : X () C [-n,n] = {k | k € [-n,n]}.
On en déduit, pour tout t € R :

(X)) = XD = {e'F | k€ [-n,n]}

tX est finie.

On retrouve bien que la v.a.r. e

\.

e Soit t € R. Comme X est une v.a.r. discréte, par théoréme de transfert :

Mx(t) = E(eX) = 32 o5 P([X = K])

k=—n

ViER, Mx(t) = 3 eFP(X = k)

k=—n

« La fonction Mx est de classe C* sur R en tant que somme, pour tout k& € [—n,n] des fonctions

t > e'*P([X = k]) de classe C* sur R.

La fonction Mx est de classe C* sur R.

Commentaire

Soit k € [—n,n].

Il faut noter que 'expression P([X = k]) est une constante par rapport a ¢. Ainsi, pour
étudier la régularité de la fonction ¢ +— e'*P([X = k]) on peut se contenter d’étudier
la régularité de la fonction t — et* (qui, elle, est trivialement de classe C* sur R).
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b) Justifier pour tout p € N*, I’égalité : M)(f)(O) = E(XP).

Démonstration.
« D’aprés la question précédente, la fonction My est de classe C*°, donc, pour tout p € N*, la
fonction M ;f ) existe.

o Commencons par déterminer, pour tout p € N*, I’expression de M g) ).
Démontrons par récurrence : Vp € N*, P(p)

ot P(p):VteR MP(H) = 3o kP eHP([X = K)).

k=—n
» Initialisation :
D’apres la question précédente :

My :t— > *'P(X =k])
k=—n
Ainsi, pour tout ¢t € R.

MO = M) = 3 ke B(X = 4]

D’ou P(1).
» Hérédité : soit p € N*.
Supposons P(p) et démontrons P(p+1) (i.e. Vt € R, M§f+1)(t) = 3 kPHLFIP([X = k).

k=—n
Par hypothése de récurrence :

M s k_i kP FtP([X = K))
Ainsi, pour tout t € R :
M) = (M)(?)>/(t) = ki_n B (kekt) P(X = K)) = ki_n KPR P([X = K])
Dot P(p + 1).
Par principe de récurrence : Vt € R, M)(f) (t) = Zn: kP eFtP([X = K]).

k=—n

e Soit p € N*. On en déduit :

MP©O) = ¥ REOB(X =K) = > WEB(X=k) = E(X?)

k=—n k=—n

ou la derniére égalité est obtenue par théoréme de transfert.

Finalement, pour tout p € N* : M)(f)(O) = E(XP).
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Commentaire

Vit e R, M5 (t)
Vte R, MY(t)

vieR, MY ()

\.

L’obtention de I’expression de M )(f-’
1) on commence par déterminer les premiéres dérivées successives de la fonction My :

= Y keFP(X = k)

= Y Kk P(X =k]) =
= 3 R (k) P(X = K]) =
2) on en déduit une formule générale :

vteR, MP@) = 3 HP(X = k)

)

s’effectue au brouillon :

k=—n
n

S K2HB(IX = K])
k=—n
S ket B(IX = k])

k=—n

k=—n

k=—n

k=—n

7 D

¢) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [—n,n] dont la fonction génératrice des moments
My est la méme que celle de X.
On note Gx et Gy les deux polyndémes définis par :

Gx(z) = §OP([X:k—n])xk

Vo € R,

Oy(x) = S°B(Y = k- n))o*
k=0

(i) Vérifier pour tout ¢t € R, I'égalité : Gx(ef) = e™ Mx(t).

Démonstration.
Soit t € R.

(par décalage d’indice)
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(ii) Justifier la relation : Vt € R, Gx(e!) = Gy (e).

Démonstration.

Soit t € R.

d’aprés la question
ty — ent g (d’ap q

Gx (¢') ¢ x(t) précédente)

(car, d’aprés l'énoncé :

_ nt
= "' My (t) My = My)

= Gy (¢

qu’en question précédente)

YVt € R, GX (et) = GY (et)

(iit) En déduire que la variable aléatoire Y suit la méme loi que X.

Démonstration.
o Tout d’abord : X(Q) C [-n,n] et Y(Q) C [-n,n].

« Ensuite, d’aprés la question précédente :

Vi e R, Gx (et) =Gy (et)

Ainsi, pour tout z € |0, 4o0] :

Gx (eln(x)) = Gy (eln(z))
I I

GX(x) Gy(:E)

« Soit z € ]0,+o00[, on en déduit : (Gx — Gy)(x) = 0.

Or :

(Gx —Gy)(z) = Gx(z)—Gy()
2n

(avec le méme raisonnement

= :iOIP’([X:k—n])xk— S P([Y =k —n))zk

k=0

2n

= Y (P(X =k—n])a" —P(Y =k —n]) zF)

k=0

2n

= 5 (B(X =k —n]) ~B(Y = k —n])) 2

k=0

Ainsi, le polynéme Gx — Gy admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul,

1.e. .

D’ou :

Ainsi :

k€ [0,2n], P(X =k —n]) —P([Y =k —n]) =0

Vk € [-n,n], P((X = k]) —P([Y = k]) =0

Vk € [-n,n], P([X = k]) = P([Y = k))

Finalement, les v.a.r. X et Y suivent la méme loi.
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1

2. Dans cette question, on note X5 une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B ( 2, = |.

2

On suppose que les variables aléatoires X5 et S sont indépendantes et on pose Yo = S Xs.

a) (i) Préciser I’ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Y.

Démonstration.

. Comme X, — B (2, ;) on a: Xa(Q) = [0,2] = {0, 1,2}

« De plus: S(Q) ={-1,1}.

On en déduit : Y2(Q2) = (S X2)(Q) € {—2,-1,0,1,2} = [-2,2].

(i) Calculer les probabilités P([Y2 = y]) attachées aux diverses valeurs possibles y de Y5.

Démonstration.

« Tout d’abord, on a I’égalité entre événements :

Y2 =

On en déduit :
P([Ys = —2])
o Ensuite :
On obtient donc :
P([Yy = —1])

9] = [SXa=-2] = [S=-1]N[X2=2

(car S et Xy sont
indépendantes)

(car S et Xy sont
indépendantes)
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e« De méme :

Commentaire

d’événements. D’ou :

8 '4'4"°8) 4

1 1.1 1 1
= 1-|z+-+5+z]) =

On pouvait aussi remarquer que la famille ([Y2 = k])zc[—2,2] est un systéme complet

P(Y2=0) = 1 (B(I¥2 = —2) +P(¥2 = ~1)) + P([¥2 = 1]) + P([2 = 2)))

b) Vérifier que la variable aléatoire Xy — (S + 1) suit la méme loi que Y5.

Démonstration.

« Tout d’abord, comme S(2) = {—1,1}, ona: (S +1)(Q2) = {0, 2}.
De plus X5(€2) = {0,1,2}. D’ou, en notant 75 = Xo — (S + 1) : T5(Q2) C {-2,

~1,0,1,2}.

T5(Q) C [-2,2] (on rappelle : Y2(Q2) C [-2,2] d’aprés 2.a) (7))

La famille ([S = —1],[S = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Ty = k)
_ P([Ty = K N[S = —1)) +P([Ts = K N [S = 1])
= P([Xo—=(S+1)=kN[S=-1])+P([Xo— (S+1)=k]N[S=1))
= P(Xa—(=1+1) = kN [S = 1) + P(Xa— (1+1) = K N[S = 1))

= P([Xo=EkN[S=-1)+P([Xo=k+2]Nn[S=1])

= P((Xy=k]) P([S = —1]) + P([X2 = k +2]) P([S = 1])

(car Xo et S sont
indépendantes)
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« On obtient ainsi :

P(Ty=-2) = 5 PB(Xo=-2)+, B(X=0) = JBB) +,x; = ¢ = B(va=-2)
P(Ty=-1]) = 5 P(Xo=—1)+, B(X=1) = JBB) +5x; = ; = B([ta=-1)
P(L=0) = B(X=0)+  P(X>=2) = g x;+px; = ; = P(Ya=0)
P(L=1]) = g P(X=1)+ 5 P(X2=3) = 5 x5+ B(8) = ; = P(¥2=1)
P(T=2) = 5 P(Xa=2)+  P(X=4) = 5 x 3+ BB) = ¢ = K(¥2=2)

On en déduit que To = X9 — (S + 1) et Ys suivent la méme loi.

Commentaire |

e Lors d’une rédaction classique de détermination de la loi d’une somme, aprés ob-
tention de la relation :

P(T, = k]) = = P([Xo =k]) + % P([Xy = k +2])

N |

On cherche a déterminer si les événements [Xo = k] et/ou [X2 = k + 2] sont I'évé-
nement impossible.

« Ici, cela varie suivant les valeurs de k. C’est pour cela qu’on effectue le calcul direct

des probabilités P([T» = k]) aprés 'obtention de la formule précédente.
\ 7 D

3. Le script Scilab suivant permet d’effectuer des simulations de la variable aléatoire Yo définie dans
la question précédente.

n =10

X = grand(n,2,'bin',2,0.5)

B = grand(n,2,'bin',1,0.5)

S =2 % B - ones(n,?2)

Z1 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1)]
Z2 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1)]

LS [ T O N

a) Que contiennent les variables X et S aprés 'exécution des quatre premiéres instructions ?

Démonstration.

o L’instruction X = grand(n,2, 'bin',2,0.5) permet de stocker dans la variable X une matrice
a n lignes et 2 colonnes ol chaque colonne contient une observation d’un n-échantillon de loi

1
B (2, ) , ¢’est-a-dire un n-échantillon de la v.a.r. X. Plus précisément, la premiére colonne de

2
X contient une observation (ci,...,c,) d'un n-échantillon (Cy,...,C,) de X, et la deuxiéme
colonne de X contient une observation (¢}, ..., c,) d'un n-échantillon (cj,...,C}) de X.

(les v.a.r. C; et C] sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. X )
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o L’instruction B = grand(n,2, 'bin',1,0.5) permet de stocker dans la variable B une matrice
a n lignes et 2 colonnes ou la premiére colonne contient une observation (by,...,b,) d'un

1
n-échantillon (By,...,B,) de loi B <2>, et la deuxiéme colonne contient une observation
1
(by,...,b),) d’'un n-échantillon (Bj,..., B],) de loi B (2)

1
(les v.a.r. B; et B sont indépendantes et ont méme loi B <2>)

e On commence par rappeler que l'instruction ones(n,2) permet d’obtenir une matrice & n
lignes et 2 colonnes dont tous les coefficients sont égaux a 1.
On en déduit que I'instruction S = 2 x B - ones(n,2) permet de stocker dans la variable S
une matrice a n lignes et 2 colonnes.

La premiére colonne contient ’observation (s1,...,s,) = (2b1—1,...,2b,—1) du n-échantillon
(2B —1,...,2B, — 1).
La deuxiéme colonne contient 'observation (s}, ..., s),) = (2b]—1,...,2b),—1) dun-échantillon

(2B} —1,...,2B, —1).
o Les viar. 2B; — 1 et 2B} — 1 sont indépendantes et de méme loi. Déterminons cette loi : on

1
note B une v.a.r. de loi B <2> et on cherchelaloide V=28 — 1.

1
x Tout d’abord, comme B — B 5 ) ona: B(Q) ={0,1}.
On en déduit : V() ={2x0—-1,2x1—-1} ={-1,1}.

x De plus :
V=1 = 2B-1=1] = 2B=2] = [B=1]
1
Dou:P([V=1])=P([B=1]) = 3
x Enfin, comme la famille ([V = —1],[V = 1]) est un systéme complet d’événements :

On en déduit que la v.a.r. V =2 B — 1 suit la méme loi que la v.a.r. S.

« La variable S contient donc une matrice a n lignes et 2 colonnes, ot la premiére colonne contient
une observation (si,...,s,) d'un n-échantillon (Si,...,5,) de la v.ar. S, et la deuxiéme

/ !

colonne contient une observation (s}, ...,s},) du n-échantillon (S7,...,S5]) de la v.a.r. S.

(les v.a.r. S; et S} sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. S)

Commentaire .

« Comme souvent dans les sujets HEC, 'une des difficultés provient de la prise d’ini-
tiatives nécessaires pour répondre & une question.

« Dans cette question par exemple, déterminer la loi de la v.a.r. V =2 B —1 n’est pas
difficile. C’est prendre l'initiative de déterminer cette loi qui constitue la difficulté.
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b) Expliquer pourquoi, aprés 'exécution des six instructions, chacun des coefficients des matrices
Z1 et Z2 contient une simulation de la variable aléatoire Ys.

Démonstration.

e L’instructionZ1 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1)] permet
de stocker dans la variable Z1 une matrice & n lignes et 2 colonnes.
Le contenu de la premiére colonne est donné par la commande S(1:n,1) .x X(1:n,1) et celui
de la deuxiéme colonne par X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1).

e L’instruction S(1:n,1) .x X(1:n,1) permet d’obtenir une matrice colonne a n lignes conte-
nant l'observation (di,...,d,) = (s1 X ¢1,...,8p X ¢,) du n-échantillon (S; C1,...,S, Cy).
Or, les S; suivent la méme loi que S et les C; suivent la méme loi que Xo. Ainsi, les 5; C;
suivent la méme loi que Y5.

La premiére colonne de Z1 contient donc une observation (di,...,d,) d’un n-échantillon
(Dl, oo 7Dn) de YQ.

(les v.a.r. D; sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Ys)

e L’instruction X(1:n,1) - S(1:n,1) - ones(n,1) permet d’obtenir une matrice colonne & n
lignes contenant 'observation (dy,...,d),) = (c1 —s1 —1,...,¢, — 8, — 1) du n-échantillon
(C1—=85—-1,...,C, — S, — 1).

Or, les S; suivent la méme loi que S et les C; suivent la méme loi que Xo. Ainsi, les C; —S; — 1
suivent la méme loi que Xy — S — 1. De plus, d’aprés la question 2.b), la v.a.r. Xo — S5 — 1 suit
la méme loi que Y5.

La deuxiéme colonne de Z1 contient donc une observation (dj,...,d]) d’un n-échantillon
(Dy,...,D)) de Ya.

(les v.a.r. D] sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Y3)

e De méme, l'instruction Z2 = [S(1:n,1) .x X(1:n,1) , X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1)]
permet de stocker dans la variable Z2 une matrice & n lignes et 2 colonnes.
Le contenu de la premiére colonne est donné par la commande S(1:n,1) .x X(1:n,1) et celui
de la deuxiéme colonne par X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1).

o La premiére colonne de Z2 est identique & celle de Z1, donc la premiére colonne de Z2 contient
lobservation (dy,...,d,) du n-échantillon (Dy,...,D,) de Y.

o L’instruction X(1:n,2) - S(1:n,2) - ones(n,1) permet d’obtenir une matrice colonne a n
lignes contenant l'observation (df,...,d!) = (¢} — s} —1,...,¢c, — s, — 1) du n-échantillon
(cy—=81—1,...,Cl =8, —1).

Or, les S/ suivent la méme loi que S et les C! suivent la méme loi que Xs. Ainsi, les C} — S/ —1
suivent la méme loi que X5 — S — 1, donc que Y.

La deuxiéme colonne de Z2 contient donc une observation (df,...,d!) d’un n-échantillon
(DY,...,D) de Y.

(les v.a.r. D sont indépendantes et ont méme loi que la v.a.r. Ya)

Finalement, chacun des coefficients des matrices Z1 et Z2 contient une simulation de la v.a.r. Ys.

Commentaire

On aurait pu utiliser davantage les commandes Scilab. En effet, 'appel classique permettant
d’extraire la premiére colonne de la matrice S est plutét S(:,1) (que S(1:n,1)).
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¢) On modifie la premiére ligne du script précédent en affectant & n une valeur beaucoup plus

grande que 10 (par exemple, 100000) et en lui adjoignant les deux instructions 7 et 8 suivantes :

length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) / n
length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) / n

pl
p2

loo I~

Quelles valeurs numériques approchées la loi faible des grands nombres permet-elle de fournir
pour pl et p2 aprés 'exécution des huit lignes du nouveau script 7

Dans le langage Scilab, la fonction length fournit la « longueur » d’un vecteur ou d’une matrice
et la fonction find calcule les positions des coefficients d’une matrice pour lesquels une propriété
est vraie, comme l'illustre le script suivant :

—> A=1[1;2;0; 4]
—>B=1[2;2; 4 ; 3]
——> length(A)

ans = 4.
——> length([A , B])
ans = 8.

——> find(A < B)
ans = 1. 3. // car 1 <2 et 0<4, alors que 2>2 et 4>3

Démonstration.

o Commengons par commenter l'instruction :

7 pl = length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) / n

x L’instruction find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2)) permet d’obtenir une matrice ligne conte-

nant les positions des coefficients des matrices Z1(1:n,1) et Z1(1:n,2) égaux. Autrement
dit, on obtient une matrice ligne contenant les indices i tels que d; = d}.

(on rappelle que (di,...,dy) est une observation d’un n-échantillon (D, ...,Dy) de S Xs
et (dy,...,d)) est une observation d’un n-échantillon (DY,..., D)) de Xo—S—1)

L’instruction length(find(Z1(1:n,1) == Z1(1:n,2))) permet d’obtenir la longueur de la
matrice précédente. Ainsi, on obtient le nombre de fois ou d; = d}, pour i € [1,n].

Enfin, on divise ce nombre par la taille n de ’observation.
Or, par loi faible des grands nombres (LfGN) :

fois ou d; = d!
nombre de fois ot d; = d], ~ P(SXo = Xo— S — 1))

taille de ’observation

La variable p1 contient une valeur approchée de P([S X3 = Xy — S — 1]).

« Commentons ensuite l'instruction :

s p2 = length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) / n

x L’instruction find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2)) permet d’obtenir une matrice ligne conte-

nant les positions des coefficients des matrices Z1(2:n,1) et Z1(2:n,2) égaux. Autrement
dit, on obtient une matrice ligne contenant les indices i tels que d; = d’.

(on rappelle que (dy,...,dy) est une observation d’un n-échantillon (Dy,...,Dy) de S Xs
et (df,...,d) est une observation d’un n-échantillon (DY,..., D) de X, —S —1, ou la
v.a.r. XY, suit la méme loi que Xa)

L’instruction length(find(Z2(1:n,1) == Z2(1:n,2))) permet d’obtenir la longueur de la
matrice précédente. Ainsi, on obtient le nombre de fois ou d; = d//, pour ¢ € [1,n].
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x Enfin, on divise ce nombre par la taille n de ’observation.
Or, par loi faible des grands nombres (LfGN) :

nombre de fols o di = & gy _ xr_ g _q))

taille de ’observation

La variable p2 contient une valeur approchée de P([S Xy = X — S —1])
ou la v.a.r. X} suit la méme loi que Xo.

Commentaire

o Le programme proposé par I’énoncé n’est ici rien d’autre qu’une illustration de I’idée natu-
relle pour obtenir une approximation de P([S X9 = Xy — 5 — 1)) :

x simuler un grand nombre de fois (n = 100000) les v.a.r. S X et Xo — S — 1.
Formellement, on souhaite obtenir une observation (di,...,d,) d’un n-échantillon

(D1,...,Dy) de la v.ar. SXs, et une observation (df,...,d}) d’un n-échantillon
(Dy,...,D}) delavar Xo—S—1.

x de compter le nombre de fois ot d; = d}, pour i € [1,n].

o L’objectif de cette question Scilab est de revenir sur un point important en probabilités :

X et Y ont méme loi 7{ X=Y

(mais bien sir, si X =Y, alors X et Y ont méme loi)

o On peut avoir la confirmation du point précédent en exécutant le programme Scilab.
On obtient :

pl =
0.1261

p2 =
0.2179

On constate qu'on a pl # 1 et p2 # 1. Ainsi, ici :

x les v.a.r. S X5 et Xo — S — 1 ont méme loi,

x mais P([S Xy = Xo — 5 — 1]) # 1. Cela démontre en particulier : S Xs # Xo — S — 1.
\ D

J

4. Dans cette question, on note X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B <n, 3 )

On suppose que les variables aléatoires X,, et S sont indépendantes et on pose Y,, = S X,,.

a) Justifier que la fonction M, est définie sur R et calculer Mx, () pour tout ¢t € R.

Démonstration.

La v.a.r. X, est une v.a.r. finie. Ainsi, la v.a.r. e/ X est également une v.a.r. finie. Elle admet
donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

On en déduit que la fonction My, défini sur R.
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MX,L (t) = [E (etX")

_ (par théoréme de transfert
5=0 (Xn() = [0,7]))

= kZZ:O ekt(z> <;)k (;)”—k (car X, — B (n, ;))

1 (et n 1)n (d’apres la formule du binome
de Newton)

VteR, My, (t) = 2% (14e)"

O
1
b) Montrer que la fonction My;, est donnée par : Vt € R, My, (t) = S (14" + (1+eH)m).
Démonstration.

La v.a.r. Y, est une v.a.r. finie (car les v.a.r. X, et S le sont). Ainsi, la v.a.r. etYn est également
une v.a.r. finie. Elle admet donc des moments & tout ordre, en particulier une espérance.

On en déduit que la fonction My;, défini sur R.

e Déterminons la loi de Y,,.
x Tout d’abord, comme X,,(2) = [0,n] et S(2) ={—1,1}, on a: Y,,() C [—n,n].

x Soit k € [-n,n].
La famille ([S = —1],[S = 1]) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(Y,=k]) = P(S=-1n[Y,=k)+P([S=1N[Y,=k])
= P(S=-1N[SXn=K)+P(S=1N[SX, = k)
— P([S = —1]N[-X, = K) + P([S = 1] N [X,, = k])

(car les v.a.r. S et X,
sont indépendantes)

= 3 B([Xa=—H) + 3 P(X, = k)

Trois cas se présentent alors :
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- si k=0, alors :
P(Ya=0) = g B([Xa=0)+ 3 P(X, =0)
= P([Xn = O])
n 1 0 1 n—0
- 06 G
1
oo
si k €]0,n], alors [X,, = —k] = @. Donc
P(Ya=k) = L B(B) + 3 B([Xn=H) = 5 P((Xa=H)
« Soit t € R.
Myn(t) = E(etY")
- k:i et B([Y, = k)
= k:_zl ("t P([Yn = k])) + €% P([Y, :()])Jré1 (" P([Yn = K]))
L (ke LoL & ke
= L5 (FR(Xa= K)ot g 3 (e B(X = K])
k=—n k=1
x Tout d’abord :
> HB(X, = k) = 3 e B(X, =) (par changement
k=—n " =1 " d’indice j = —k)
n Y n 1 J 1 n—j
- £ ()6 G)
1 2 /n NG qn—j
- 27”];1 <]> (e ) !
1 . n —t\J n—j
<5 (5 (6) e o))
1 (d’apres la formule du

x De méme :

binome de Newton)

1 & /n Nk ok

— 1"

2" kZ::1 <k> (=)

1 S n t\k qn—k

— 1" -1

(£ () 0 ) -)

- n (d’apres la formule du
on ((e +1) 1) binome de Newton)
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« On obtient alors :
1 1 1 1 1
_ —t t
1 1 1 1 1
_ —t ¢
= ontl (I+e™)" = on+l " on + on+1 (I+e)" — on+1
1 B 2 1
= o+l ((1 +e )"+ (14 et)n) T on+X - on
_ 1 1 —t\n 1 t\n
a 2n+1(( +e )+ (L+e)") = L+ L
Vt & R, MYn (t) = ﬁ ((1 + et)n + (1 =+ eit)n) 0

c¢) En utilisant 1'égalité (1+e~ %)™ = e ™ (1+¢')", montrer que Y,, suit la méme loi que la différence

X, — H,, ou H, est une variable aléatoire indépendante de X,, dont on précisera la loi.

Démonstration.
o Soit t € R. Démontrons I'égalité : (1 +e™H)" = e (1 + e')".
et (1 + et)n —_ (eft)" (1 + et)n
= (e7t(1+eh)"
= (e t+1)"

VEeER, (1+e7 )" =e™(1+eh)n
o Il s’agit de démontrer que les v.a.r. Y, et X,, — H,, ont méme loi. On peut déja remarquer :
Y (Q) C [-n,n]. Or, en question 1.c), on a démontré que, si deux v.a.r. X et Y vérifient :

x X(Q) C [-n,n],

x Y(Q) C [-n,n],

x Mx = My,

alors X et Y ont méme loi.

Pour répondre & cette question, il suffit donc de trouver une v.a.r. H, indépendante de X,
telle que :

(Xn — Hn)(Q) C [[—n,n]] et My, =Mx,_m,

Pour déterminer une telle v.a.r. H,, on commencera par supposer qu’elle existe pour en déduire
des propriétés sur sa loi, puis on choisira une v.a.r. vérifiant ces propriétés, et enfin on établira
que l'on est bien dans le cadre d’application de la question 1.c).

o Supposons qu’il existe une telle v.a.r. H,. Alors, soit t € R :

x d’une part :

ManHn (t) = [E (et (Xn—Hn))
— E(etXn e—tHn)

. L X, —tH, (car, par lemme des coalitions, les v.a.r.
= E (e ) E (e ) e Xn et et Hn sont indépendantes)
= My, (t) E (e t)

1
= o (1+e)" E (e ") (d’apres la question 4.a))
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x d’autre part :

My, (t)

1 “n “n (d’aprés la question
2ntl (e + (1 +e)) précédente)
1 (d’apres Uindication de
1 t\n —nt 1 t\n
ont1 (e +e™(1+eh)") I’énoncé)
1
1 1 _
27 (1+et)n X 5 (1+e Tlt)

(1+e™)

N =

= F (e—tHn) — e—Ot 1_|_e—nt 1

e On semble faire apparaitre ici le théoréme de transfert. On choisit donc une v.a.r. H, qui
vérifie cette égalité. On choisit alors une v.a.r. H,, indépendante de X, telle que :

x Hp(Q) = {0,n},

x P([H, =0]) = P([H, =n]) =

1
5"

« Vérifions qu’avec cette v.a.r. H,, nous sommes dans le cadre d’application de la question 1.c).

x Tout d’abord, comme X, (2) = [0,n] et H,(2) = {0,n}, alors : (X, — H,)(R?) C [—n,n].

« Ensuite, la v.a.r. e7*f» admet une espérance en tant que v.a.r. finie (car H,, est une v.a.r.
finie). Ainsi, par théoréme de transfert, soit t € R :

Ainsi :

My, (t)

1 1 1
E(ef) = e P((Hy =0) +e ™ P((Hy=n]) = S+ o = o (1+e7™)
1 1
27 (1 + et)n X 5 (1 + e_t)”
Mx, (t) x E(eft H")
E(efXr) E(e~tn)
(car les v.a.r. et Xn et etHn

E(et Xn eftHn)

Mx, -, (t)

sont indépendantes)

YAy - —
D’ou : Myn = MXn*Hn

D’aprés 1.¢), on en déduit que les v.a.r. Y, et X,, — H, suivent la méme loi.

Commentaire

Les termes « en utilisant ... » de cette question font hésiter quant & la nécessité de
démontrer ’égalité énoncée. Dans le doute, on le démontre.
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Partie II. Propriétés générales des fonctions génératrices des cumulants et quelques
exemples

5. Soit X une variable aléatoire et Dy le domaine de définition de la fonction Kx.

a) Donner la valeur de Kx(0).

Démonstration.

« Tout d’abord, la v.a.r. X = 1 (v.a.r. constante égale a 1) est une v.a.r. finie. Elle admet donc

une espérance. Donc Mx (0) est bien défini. De plus :
Mx(0) = E("Y) = E(1) = 1
o Ainsi, Kx(0) est bien défini et :

Kx(0) = In(Mx(0)) = In(1) = 0

O

b) Soit (a,b) € R? et Y = a X + b. Justifier pour tout réel ¢ pour lequel at appartient a Dy,
Iégalité :
Ky(t) = bt+ Kx(at)

Démonstration.
Soit t € R tel que at € Dyx.

« Comme at € Dy, alors Kx(at) est bien défini, donc Mx(at) également et : Mx(at) > 0.
e De plus :

Mx(at) = E(e*) = E<et(aX)) _ E(et(aX—i-b)—bt) _ E(etYe—bt) = e PR (e!Y)

Or, par définition de My (t) (si cette quantité existe) : My (t) = E (e'T).
D’apreés le calcul précédent, on en déduit que le réel My (t) est bien défini et :

My(t) = ebt Mx(at)

« Comme : Mx(at) >0 et e’* >0, alors : My (t) = e®* Mx(at) > 0.
On en déduit que Ky (t) est bien défini. Et enfin :

Ky(t) = In(My(t)) = In <ebt Mx(at)> = bt+1In(Mx(at)) = bt+ Kx(at)

Pour tout ¢t € R tel que at € Dx : Ky (t) =bt+ Kx(at).

Commentaire

On notera que la difficulté de cette question ne réside pas dans la démonstration de
la relation entre Ky (t) et Kx(at) mais bien dans la démonstration de l'existence de
tous les objets manipulés.
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¢) On suppose ici que les variables aléatoires X et —X suivent la méme loi.
Que peut-on dire dans ce cas des cumulants d’ordre impair de la variables aléatoire X 7

Démonstration.

e Soit t € Dx.
Les v.a.r. X et —X ont méme loi. On en déduit que les v.a.r. !X et e7*X ont méme loi.
Or, comme t € Dx, Kx(t) existe, donc e!* admet une espérance (Mx(t)) et : Mx(t) > 0.
On en déduit que la v.a.r. e~ ' admet une espérance (M_x(t) = Mx(—t)) et : Mx(—t) > 0.
D'ou: —t € Dx.

On en déduit que, pour tout t € Dx, on a : —t € Dx.

e Soit t € Dy, alors —t € Dx.

- Ainsi, d’aprés la question précédente (appliquée a a = —1et b=0) :
K_X(t) = 0x t—i—Kx(—t) = Kx(—t)

- De plus, comme X et —X ont méme loi (on rappelle que Mx (t) et M_x(t) sont bien définis
cart € Dx et —t € Dx) :

M_x(t) = E(et(_X)> = E(!¥) = Mx(t)

AinSi:K_X(t) = In (M_X(t)) = In (Mx(t)) = Kx(t).
On en déduit : Kx(t) = K_x(t) = Kx(-t).

Ainsi, si les v.a.r. X et —X suivent la méme loi : Vt € Dx, Kx(t) = Kx(—t).

« Supposons maintenant que la fonction Kx est de classe C*° sur Dx. Soit p € N :
« tout d’abord : QP+1(X) = KZ*(0),
x ensuite : Vt € Dx, Kx(t) = Kx(—t).

Alors, par récurrence immédiate : Vn € N, Vt € Dy, ng) (t)=(-1)" g?)(—t).
En particulier, pour tout ¢t € Dx :

K@) = ()2 kP () = kP (—)
Comme 0 € Dx (d’aprés 5.a)), on en déduit :

K&(0) = —k@(0) & 25 (0)=0 & KZ(0)=0

Ainsi, si X et —X suivent la méme loi, sous réserve d’existence : Vp € N, Q(QPH)(X) = 0.
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Commentaire

de X, puisque ces derniers n’existent pas.

o Dans le programme ECE, on trouve la propriété :

Les v.ar. X et Y ont méme loi <«

Les v.a.r. X et Y ont méme
fonction de répartition

e Les viar. X et Y ont méme loi

e Les viar. X et Y admettent un
moment d’ordre n € N*

= E(X")=E(Y")

« Enfin, on utilise dans cette question la propriété :

ot f est une fonction (ici x — e??).

I'admettra pour le cas de v.a.r. quelconques.

X et Y ont méme loi = f(X) et f(Y) ont méme loi

o Remarquons que si Kx n’est pas dérivable sur Dx alors on ne peut rien dire des cumulants

« On peut alors démontrer que si X et Y sont des v.a.r. discrétes (resp. & densité), on a :

Cette derniére propriété est aussi vérifiée pour les v.a.r. quelconques mais n’est pas expli-
citement écrite dans ce cas précis. Toutefois, on peut considérer qu’on y a accés puisque le
programme précise : « on admettra que les propriétés opératoires usuelles de ’espérance et
de la variance se généralisent aux variables aléatoires quelconques ».

Cette propriété est facile & démontrer dans le cas de v.a.r. discrétes ou & densité. On

I

J

6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et Dx et Dy les domaines de définition res-

pectifs des fonctions Kx et Ky.

a) Monter que pour tout réel ¢t appartenant a la fois a Dx et Dy, ona: Kx4y(t) = Kx(t)+ Ky ().

Démonstration.
Soit t € Dx N Dy.

« Comme t € Dx N Dy, les quantités Kx(t) et Ky (t) sont bien définies.

En particulier, Mx (t) et My (t) sont bien définies et :

Ainsi, les v.a.r. et X et etV :

x admettent une espérance,

Mx(t) >0 et My(t) > 0.

x sont indépendantes par lemme des coalitions, car X et Y sont indépendantes.

On en déduit que la v.a.r. et X x et¥

= et (X+Y) admet une espérance.

Ainsi, la quantité My .y (t) est bien définie.

Commentaire

o On utilise ici le fait que si deux v.a.r. U et V sont indépendantes et admettent une espé-
rance alors, la v.a.r. produit UV admet une espérance donnée par : E(UV) = E(U)E(V).
L’hypothése d’indépendance est ici cruciale pour démontrer ’existence de I'espérance du

produit et pour obtenir sa valeur.
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Commentaire

un moment d’ordre 2.

Elle est issue d’un théoréme de domination. Détaillons ce point.
Remarquons tout d’abord : (U — V)2 > 0.

On en déduit : U2 —2UV + V2 > 0.

1 1
Et, en réordonnant : UV < 3 U? + 3 V2. Ou encore :

1 1
0 < |UV] < §U2+§V2

comme combinaison linéaire de v.a.r. qui en admettent une.

|UV| admet une espérance. Il en est de méme de la v.a.xr. UV.

\.

« On peut se demander d’ou provient cette hypothése liée aux moments d’ordre 2.

« Dans le cas général, la v.a.r. produit UV admet une espérance si les v.a.r. U et V admettent

Comme U et V admettent un moment d’ordre 2, la v.a.r. % U? —{—% V2 admet une espérance

Ainsi, par théoréme de domination (présenté seulement dans le programme ECS), la v.a.r.

e De plus :

Mx+y(t) _ E(et(XJrY))
—_ E(etX etY)

_ E(etX) E(ety) (car les v.a.r. et X et etV sont

indépendantes)

= Mx(t) My(t)

« Enfin, comme Mx(t) > 0 et My (t) > 0, alors : Mx4+y(t) > 0. Donc K x4y (t) est bien définie.

On obtient :

Kx+y(t) = 1In (Mx+y(t)) = In (Mx(t) My(t)) = In (MX(t))—Hn (My(t)) = Kx(t)—l-Ky(t)

Vt € Dx N Dy, Kx+y(t) = Kx(t) + Ky(t)

b) En déduire une relation entre les cumulants des variables aléatoires X, Y et X + Y.

Démonstration.
Soit p € N*.

O

Si Kx est de classe CP sur Dy et Ky est de classe CP sur Dy, alors, d’aprés la question précédente,

Kx .y est de classe CP sur Dx N Dy et :
Vi€ DxNDy, KP () = KP(6)+ KD (1)
Or 0 € Dx N Dy. Donc :

QX +Y) = KL,,(0) = KL(0)+ KL (0) = Qp(X) +Qy(Y)

Qp(X+Y) = Qp(X)+Qp(Y)-

Finalement, pour tout p € N*, si Q,(X) et Q,(Y) sont bien définis, alors :
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7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].

t
e —1
) ) sit#0
a) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : Vt € R, My (t) =
1 sit=0
Démonstration.

Le réel My (t) existe si et seulement si la v.a.r. e!Y admet une espérance.
Par théoréme de transfert, la v.a.r. ¢!V admet une espérance si et seulement si l'intégrale

+o0
/ ' fir(x) dx est absolument convergente.
—0Q0

Les fonctions z + €' et fyy étant a valeurs positives sur R (fy est une densité de probabilité),
cela revient & démonter que cette intégrale est convergente.

« De plus, la fonction f,, est nulle en dehors de [0, 1], donc :

400 1
| et dr = [ o) do
—o0 0

o La fonction x — e'* fi;(z) est continue par morceaux sur le segment [0,1]. On en déduit que

1
I'intégrale / e'® fir () dx est bien définie.
0

Ainsi, pour tout ¢t € R, la v.a.r. ¢!V admet une espérance.

La fonction My est donc définie sur R.

« Soit t € R. Deux cas se présentent :

x si t =0, alors d’aprés la question 5.a) : My (0) = 1.

MU(t) = E(etU)

1 . .
_ ta (apres les points
- /0 " fu(w) do précédents)

= [le””] (cart #0)
t 0
Ly
= —(et—1
Lt —)
t
¢ sit#0
Finalement : My : t +—
1 sit=20 B
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b) Calculer la dérivée de la fonction My en tout point ¢ # 0.

Démonstration.

« La fonction My est dérivable sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo[ en tant que quotient S avec :

x f1:t— e! —1 dérivable sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +o0],

2

x fa 1t t dérivable sur | — 0o, 0] et sur |0, 400 et qui ne s’annule pas sur cet intervalle.

e Soit t € | —00,0[ U ]0, 400l

M} () =

tel —et +1

YVt € } — O0,0[ U ]0’ +OO[7 MU(t) = +2

My (t) —1
¢) Trouver la limite du quotient U(t) lorsque t tend vers 0.
Démonstration.
. SOlt t e R*. . .
My(t)—1 <= —-1 === o1
t B t St t2
. . . . el—1—t

o Déterminons, si elle existe, im ————.

t—0 12

t? t?
« Tout d’abord : et:1+t+§+ o (t?). Ainsi : el — 1 —t = 7 t.0 (t?). Do :
t—0 t—0
. 2
1t~
© t t—0 2

x On en déduit : ,
el—1-t S 174 1

t2 t/::O 2 ? - 5

My(t) —1 1
On en déduit : lim L = —.
t—0 t 2

d) Montrer que la fonction My est de classe C! sur R.

Démonstration.
My (t) — My (0 1
o D’aprés la question précédente : lim ult) u(0) = —.
t—0 t—20 2

On en déduit que la fonction My est dérivable en 0 et M{;(0)

« De plus, d’aprés la question 7.b), la fonction My est dérivable sur | — oo, 0[ et sur ]0, +ool.

On en déduit que la fonction My est dérivable sur R.
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« La fonction My est de classe C! sur ] — 0o, 0] et sur ]0, +oo[ avec des arguments similaires a
ceux de la dérivabilité sur ces intervalles (question 7.b)).

« On cherche enfin & montrer que la fonction M est de classe C! en 0, ¢’est-a-dire que la fonction
M{; est continue en 0. On rappelle :

tel —el +1
te —e+1 sit#0
/ t2
- it=20
5 si
tet —et+1 1
On cherche donc a montrer : lim te—e+1 = —,
t—0 t2 2
2
x On sait déja : el =1+t + 51 + o (t?). Ainsi :
t—0

2 t—0

t? t3
tel = t<1+t+2+ 0(t2)> = t+t2+ =+ o ()
t—0

On en déduit :

t3 t2
tel—el+1 = 2+t2+ -+ o () - <1+z++ 0 (t2)> +X
2 =0 2 50
t* 2 (car t3 = o (t?))
- E—’_tgo(t) t—0
2
Ainsi: tel —et +1 ~ —.
t—0 2
x On obtient : -
tel—e+1 % 1
/ - - 2
1
PY IRETI P / _ - /
On en déduit : %1_1}(1) M (t) = 5 M{;(0).

La fonction M(’] est donc continue en 0.

Finalement, la fonction M est de classe C sur R.

Commentaire \

2
« On pouvait également déterminer le DL & l'ordre 2 « te! —ef +1 = 5] + o (%) »
t—0

en appliquant la formule de Taylor-Young & la fonction ¢ +— te! —e! + 1 (qui est
bien de classe C? sur R).

o L’utilisation de la formule de Taylor-Young serait un peu plus cohérente au regard
du programme d’ECE. On ne privilégie cependant pas cette méthode ici puisqu’elle
est bien plus chronophage que celle présentée.
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8. Soit a et B deux réels tels que a < 3.
Dans cette question, on note X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur Uintervalle [« 5].

a) Exprimer Kx en fonction de My, ou la variable aléatoire U a été définie dans la question 7.

Démonstration.

« Montrons que la fonction Ky est bien définie, i.e. : Vi € R, My (t) > 0.
Soit t € R. Trois cas se présentent :

el —1
t

>0

& el—1<0 (cart<0)
& <1

(par stricte croissance de la

& t<0 fonction In sur ]0,+o0])

La derniére inégalité est vraie, donc, par équivalence, la premiére aussi.
x sit=0,alors: My(0) =1>0.

La fonction Ky est bien définie sur R.

Commentaire \

« L’esprit du sujet est ici de faire I’étude des fonctions Mx et Kx dans le cas particulier
de certaines lois usuelles. C’est pourquoi on exploite ’expression explicite de My pour
démontrer I'existence de K.

« On pourrait en fait démontrer dans un cadre trés général que si My () est bien définie,
alors, comme la v.a.r. e!X est & valeurs strictement positives : Mx(¢) > 0.
On démontrera cette implication dans la partie III qui, elle traite du cas général.

\. J

e De plus, rappelons :
U—=U0,1]) & Y=0B-a)U+a=Ux,ps])

Ainsi, en notant Y = (8 — ) U + a, on obtient que les v.a.r. Y et X ont méme loi.

e Soit t € R, alors (8 — )t € R. On en déduit, d’apreés la question 5.b), que Ky (t) existe et :
Ky(t) = at+Ky((B—a)t) = at+1n (MU((B —a) t))

(on rappelle que, comme la fonction Ky est bien définie sur R, la fonction My aussi et :
Vte R, My(t) >0)

« Enfin, comme les v.a.r. X et Y ont méme loi, alors les v.a.r. e X et ¢! ont méme loi.
Or, comme la fonction My est bien définie sur R, la v.a.r. ¢! admet une espérance strictement
positive. Ainsi, la v.a.r. eX admet la méme espérance strictement positive, i.e. la fonction
Mx est définie sur R et : Vi € R, Mx(t) = My(t) > 0.

On en déduit que la fonction Kx est définie sur R et :
VteR, Kx(t) = at—i—ln(MU((B—oz)t)). -
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b) Justifier que la fonction Kx est de classe C! sur R et établir I'égalité : Qq(X) = E(X).

Démonstration.

o Tout d’abord, la fonction MNU A Mu((ﬁ — ) t) est de classe C! sur R en tant que composée
de fonctions de classe C! sur R (on rappelle que My est de classe C! sur R d’aprés 7.d)).
De plus, comme M (] — 00, 400[) C ]0, +00[ (démontré dans la question précédente), pour tout
teR:: -
MU(t) = MU((B — Oé) t) >0

« Ensuite, la fonction ¢ — In <Mu((6 —a) t)) est de classe C! sur R car la composée In oMy de :

x My i My ((B—a)t) qui:
- est de classe C! sur R,
- vérifie : My (] — oo, +o0[) C 10, +o0]

x In qui est de classe C* sur |0, +o0].

On en déduit que la fonction Kx est de classe C! sur R
en tant que somme de fonctions de classe C! sur R.

« Par définition de Q1(X), on a : Q1(X) = K%(0).
Or, d’aprés la question précédente, pour tout t € R :
(B —a) M ((B—a)t)
My ((8 — ) t)

Ki(t) = a+

On en déduit :

O(X) = Ki(0) = a+ B9 M0)

My (0)
— 1
= a+ (5 104) 2 (d’aprés 7.a) et 7.d))
B -«
= a+ 5
_a+p
2
Finalement, comme X — U([a, f]) : E(X) = a —; b_ Q1(X). 0

9. Soit un réel XA > 0 et soit T une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre .

a) Déterminer les fonctions Mt et K.

Démonstration.

« Soit t € R. Tout d’abord, la quantité Mr(t) est bien définie si la v.a.r. /T admet une espérance.
Or, par théoréme de transfert, la v.a.r. e!” admet une espérance si et seulement si la série

S et™ P([T = n]) est absolument convergente.
n=0
Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.
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e Soit NV € N.
N P\
S FP(T =k]) = Y et - e (carT —P(N\))
k=0 k=0 K
N (et)k A\F
_ -
- kgo k!
N (neh)*
_ -
- kgo k!

On reconnait la somme partielle d’ordre N de la série exponentielle ) | —Senz= Ael. Cette
n>0 n:
série est convergente et :

e e

N
—
kgo k! N—+oo - k!

= exp (/\ et)

On en déduit que la série S e!™ P([T' = n]) converge. Ainsi, pour tout ¢ € R, la v.a.r. e!”

n=0
admet une espérance.

On en déduit que la fonction Mp est définie sur R.

e De plus, soit t € R :

Mrp(t) = E(etT) = e exp (Ae') = exp(=A+Ae") = exp(A(e' —1))

My it exp (A(e! — 1))

« On a bien, pour tout t € R : Myp(t) = exp (A(e! — 1)) > 0.

La fonction Kg est donc définie sur R.

o Soit t € R.
Kr(t) = In(Mrp(t)) = In(exp(A(e" —1))) = A(e' —1)

KTIt'—>)\(et—1)

b) En déduire les cumulants de T'.

Démonstration.

« Tout d’abord, la fonction K est de classe C*° sur R en tant que transformée affine de la
fonction exp de classe C*° sur R.

Ainsi, la v.a.r. T admet des cumulants a tout ordre.

« Ensuite, pour tout ¢t € R : K/.(t) = Ae'.
On en déduit, par récurrence immédiate, que pour tout n € N* : Vt € R, Kj(ﬂn) (t) = \el.

Ainsi, pour tout n € N* : Q,(X) = Kq(ﬂ")(O) =\
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10. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

+o0 2
a) Justifier pour tout t € R, la convergence de l'intégrale / exp (tm — $2> dx.

—00

Démonstration.
Soit t € R.

+o00 2
x
o L’intégrale impropre / exp (taz — 2) dx est convergente si et seulement si :

—0o0

0 2
x
— l'intégrale impropre / exp <ta: — 2) dx est convergente.
—0oQ
+oo .7}2
— et 'intégrale impropre / exp (taz — 2) dx est convergente.
0

2
x
La fonction hy : x — exp |tz — 2> est continue sur [0, 4o00].

“+oo
Ainsi, l'intégrale / hi(x) dx est impropre seulement en +o0.
0

— Tout d’abord, la fonction h; est continue sur le segment [0, 1].
1
On en déduit que l'intégrale / hi(z) dx est bien définie.
0

— Par ailleurs :
T

x YV € [1,4+o0], exp(tw—z)ZO et — =>0.

x? 1
x exp tl’—? :gﬁo+oo 2

too 1
x / —5 dx est une intégrale de Riemann, impropre en +o0, d’exposant 2
1 x

Elle est donc convergente.

2

2

x)dm.

+00
o Démontrons tout d’abord la convergence de 'intégrale impropre / exp <tx - —
0

(>1).

Par critére de négligeabilité d’intégrales généralisées de fonctions continues positives, 1'in-

+o0
tégrale / hi(z) dx est convergente.
1

—+00
Ainsi, pour tout t € R, I'intégrale impropre / hi(x) dzx est convergente.
0

+o0 2
x
o Il reste & démontrer la convergence de l'intégrale impropre / exp (tx — > dzx.
0

2

La fonction hy est continue sur | — 0o, 0] donc cette intégrale est impropre seulement en —oo.

En effectuant le changement de variable affine| « = —x | on obtient :

/_OOO exp (tx—f) de = /O+Oo exp (—tu— (_§)2> (— du)

+o00 2 +oo
= —/0 exp <—tu—u2> du = —/0 f=t(u) du
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+oo
En appliquant le résultat précédent en —t € R, on conclut que I'intégrale impropre / f-t(u) du
0

est convergente.

0
Ainsi, pour tout t € R, I'intégrale impropre /

—0o0

hi(x) dzx est convergente.

+oo

Pour tout ¢ € R, l'intégrale impropre / hi(x) dx est bien convergente.

—00

Commentaire \

o Le programme officiel précise que « les changements de variables non affines ne seront
pratiqués qu’avec des intégrales sur un segment ». Il est donc autorisé, sous réserve de
convergence, d’effectuer un changement de variable affine sur une intégrale généralisée (ce
qui est fait dans cette question).

u = —x | Il faut s’habituer & effectuer ce

o Ici, on pose le changement de variable affine

changement de variable classique a la volée. Rappelons comment le présenter formellement.

u= —zx (et donc z = —u)
—du=—dr et dr=-—du
e I =—00 = U=+

ez=0 = u=0

Ce changement de variable est valide car ¢ : u — —u est de classe C! sur [0, +o0].

22
o La fonction intégrande hy : x +> e'*~ 7 :

x n’admet pas d’équivalent plus simple en 400,
x tend trés rapidement vers 0 en +o0.
Du fait de ces deux points, on opte dans la démonstration pour un critére de négligeabilité.
2

De maniére informelle, la présence du terme e T produit une convergence extrémement
rapide de h; vers 0 en 4+o00. L’intégrande h; apparait donc suffisamment petite en +o0o pour
que l'intégrale sur [1, +o00o[ associée soit convergente. Formellement, cette idée est concrétisée
en comparant hy a I'intégrande x — %, positive et dont 'intégrale sur [1, +o0o[ associée est
convergente.

2
€T
o La démonstration de la propriété exp <t:c — 2) =

attendu de la question. Prendre l'initiative de la comparaion a la fonction x +— x% démontre
la bonne compréhension des mécanismes en jeu. Il faut évidemment savoir comment faire
cette démonstration dont on donne ci-dessous les détails :

o — | n'est pas forcément un
T—+400 €T

tx—%- 2

e 2 _z x _z?
i — 11:2 etl 3 — — etCC 1 0
s T r—r+00
En effet :
22 . , x? . u , .
x en posant u = 7, on obtient : lim > = lim 4 — =0 (par croissances comparées).
——+00 e% u—+oo e
2
. _z_
x lim e'* 77 =0.
r—>+00 0
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42
b) Montrer que la fonction My est définie sur R et donnée par : Vt € R, Mz(t) = exp <)

2

Démonstration.
Soit t € R.

o Le réel My(t) existe si et seulement si la v.a.r. /% admet une espérance.

Or, par théoréme de transfert, la v.a.r. ¢4 admet une espérance si et seulement si I'intégrale

+oo
/ e'® fz(z) dx est absolument convergente.
—0oQ

Les fonctions x +— e'% et fz étant a valeurs positives sur R (fz est une densité de probabilité),
cela revient & démonter que cette intégrale est convergente.

D’aprés la question précédente, cette intégrale est convergente pour tout ¢ € R.
Ainsi, My est définie sur R.

« Remarquons que pour tout z € | — 0o, +00] :
1 1.2 1 1,2 1 1 21,2 1 1,2 _1
tx _ te —sa® _ —= (z*—2tx) _ —s (z—t)*+5t% _ zt° —3
e x) = ete 2V = e 2 = e 2 2V = ez’ e 2
J2(@) V2T V2T V2T V2
o On effectue alors le changement de variable affine| vw=x —t¢
u=x—1t (et donc x =u —t)
—du= dr et dr= du
e I=—00 = U= —0
e =400 = U= +4+00
On obtient alors :
+00 +oo
tx _ 142 1 fl(a:ft)Q
et fz(x)dr = ez / —— e 2 dx
/OO —00 \/ 271-
+oo
= e% t2 / 71 e—%u2 du
oo V2T
“+oo
142 / 142 (car fz est une
= e2 fz(u) du = ez 0
o densité de probabilité)
12
Vt € R, Mz(t) = exp <>
2 0

¢) En déduire la valeur de tous les cumulants d’une variable aléatoire qui suit une loi normale

d’espérance p € R et d’écart-type o € R

Démonstration.

« On note Y la v.a.r. définie par : Y = 0 Z + p (ou Z est toujours une v.a.r. de loi N (0,1)).
Alors : Y — N(M,O’Q).
De plus, d’apres la question 5.b), pour tout ¢ tel que ot € Dy :

Ky(t) = pt+ Kz(ot)

o Déterminons donc d’abord K.
x Tout d’abord, remarquons que pour tout t € R : My(t) = 3
Ainsi, K7 est définie sur R, 7.e. : Dy = R.
x De plus, pour tout t € R :

122



E2A Mathématiques

o Soit t € R, alors ot € R = Dy. Ainsi, d’aprés la question 5.b) :

1
Ky(t) = pt+Kz(ot) = pt+ (ot)?

2
Finalement : Ky :t — put + % t2.

« La fonction Ky est de classe C* sur R en tant que fonction polynomiale.

Ainsi, la v.a.r. Y admet des cumulants & tout ordre.

e On a alors, pour tout t € R :
x Ki(t) = p+ o2t et ainsi : Q1(Y) = Ki-(0) = p.
x K{(t) = 02 et ainsi : Q2(Y) = K{/(0) = o2.
x pour tout p € [3,4o00[, Kg)(t) =0 et ainsi : Qp(Y) = Kg)(O) =0.

En conclusion : Q1(Y) = p, Q2(Y) = 0% et pour tout p € N*\ {2}, Q,(Y) = 0.

O

11. Soit (Ty,)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*| la variable aléatoire T;,
T, —n
vno
a) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (W),),en+ vers une variable
aléatoire W.

suit la loi de Poisson de paramétre n. Pour tout n € N*, on pose : W,, =

Démonstration.
« Pour tout ¢ € N*, notons X; une v.a.r. de loi de Poisson P (1). On suppose de plus que les
v.a.r. X; sont indépendantes.
n
Alors, par stabilité des lois de Poisson, la v.a.r. S, = > X, suit la loi de Poisson P (n).

i=1
Sn—m  Th,—n
On en déduit que S, et T}, suivent la méme loi. Ainsi, les v.a.r. — et — =W, ont

vn vn

méme loi.
« La suite (X;);en+ est constituée de v.a.r. :
x indépendantes,
x de méme loi,
x admettant la méme espérance 1,
x admettant la méme variance 1 # 0.

Ainsi, comme S,, < P (n), la v.a.r. centrée réduite associée a S, est :
. Sn—E(S,)  Sp—n
! V(Sn) vn

o Alors, d’aprés le théoréme central limite :
St L W oou W N(0,1)

n—-+0o
On adonc:VteR, lim Fgs:(t) = ®(t).
n—+o00 n
(la fonction ® est la fonction de répartition de W)

Sp—n -n
" et W, = = ont méme loi, donc méme fonction de répartition.
LD vn
On en déduit : Vo € R, lim Fy, (t) = ®(1).
n—+o00

e Orlesvar. S =

On en conclut que la suite de v.a.r. (W),),en+ converge en loi vers W ou W — N (0,1).
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T, —n oo
La forme de la v.a.r. W,, = ——— dans le contexte de convergence de v.a.r. doit faire penser
n

systématiquement au théoréme central limite (T'CL).

De maniére générale, si les X; ont pour espérance m et variance o2, alors :
g Sp—nm
" g \/ﬁ
On voit bien apparaitre la division par y/n qui est trés caractéristique de I'utilisation du TCL.

Rappelons aussi que si on pose : V,, = — > X;, alors :
i=1

(on notera : V,; = S})

On voit alors apparaitre le produit par y/n qui est aussi caractéristique du TCL.

Pour pouvoir justifier de 'application de ce théoréme dans cette question, on introduit la
v.a.r. S, qui suit la méme loi que 7, et satisfait bien aux hypothéses du TCL.

On rappelle, comme remarqué en question 3.c), que deux v.a.r. qui suivent la méme loi
ne sont pas forcément égales (on n’a d’ailleurs pas du tout besoin dans cette question de
I'égalité Sn = T,). Cependant on peut raisonnablement penser qu’un candidat précisant

« Ty = Z Xi» (et non : Sy, = Z Xi) ne serait pas sanctionné.
1=1 i=1

-
b) Déterminer la fonction Kyy,, .
Démonstration.
« Comme T}, — P (n), d’aprés la question 9.a) :
Krp, :t—n(e' —1)
T, —n 1 n
e Deplus: W,, = ——— —/n.
Ainsi, soit t € R, alors — t € R et, d’aprés la question 5.b) :
NLD
1 1
Kw.(t) = —vVnt+Kp, (—=t) = —vat+n (eﬂ t_ 1)
N4D
t
Finalement : Ky, : t — —/nt+n (eﬁ — 1).
O
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¢) Montrer que pour tout t € R,ona: lim Ky, (t) = Kw(t).

n—-+4o0o
Démonstration.
Soit t € R.
22
« Tout d’abord : € =1+ 2+ — + o (2?).
2 x—0
t
Or: lim —— = 0. On peut donc appliquer le développement limité précédent en choisissant

n—4o0o \/ﬁ

t
z = —. On obtient :

vn

: t (ﬁ)Q t\? t ot 1
el o S L -
Y A +ni’+m<(\/ﬁ> ) +\/ﬁ+2n+nﬁm<n>

e On en déduit, d’aprés la question précédente :

t t2 1
KWn(t) = —\/ﬁt—i-n(/l’—i-n—i-—i- O+ ()-X)

vno 2n n
t 2
= —/nt+n —+ = 1
\/ﬁ+”\/ﬁ+2+nl’+w()

= —ﬁ/t+)/ﬁ/t+t22+ o (1)

n——+oo

t2

= = 1
7 .0 W
2
On en déduit : nllgloo Kw, (t) = 7

2
e Or, comme W — N (0,1), d’apreés la question 10.c) : Ky (t) = 5

2
Finalement, pour tout t € R: lim Ky, (t) = 5= Ky (t).

n—-+o0o

Commentaire \

« Soit f une fonction et (a,z¢) € R2.
On rappelle la propriété utilisée dans le deuxiéme point :

lim f(z)=a < f(z)=a+ o (1)

T—T0 z—x(

o On peut remarquer que cette question 11. nous fait démontrer, dans le cas par-
ticulier d’une loi de Poisson, I'implication suivante :

W, 5 W = WeR, Ky, (t) — Kyt

n—+00 n—+00

On peut se poser la question de la généralisation de cette propriété. En effet, il
existe un lien entre Mx et F'x, mais cela serait hors de portée du programme ECE.
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Partie III. Cumulant d’ordre 4

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire X telle que My est de classe C* sur un intervalle
ouvert I contenant 'origine.
On admet alors que X posséde des moments jusqu’a I'ordre 4 qui coincident avec les dérivées successives

de la fonction My en 0. Autrement dit, pour tout k € [1,4], on a : M)(f)(O) = RE(X*).

De plus, on pose : puy(X) =E ((X — E(X))4>.

Commentaire

Dans la définition de py, on sous-entend que la v.a.r. (X - E(X ))4 admet une espérance.
Dans le cours, on démontre les propriétés suivantes :
x si X admet une espérance, il en est de méme de X — E(X) (c’est la v.a.r. centrée associée a X).
Dans ce cas, on a : p(X) = E(X —E(X)) =0.
x si X admet un moment d’ordre 2, il en est de méme de X — E(X).
Dans ce cas, on a : ua(X) = E((X - IE(X))2> = V(X).
(la variance est le moment centré d’ordre 2)
De maniére générale si X admet un moment d’ordre n € N, il en est de méme de X — E(X).
En effet :
n w n n—k
(x-EX)" = 3 (1) (~B00)
k=0 \F
Ainsi, la v.a.r. (X —E(X ))n admet une espérance en tant que combinaison linéaire des v.a.r. X9,
X1, ..., X", qui admettent toutes une espérance.

\.

12. Justifier les égalités : Q1(X) = E(X) et Q2(X) = V(X).

Démonstration.
« La fonction Ky est de classe C* sur I car elle est la composée Ky = InoMx ou :
x la fonction Mx est :
— est de classe C* sur I,
— telle que Mx (I) C ]0,+o0].
En effet, comme : Vt € I, /X >0, on a: Vt € I, Mx(t) = E(e!*) > 0.
« la fonction In est de classe C* sur ]0, +ool.

o Déterminons les dérivées successives de Kx. Soit ¢t € 1.

« Tout d’abord : K’ (t) = Mi(t) « Ml (t).
(X)) = K%(0) (par définition)
= @ X MO ietiont ent 0 e 1
= S <EX) Fasptava
= - (10) E(X) = E(X)
Q1(X) =E(X)
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x Ensuite : K% (t) = (—

Q1 (X) = K%(0) (par définition)

1 , , 1 " (d’apres le résultat
)2 . MX(O)) M (0) + Mx(0) X Mx (0) précédent ent =0¢€ 1)

(d’apres le résultat
admis dans l’énoncé)

(d’apres la formule
de Keenig-Huygens)

Commentaire

e On se sert ici du résultat stipulant que toute v.a.r. X qui admet une espérance vérifie :

X>0 = EX)>0 |(x)

Ce résultat n’est pas officiellement au programme des classes préparatoires commerciales.
Seul le résultat plus faible suivant (nommé parfois positivité de I'espérance) figure :

X220 = EX)=0 |(xx)

On notera au passage que I'on obtient le méme résultat en supposant I’hypothése plus faible :
P([X>0])=1
« Pour démontrer le résultat (), on peut procéder par 'absurde.
Supposons X > 0 et NON(E(X) > 0) (autrement dit E(X) < 0).
x Comme X > 0 > 0, alors, d’aprés (xx) : E(X) > 0.
Comme E(X) <0, on en déduit E(X) = 0.
E(X)
a
Une probabilité étant toujours positive, on démontre ainsi : Va > 0, IP( [X > a ) = 0.

« Démontrons, a I'aide de cette derniére égalité : P([X > 0]) = 0.

x D’apres l'inégalité de Markov : Va > 0, P([X > a]) < =0.

. oo dé trati
Pour ce faire, on remarque tout d’abord : [X >0]= |J [X > 1] ( cronstraton par
el double inclusion)

On en déduit :

P([x>0]) = P(U [X>1])

(d’apres la propriété de
N—ofoo 2y la limite monotone)

(car ([X > +] )NeN* est une

N—+00 suite croissante d’événements)
= i = P([X>%]) =
N_l)rJIrlOOO 0 (car P([X > ]) =0)
Absurde ! O
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13. Soit X1 et Xs deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. On pose : S = X1 — Xo.
a) Montrer que la variable aléatoire .S posséde un moment d’ordre 4 et établir I’égalité :

E(sY) = 2pa(X) +6 (V(X))’

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, les v.a.r. X; et X9 ont méme loi que X, v.a.r. qui admet une espérance.
Ainsi E(X;) = E(X) = E(X>) et :
S = X1—Xo
= X;— Xy —E(X;)+E(Xo9)
= (X1 —E(X1) - (X2 — E(X2))

e On en déduit, a I'aide de la formule du binéme de Newton :

st = (%~ E(X) — (Xa — E(X2))

4

-3 <2) (X1 — E(X1))" ( — (Xy— E(XQ))’“)

k=0
4. (4 k Ak k
- kg_;o L (-DF (X1 —E(X1)) " (X2 —E(Xy))
Remarquons alors que :

x les viar. X7 — E(X;) et Xy — E(X3) admettent des moments a tout ordre r € [0, 4] car
suivent la méme loi que X — E(X) qui admet un moment d’ordre 4.

x d’aprés le lemme des coalitions, pour tout entier k € [[0,4], les v.a.r. (X1 - E(Xl))4_k et
(X2 - E(XQ))k sont indépendantes car X et X5 le sont.
On en déduit que pour tout k € [0,4], la v.a.r. (X3 — E(Xl))4_k (Xy — E(Xg))k admet une

espérance. Et par propriété de 'espérance :

IE((X1 ~E(x) T (X - ]E(XQ))’“) - 1[3(()(1 - E(Xl))4_k) IE((X2 - ]E(XQ))’“)

La v.a.r. S* admet une espérance comme combinaison linéaire de v.a.r. qui
admettent une espérance.

e De plus, par linéarité de I’espérance :

E($) = 3 (i) (~1)*F (X~ E(x1) ") E( (%2 - B(X2))")

k=0

(car X9 —E(X>) est la
v.a.r. centrée associée o Xa)

3 (car X1 —E(Xq) est la
4 M E( (X2 - E(X2)) v.a.r. centrée associée ¢ X1 )

+1 E((XQ—E(Xz))4)

= pa(X1) + 6V(X1) V(X2) + pa(Xz)
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Enfin, comme X; et X9 ont méme loi que X :

V(X1) = V(X) = V(Xz) et (X)) = m(X) = pa(Xz)

Et ainsi : E(5%) = 2p4(X1)+6 (V(X))Q. 0

b) Montrer que les fonctions Mg et Kg sont de classe C* sur I et que pour tout t € I, on a :
MP @) = K@) Ms(t) +3 KD (8) ML(t) + 3 K4(t) MA(E) + Ki(t) MY
S = Ry s(t) +3Kg"(t) Mg(t) + 3 Kg(t) Mg(t) + Kg(t) Mg (t)

Démonstration.
Soit t € I tel que —t € I.

« Comme —t € I, la quantité Mx(—t) est bien définie. On a alors :

Mx(—t) = E(e'X) = E(e!%) = M_x(t)

My, (—t) M_x, (t) (car X et Xo

ont méme loi)

Ainsi, pour tout ¢ € I tel que —t € I, on a: M_x,(t) = Mx,(—t).

o D’autre part :
etS — et(Xl_XQ) — etXl Xe—tXQ

Les v.a.r. et X1 et et X2 .

x admettent toutes les deux une espérance car Mx, est définie en ¢ et My, est définie en —¢
(car on a supposé —t € I).

x sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions puisque X; et X5 le sont.

On en déduit que la v.a.r. et X1 x e ?X2 admet une espérance, donnée par :
E(ets) = E(etXl X e_tXQ) = E(etXl) X E(e_tX2)
I I
(d’apres le
Ms(t) My, (8) x M, (~t) point précédent)
I

car les v.a.r. Xo et X
Mx (t) x Mx(—t) ( 2 !

ont méme loi que X )

Ainsi, pour tout intervalle J C I symétrique par rapport & 'origine, on a :
vVt € J, Ms(t) = Mx(t) X Mx(—t).

En particulier, la fonction Mg est de classe C* sur tout intervalle J C I symétrique par
rapport & I'origine, comme produit de fonctions de classe C* sur cet intervalle. On en
déduit, comme en question 12, que la fonction Kg est elle aussi de classe C* sur J.

Dans la suite, on note J C I un intervalle symétrique par rapport & I'origine. Soit t € J.

1
o Tout d’abord : K‘/Sf(t) = W X Mé(t)
S

On en déduit : Vt € J, Mg(t) = Kg(t) x Mg(t).
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« En remarquant : (MS)(4) (t) = (M%) (), on obtient :

(M)

= (K§x MS) (t)
(K x Mg) )(2) (t)

K’st—i—KSxMS)()()

&)
§x M+ K x M)') (1)

)
KUY x Mg +2 K4 x Mg+ K x M§) (1)

- ((x

" " " / !/ 12 (1)

= (K% x Mg+ K x M) + (K4 x M+ K x ME)) (1)

( K" x Mg + K x M) +2 (KY x Mg+ K§ x M) + (K4 x MY+ K x MY) ) ()
= (K4 < Mg +3KY x My +3 K4 x MY+ K x MY') (1)

= K0 Ms(t) + 3K (1) MY(0) + 3 K5() MY(E) + K(0) MY (1)

vie g, ME (1) = K§ (1) Ms(t) + 3 K5 (0) My() + 3 K5(0) MY(0) + K's(t) ME (1)

Commentaire

o Lors de ’étude de Mg(t) (pour t € I) la quantité Mx,(—t) apparait naturellement. Or,
cette quantité existe seulement si —t € I. C’est pourquoi on a décidé dans cette question
de restreindre a la démonstration & un intervalle J C I symétrique par rapport a l'origine.

« Dans la correction, on a déterminé la dérivée quatriéme de Mg en dérivant successivement
trois fois la fonction Mg. On aurait pu utiliser directement la formule de Leibniz qui stipule
que si f,g: I — R sont deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I, on a :

e = £ (2) 7o g

k=0

Cette formule n’apparait pas explicitement dans le programme ECE (mais est bien présente
dans le programme ECS de premiére année). Il est toutefois trés classique de la présenter
lors de la premiére année ECE. On pouvait 'utiliser directement ici et écrire :

)P = ()9 = ¥ (,fj) K67 5 (b))

k=0
& (3 eta-h) (k)
= 2 (1) )
= K8 Ms(t) + 3 KD (8) ML(£) + 3 K4(t) MA(t) + Kb (t) MP (1)

La présence des coefficients 1, 3, 3, 1 dans la formule & démontrer doit mettre sur la piste
de T'utilisation d’une formule utilisant les coefficients binomiaux. O
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¢) En déduire Iégalité : E(S%) = Qa(S) + 3 (V(5))%.

Démonstration.

« Notons tout d’abord que la fonction Mg est de classe C* sur l'intervalle J (qu’on peut choisir
ouvert) qui contient l'origine. On admet donc, comme dans 1’énoncé :

vk € [1,4], MP(0) = E(S¥)

o La v.a.r. § vérifiant les mémes hypothéses que la v.a.r. X de début de la Partie III, on en
déduit, que le résultat de la question 12 est vérifié pour la v.a.r. S. Plus précisément :

Q1(S) =E(S) et Q25)=V(S5)
Remarquons au passage :

E(S) = E(X;— X)

= E(X)) - E(X2) (par linéarité de Uespérance)

= EX)-E(X) = 0  (car X1 et Xo ont méme loi que X)
Et ainsi :

V(S) = E(S2) - (B487)°  (d’aprés la formule de Kwnig-Huygens)
= E(S?)
« On applique alors I'égalité précédente a t =0 € J :
ME(0)

= K§(0) x Ms(0) + 3KS(0) x M§(0) + 3K4(0)x MAO) + K4(0)x My (0)
= Qu(S) x Ms(0) + 3Qs(S)x ML(0) + 3Qs(S)x MLO) + Qi(S)x M) (0)
= QuS)xE(”) + 3Q@s3(5)xE(S) + 3QaS)xE(S?) + Qi(S)xE(S?)
= Qu(S) + 3Qs(S)xEST  + 3V(S)xE(S?) + K8 xE(S?)
_ Q4(S) + o 3V(S) x V(S)

On a bien : E(SY) = M{P(0) = Qu(S)+3 (V(S))>. 0

14. Justifier que le cumulant d’ordre 4 de X est donné par la relation : Q4(X) = pa(X)—3 (V(X))2.

Démonstration.
o Tout d’abord :

Q4(S) = E(S*) -3 (V(S))2 (d’apres la question 13.c))

214(X)+6 (V(X))2 -3 (V(S))2 (d’apres la question 18.a))

(car X1 et — Xy sont indépendantes
d’apres le lemme des coalitions)
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« Il reste alors a exprimer Q4(S) en fonction de Q4(X).

Rappelons tout d’abord qu’on a démontré en question 13.b) que pour tout t € J :
Ms(t) = Mx(t) Mx(—t)

On en conclut :

Ks(t) = In(Ms(t)
= In(Mx(t) x Mx(-t))
= In(Mx(t)) +In (Mx(-t))
= Kx(t)+ Kx(-t)

Ainsi, par dérivations successives des deux membres de cette égalité :

Ks(t) = Kx(t) - Kx(-1)

done Kg(t) = Kx(t)— (- Kx(-1)
= Kx(t)+ Kx(-1)
et Q) = K90 - kP (1)
enfin  K{'(t) = K@)+ K (-1)

En particulier, pour t =0 € J :

Q4(5) 2Q4(X)

e On en conclut, d’aprés ce qui précéde :

2Qu(X) = 2p4(X) — 6 (V(X))

Finalement : Q4(X) = pa(X) -3 (V(X))Q. O
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HEC 2020 - couple de variables aléatoires & densité, loi exponentielle,
loi de Bernoulli, loi binomiale, inégalité de Boole

On s’intéresse dans ce sujet au probléme de la double dépense de bitcoins par un groupe d’individus
mal intentionnés.

On rappelle que le bitcoin est une monnaie virtuelle dont I'utilisation pour des transactions est associée
& une structure unique appelée blockchain, partagée sur le réseau des usagers de cette monnaie et ayant
pour but de sécuriser ces transactions.

La modélisation étudiée ne nécessite pas de connaissances particuliéres sur le bitcoin et la blockchain.

Partie I - Deux résultats généraux

On démontre dans cette partie deux résultats préliminaires, aux questions 5. et 6. Ces résultats seront
utilisés dans la suite du sujet et pourront étre admis.

Calcul d’une probabilité

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé, a densité et indépendantes.

On note Fx et Fy les fonctions de répartition de X et Y.

On suppose que Y est a valeurs positives et posséde une densité fy dont la restriction a [0, +o00[ est
continue sur cet intervalle.

Pour tout x € Ry, on pose : H(z) =P([X <Y]N[Y < z]).

1. a) Montrer que H est une fonction croissante sur Ry qui admet une limite finie en 4o0.

Démonstration.

o Soit (.T,y) S R+ X R+.

On suppose r <y

on a alors Y <z] C [Y <y
donc (X <Y]Nn[Y <z] € [X<Y]N[Y <y]
donc P([X <Y]N[Y <z]) < P([X<Y]N[Y <y])

On en conclut que la fonction H est croissante sur R;.

Commentaire \

« La seule difficulté de cette question est de connaitre la définition de croissance d’une
fonction. Pour les fonctions dérivables, la propriété de croissance est souvent obtenue
a l'aide de la caractérisation a l’aide du signe de la dérivée. Rappelons cependant
que la définition de croissance n’utilise pas de propriété de régularité de la fonction.

« Démontrons formellement l'inclusion : [V <z] C [V <y].

Soit w € Q. Supposons w € [Y < z].
On a alors Y(w) < z et ainsi :

Y(w)<z<y

On en conclut : w € [Y < yl.
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o La fonciton H est :

x croissante sur R.

x majorée. En effet, pour tout z € R, P([X < Y]N[Y <z]) < L.

On en déduit, par le théoréme de la limite monotone, que la fonction admet

une limite finie en +oo.

b) En utilisant la suite (H(n))
Que vaut H(0)?

Démonstration.

neN’?

démontrer :

lim H(z) =P([X <

T——+00

Y]).

On note (2, .o, P) 'espace probabilisé évoqué dans ’énoncé.

+o0

« Démontrons tout d’abord : 2 = |J [Y < k]. On procéde par double inclusion.

k=0

(C) Soit w € Q. Notons m = [Y(w)]. On a alors :

—+00

Ainsi:we Y <m] c U [Y <k

k=0

“+o0o
Qc U [Y<H
k=0

+oo

(D) Comme pour tout k € N, [Y < k] € o, alors: |J [V < k| € &.

e On en déduit alors :

(X <Y]

Finalement P([X <Y])

k=0

En particulier : |J [Y <k] € Q.

“+o00

k=0

(d’apres le théoreme
de la limite monotone)

(car ([X <Y]N[Y <Kk])
est une suite croissante
d’événements)

keN
lim P([X<Y]Nn[Y
N—+00

lim H(N)
N—+o00

lim H(z)

r—r-+00

7
=

On a bien :

lim H(z) =

Tr—r-+00
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Commentaire

o Cette question est & juger comme difficile car elle exige beaucoup d’initiatives de la part
du candidat. Il y a 14 un saut de difficulté par rapport & la question précédente.

o On n’a pas détaillé ci-dessus le fait que ([X < Y] N[V <k]), cn €st une suite croissante

d’événements. C’est une application directe de la question précédente. En effet, on a
démontré que pour tout (z,y) € Ry x Ry :
<y = [X<Y]N[Y <zl C[XSY]N[Y <y

Soit m € N. En choisissant x =n et y = n + 1 on obtient le résultat souhaité, & savoir :

X<Y|N[Y<n CXSY]N[Y<n+1]

\.

o Par définition :

H(O0) = P([X<Y]Nn[Y<0])
< P([Y <0]) (car [ X <Y]N[Y 0] C[Y <0])
= P([Y <0]) (carY est une v.a.r. & densité)
= P(2) (car'Y est a valeurs positives)
=0
H(0) =0 u

2. Soit (u,v) un couple de réels positifs tels que : u < v.
a) Montrer : H(v) — H(u) =P([X <Y]N[u <Y <v]). Puis :

Fe () FY(UR) - SY(U) < H(Uq)) = UH(U) < Fy(v) FY(’Ui - 5}/(“)

Démonstration.
« Il s’agit de démontrer :

ot H(v) =P([X <Y]N[Y <v]). Pour ce faire, démontrons :
X <Y|IN[Y <o) = [ X<YINY <u] U XKY]N[u<Y <]
ou plus simplement : [Y <v] = [V <u] U [u<Y <wvl.

Commentaire

L’énoncé demande ici de démontrer une égalité entre probabilités de différents événements. Il
est classique, pour ce faire, d’agir comme suit :
1) on démontre tout d’abord une égalité entre les événements concernés.

2) on applique alors Iapplication probabilité P de part et d’autre de ’égalité. On conclut &
I’aide des propriétés de IP.

Il est a noter que 1’égalité entre événements & démontrer est évidemment issue de 1’égalité

entre probabilité & démontrer. Pour ce faire, on aura en téte les triptyques :

union / incompatibilité / somme intersection / indépendance / produit
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On procéde par double inclusion. Soit w € 2.
(C) Supposons w € [Y < v]. Ainsi : Y (w) < v.

Deux cas se présentent alors :

x 81 NON(Y (w) < u) alors Y (w) >
)

u
Comme on sait de plus : Y(w) < v, on en conclut : w € [u <Y < v].

Finalement, on a bien : w € [Y <u] U [u <Y < v].

(C) Supposons w € [Y <u] U [u<Y <v]. Ainsi : Y(w) <u 0U u < Y(w) < v.

Deux cas se présentent alors :

x 81 Y(w) < w alors, comme u < v, on aY(w) <u<wvetainsiw € [Y <0l

Finalement, on a bien : w € [Y < v].

Onen conclut : [Y <v] = [Y <u] U [u<Y <.

Commentaire

o La démonstration de cette égalité a été développée ici afin d’illustrer la méthode.
Cependant, cette égalité n’étant pas mentionnée dans 1’énoncé, il est probable que
I’écrire suffise a récupérer une grande partie des points alloués & la question.

« L’égalité initiale entre probabilités fait apparaitre une différence entre probabilités de
certains événements. Une telle égalité est généralement la conséquence d’une égalité
entre événements ot apparait une différence ensembliste d’événements. Plus précisé-
ment, on pourrait mettre ici en place le raisonnement suivant :

V<o \ [V <u=u<Y <] = P(Y<0])-P([Y <u]) =P([u<Y <v])
Profitons-en pour rappeler que pour tout événement (A, B) € &/ x &/, on a :

P(A\ B) = IP’(A\AQB) = P(A) —P(ANB)
Afin de faciliter la résolution de cette question, on a préféré ici réordonner les termes
de I’égalité de sorte a faire apparaitre une somme entre probabilités d’événements.
Une telle égalité est issue d’une réunion d’événements (le plus souvent incompatibles
ou & tout le moins d’intersection négligeable) ce qui permet d’éviter d’avoir a gérer
une différence ensembliste. Ce qui améne ici au raisonnement suivant :

V<uUu<Y <= <] = P([Y<u)+P([u<Y <)) =P([Y <))

Ainsi Y <v] = [Y<u] U u<Y <
et X<Y]N[Y <] = [XgY]ﬂ([Ygu}u[u<Y<v])
= [X<Y]N[Y <o U [X<KY]N[u<Y <0
enfin  P([X<Y]NY<v]) = P(X<SY]N[Y <o U [XSY]N[u<Y <))
= P(X<YINY <u)+P([X<Y]Nu<Y <))
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La derniére égalité est obtenue par incompatibilité des deux événements considérés. En effet :
Y<unu<Y<v=0

etainsi: [X <Y]N[Y <u] N [X<Y]Nu<Y <v]=2.

On a bien : H(v) — H(u) = IP’( (X <Y|Nnu<Y < )

o Remarquons alors :
X <Y]Nu<Y <v] € [X<vNu<Y <)
Démontrons cette inclusion.
Soit w € Q. Supposons w € [X <Y]|N[u <Y <v].
On en déduit we[X Y] et weu<Y <.
Autrement dit X(w)<Y(w) et u<Y(w)<w.
En particulier X(w) < Y(w) < v, ce qui s’écrit : w € [X < vl.

Finalement weX <vNu<Y <o)

(X <YNu<Y <v] C [X<vNnu<Y <]

En particulier, par croissance de I'application P, on obtient :
P(X<Y]Nu<Y <v]) < P([X<o]Nfu<Y <))
e On a alors :
H(v)—H(u) = P([X<Y]N[u<Y <)

< P(X<onu<Y <))

(car les v.a.r. X et Y sont

= ]P)( [X < v]) X P( [w <Y < v]) indépendantes)

= Fx(’u) X (Fy(’u) — Fy(’u,))

Hv) —Hw) _ o Fe() — Fr(n)

En divisant par v — u > 0, on obtient bien :

o On raisonne de méme pour 'inégalité de gauche. On établit initialement 1’égalité :
(X <ulNnu<Y <v] C [X<Y]Nu<Y <]
Soit w € Q. Supposons w € [X <ulNfu <Y <ol
Autrement dit Xw)<u et u<Y(w)<w.

(w

On en déduit we[X <ul et [u<Y <.
el

) <
) < u < Y(w), ce qui démontre :
X <

Y],

Finalement welX<Y]Nu<Y <.

£

En particulier

On conclut alors, par un raisonnement similaire au précédent :
Fy(v) — Fy (u) - H(v) — H(u)

~
V—Uu v—Uu

Fy (u)
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Commentaire

o Cette question peut sembler difficile car elle demande de nouveau une prise d’initiative im-
portante. En particulier, il peut paraitre difficile de penser & établir les inclusions entre événe-
ments qui permettent d’obtenir le résultat final. Il est conseillé d’opérer par rétro-ingénierie :
on part du résultat final pour essayer d’en déduire le résultat intermédiaire qui permettra de
conclure. Pour ce faire, on commence généralement par opérer par équivalence afin de pou-
voir écrire le résultat final sous une forme plus simple. Par exemple, ici, on pouvait procéder
comme suit :

Fy(v) — Fy(u) < H(v) — H(u)

& Fx(u) (Fy(v) — Fy(uw)) < H(v) — H(u) (carv—u>0)

Fx(u)

(par définition de Fx
et propriété du cours)

& P(X<u)P(lu<Y <v]) < P(IXKY]N[u<X <))

(car X et'Y sont

& P(X<unu<Y<v]) < PIXSY]N[u<X <) indépendantes)

Une inégalité entre probabilité est généralement obtenue par une inclusion entre événéments.
11 doit donc étre naturel de penser & établir une telle inclusion. Notons enfin que I'on perd ici
I’équivalence : l'inclusion entre événements suffit & démontrer I'inégalité entre probabilités.

o Au passage, soulignons de nouveau I'importance du triptyque :

intersection / indépendance / produit

Lorsque la propriété établit une égalité qui comporte un produit de probabilités, il est naturel
de penser que ce produit est obtenu comme probabilité d’une intersection d’événements.

o La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie & la maniére dont chaque question est
découpée en sous-question. Mais il y a de sous-questions, plus le candidat doit prendre des
initiatives. Ainsi, un sujet de type TOP3 proposera un découpage en sous-questions bien moins
détaillé qu’un sujet TOP5. Le méme théme améne & un traitement différent lorsqu’il est abordé
dans un sujet du TOP3 ou du TOP5. En guise d’illustration, on peut noter que la propriété
qu’il s’agit de démontrer dans cette Partie I, a savoir :

+oo
PX <)) = [ Px) rit)

(sous les hypothéses de 1’énoncé)

est aussi utilisée (elle est admise) dans ’exercice 1 de I’énoncé EML 2019.

b) En déduire que pour tout = € Ry, H est dérivable en x et : H'(z) = Fx(x) fy(z).

Démonstration.

Les fonctions fx et fy sont continues sur I'intervalle [0, +oo].
On en déduit que les fonctions Fyx et Fy sont de classe C! sur cet intervalle.

En particulier, F'x et Fy sont dérivables en tout point de R;.

Fy(z) — Fy(x
On en déduit que pour tout zg € Ry : li_>m v(z) v (20)
T—x0 r — X9

= Fy(w0) = fy(20).
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o Soit zg € R.. Rappelons tout d’abord, que d’aprés la question précédente, pour tout = > xg :

Fy(z) = Fy(wo) _ H(x) - H(xo) Fy(x) Fy (z) — Fy (xo)
Tr — X T — X T — X0

Fx (z0)

N

(résultat de la question précédente avec v =x et u = x¢)

On a :
% lim  Fx(xzg) = Fx(z0),
T — X0
T > X0
F — I
et lim v () v (20) = F{ (z0) = fy(xo) car Fy est dérivable en x.
T — xo T — X0
x > X0

x lim  Fx(z) = Fx(xg) car Fx est continue (& droite) en z,

T — o
T > X0
F — Fy(x
et lim v () (o) = Fy (zg) = fy(zo) car Fy est dérivable en z.
T — xo r — X0
x > X0

On en déduit, par théoréme d’encadrement que la fonction H admet une limite & droite a
droite en xg, donnée par :

T — xo T — Xo
T > X0

En utilisant de nouveau le résultat de la question précédente, on obtient, pour tout x < xzg :

Fy(ao) = Fy(r) _ Hiwo) = H() _ p o Fr(wo) = Fr()
ro— T ro— T o — T

Fx(z)
(résultat de la question précédente avec v = xg et u = x)

Ce qui s’écrit (en multipliant chaque quotient par :—i) :
F — F H(x)— H F — F
v () = Fy(zo) _ H(z)— H(wo) Fy (o) v(z) — Fy (o)

Fx(m) X _
r — X Tr — X T i)

N

On en déduit alors, en utilisant de nouveau par le théoréme d’encadrement, que la fonction H
admet une limite & gauche en x(, donnée par :

i OB ) — o) o)
x < X0

« Finalement, la fonction H est dérivable a droite et & gauche en xy. De plus :

H;(:co) = Fx(xo) fy(wo) = Hj(wo)

Ainsi, pour tout g € R4, la fonction H est dérivable en g et H'(z9) = Fx(zo) fy(z0). il
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¢) En conclure que pour tout z réel positif : H(x) = / Fx(t) fy(t) dt.
0

Démonstration.
Dans les questions précédentes, on a établi que la fonction H :

x est dérivable sur R,
x admet pour dérivée sur R la fonction h : t — Fx(t) fy (t),
x vérifie : H(0) = 0.

On en déduit que la fonction H est la primitive sur Ry et qui s’annule en 0 de la fonction h.

En conclusion, la fonction H est telle que :

V€ R, H(x):/ox h(t) dt:/ Fx(t) fy (1) di.

T
0

Commentaire

On est confronté ici & une question bilan qui consiste simplement a rappeler puis utiliser
certains résultats précédents. Ces résultats étant fournis par I’énoncé, cette question peut étre

traitée méme si les questions précédentes ne 'ont pas été. 11 faut s’habituer & repérer ces
questions qui permettent de prendre facilement des points.

[]

3. Démontrer : P([X <Y]) = /OJFOO Fx(t) fy (t) dt.

Démonstration.
Il suffit de remarquer :

P([X <Y]) = zgrfw H(z) (d’apres la question 1.)
= EI—P Fx(t) fy(t) dt (d’aprés la question 2.c))
T oo 0

“+o0o
::A Fx(t) fyr(t) dt

€T

Rappelons que 'on a démontré, en question 1., que la fonction = — / Fx(t) fy(t) dt admet
0

une limite finie en +o00 (= IP’( [X <Y] )) Cela signifie, par définition, que l'intégrale impropre

+oo
/ Fx(t) fy (t) dt est convergente. Cela justifie la derniére égalité.
0

+oo
PUX <V]) = [ Fxlt) frlt)

Commentaire

o Il s’agit 14 encore d’une question bilan qui ne présente pas de difficulté particuliére. Cela
démontre au passage qu’il n’y a pas forcément de progression croissante de la difficulté des
questions dans les énoncés des épreuves de concours. En conséquence, méme si on ne parvient
pas & traiter plusieurs questions d’affilée, il ne faut pas pour autant passer toute la Partie I.
Il faut au contraire s’atteler a essayer de traiter les questions qui suivent, ce qui permettra a
terme de tomber sur une question dont la résolution est plus simple.
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Commentaire

o Dans I'épreuve EML 2019, on admet 1’écriture :

+o0
PX<Y]) = [ Fxlo) frto) o

Il est par contre demandé de justifier la convergence de cette intégrale a ’aide d’un théoréme
de comparaison. Rappelons cette démonstration :

x Vt € [0,+OO[, 0 < Fx(t)fy<t) < fy(t)

En effet, pour tout ¢t € [0,+o00[, 0 < Fx(t) < 1 et I'inégalité souhaitée est alors obtenue
par multiplication par fy (¢) > 0.

400
x l'intégrale fy(t) dt est convergente (et vaut 1) en tant que moment d’ordre 0 de la

0
v.a.r. Y. En effet, comme Y est a valeurs positives, fy est nulle en dehors de [0, +00[ et :
+o0o +00
EY?) = / fy(t) dt = / fy(t) dt
—00 0
Ainsi, par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
Pintégrale impropre / Fx(t) fy(t) dt est convergente.
0

o On pouvait aussi opérer a I'aide d’un équivalent. En effet, comme : tli+m Fx(t)=1,ona:
—+00

Fx(t) fy(t) ~ fr(t)

t——+oo

O

J

4. En utilisant la fonction K : z — P([X <Y]N[Y < z]), on montrerait de méme et nous I'admet-
trons :

“+o0o
PUX <V]) = [ Fx)fr) &t = B(1X <V])

Que peut-on en déduire pour P([X =Y])?

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :

e« On en déduit :

P(X<Y]) = P(IX<Y]U[X=Y])

(car les événements [X < Y]

= ]P)( [X <Y] ) + P( (X =Y] ) et [X =Y sont incompatibles)

Ainsi : P([X =Y]) =P([X <Y])-P([X <Y])=0.
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5. Application aux lois exponentielles
On suppose que U et V sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles
de parameétres respectifs A et u, réels strictement positifs.
Soit 6 un réel positif ou nul.

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X = U — 6.

Démonstration.
« Notons hy : © — x — 0 de sorte que X = hy(U).
Comme U < £ (A), on considére X (€2) = [0, 4o00[. On en déduit :

X(@Q) = (ha(U))(2)

= he(U())

= h@ ([0, +OO[)

_ . (car la fonction hy est continue et
= [h(0), xEI-sI—loo ho()] strictement croissante sur [0, 4o00[)
= [0, +o0]

Et ainsi : X(Q2) = [—0, +o0].

o Soit x € R. Deux cas se présentent :

x sl x < —0, alors [X < x] = @ car X(Q) = [—6, +00[. Donc :

Fx(z) = P([X <a])

= P([U<z+6])
= l—exp(—A(z+0)) (car X = E(N) etx+62>0)

0 sixz < —60
On obtient finalement : Fy : z —
l—eMe 2% gig>—46

Commentaire \

o Cette question consiste & déterminer la loi de Y, transformée de la v.a.r. X. Ce type de
question est extrémement fréquent dans les sujets traitant de v.a.r. & densité. La résolution
de ce type de question ne présente aucune difficulté majeure. Il s’agit simplement de se
référer & la rédaction usuelle.

o En particulier, il faut savoir déterminer la loi d’une transformée affine, du carré et de la
partie entiére d’une v.a.r. a densité X. Cela fait partie du bagage culturel mathématique
nécessaire avant d’affronter les écrits de concours.

o Il faut ajouter a ce bagage la détermination de la loi du minimum et du maximum de
v.a.r. a densité indépendantes. Il suffit une nouvelle fois de mettre en place la rédaction
usuelle associée & ce type de questions.
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Commentaire

« Profitons-en pour faire un point sur la notation X (€2).
Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggére, X (Q2) est I'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(Q) = {(Xw)|weQ)
= {2eR|IweQ, X(w) =2z}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
« Il est toujours correct d’écrire : X(Q) C | — oo, +00l.
En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire réelle.
o Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x '’ensemble des valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (1)),

x 'ensemble {x € R | ]P’( (X = z] ) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, a savoir X est une v.a.r. discréte, cet
ensemble est appelé support de X et est noté Supp(X).

e Dans le cas des v.a.r. a densité, la détermination de ’ensemble image est plus technique.
Dans certains sujets, I’ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une
v.a.r. & valeurs strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer & I’ensemble image donné en cours. Par
exemple, si X — U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U(]0,1]), on considére : X(Q2) = [0,1]. »

x si X ne suit pas une loi usuelle, on étudie 'ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) = 1. »

En décrétant la valeur de X (), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un
ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (I’ensemble
image étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient par

une disjonction de cas).
-

J

b) En déduire que pour tout 8 > 0 :

1% —-\0
P —60< = 1—- —
([U-0<V]) purk

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord que la v.a.r. X = U — 0 est une v.a.r. a densité en tant que trans-
formée affine d’une v.a.r. & densité.

e Ainsi, on a :
x les v.a.r. X et V sont & densité.

x les v.a.r. X = U — 6 et V sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions et car U et V

le sont.
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x comme V < & (u), on peut considérer V() = [0, +o0].
Autrement dit, on considére que la v.a.r. V est a valeurs positives.

x une densité fy de la v.a.r. V est donnée par :

0 sit<0
fvitl—)
pe o sit>0

Et ainsi @ fy|jo oo : T+ o € #" est une fonction continue sur [0, 4-ool.

On est dans le cadre d’application du résultat démontré en question 4.

Commentaire \

« Comme précisé dans la question précédente, on se permet de considérer V(€2) = [0, +-00].
En réalité, pour toute v.a.r. qui suit une loi exponentielle, cette propriété n’est vérifiée
que presque siirement (avec probabilité 1). Autrement dit, on a toujours, sans hypothése
supplémentaire : IP’( [V >0 ) = 1. Il est & noter que c’est I’énoncé qui nous améne & consi-
dérer V() = [0, +o0]. En effet, cette hypothése est nécessaire pour se placer dans le cadre
d’application du résultat démontré en question 4. Il aurait donc été préférable que ’énoncé
précise que V est une v.a.r. a valeurs positives, en début de question 5.

o Comme signalé au-dessus, il est primordial de savoir déterminer la transformée affine d’une
v.a.r. & densité. Ici, on ne demande pas explicitement d’obtenir une densité de la v.a.r.
X. On utilise ici le résultat du cours qui affime que la transformée affine d’une v.a.r. a
densité est une v.a.r. & densité. On peut aussi démontrer que X est une v.a.r. & densité en
établissant que F'x est :

x continue sur R,

« de classe C! sur R sauf (éventuellement) en un nombre fini de points.

\. J

e On a alors :
P(U-0<V]) = P([X<V])

+o0
_ / Fx(t) fu(t) dt

0
+o0o
= / (1- e M e_’\t) pe Mtdt
0

Too +00 (par linéarité de l'intégration,
= / e Ptdt — / e N e M eI gt les intégrales en présence
0 0 étant convergentes)

+oo
= E(VO) —e My / e MeTht gt
0
= 1—e?y L /+OO A+ p) e~ (M tmt gy
A+ Jo

(ou W est une v.a.r.
de loi E(A+p))

_ 1 _H* e 0
=1 N © E(W°)

Finalement, on obtient bien : P([U =0 < V]) = 1— % e M,
W
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Inégalité de Boole

6. On considére (By)gen+ une famille d’événements d’un espace probabilisé.

n n
a) Montrer par récurrence sur n € N* : P < U Bk> < > P(By).
k=1 k=1

Démonstration.
n

Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n), ou P(n) : P ( U Bk) < > P(Bg).
k=1

» Initialisation :

1
o D’une part : P ( U Bk) =P (By).
k=1

1
o D’autre part : Y P(By) = P(By)
k=1

On a bien : P(By) < P(By). D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
n+1 n+1
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. P < U Bk> < Y P(By) )
k=1 k=1

(G8) - o((§) )

= P(U Bk) + P(Bny1) — P( U Bk) N Bn+1> (d’apres la
k=1

formule du crible)

7 N\

k=1
ntl " (par hypotheése
N k; (B) + P(Bnt1) — P((,}:Jl Bk) n B”H) de récurrence)
n+1

N

> B(B) + B(B)

D’ou P(n +1).

n

Par principe de récurrence : ¥n € N*, P ( U Bk> < Y P(By). -
k=1 k=1

b) On suppose que la série Y P(Bj) converge. Démontrer :
k>1

+o00 +0o0
p(Um) < £ rm
k=1 k=1
Démonstration.
400 N
« Tout d’abord, par le théoréme de la limite monotone : P ( U Bk,) = lim P ( U Bk>.
k=1 N=rtoo  \k=1

« Comme la série > P(By) est supposée convergente, on obtient, par passage a la limite dans
k>1
I'inégalité de la question précédente :

N N —+00
li P B < N P(By) = P(B

(] B) < S p(B
<kL:Jl k> h kgl (Br) O
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Partie II - Une compétition entre deux groupes

Dans toute la suite du sujet, on désigne par p un réel de l'intervalle ]0, 1] et on pose ¢ =1 — p.
On modélise une compétition entre deux groupes d’individus A et B avec les régles suivantes.

Le groupe A doit résoudre une suite de problémes (Py)r>1 dans ordre des indices. Au temps t = 0, le
groupe commence la résolution du probléme P;, ce qui lui prend un temps représenté par la variable
aléatoire Xp. Une fois P; résolu, le groupe aborde immédiatement le probléme Ps, et on note X5 le
temps consacré a la résolution de P, par le groupe A, et ainsi de suite.

Pour tout k£ € N*, on note X}, la variable aléatoire donnant le temps consacré a la résolution du
probléme P, par le groupe A.

De méme, le groupe B doit résoudre dans l'ordre une suite de problémes (Qf)r>1; la résolution du
premier probléme ()1 commence au temps ¢t = 0 et on note, pour tout k& € N*, Y}, la variable aléatoire
donnant le temps consacré par le groupe B & la résolution du probléme Q.

A ce jeu est associé un espace probabilisé (€2,.e7,P) sur lequel sont définies les suites de variables
aléatoires (Xg)r>1 et (Yi)k>1, et on fait les hypothéses suivantes :

x pour tout k& € N* Xj suit la loi exponentielle de paramétre p, notée & (p), et Yy suit la loi
exponentielle € (q) ;

x pour tout k € N*, les variables aléatoires X1, ..., Xg, Y1, ..., Yi sont indépendantes.

On établit alors la liste de tous les problémes résolus dans l’ordre ot ils le sont par les deux groupes.
En cas de simultanéité temporelle de la résolution par les deux groupes d’un de leurs problémes, on
placera d’abord le probléme résolu par A dans la liste puis celui résolu par B.

Pour tout n € N*, on note U, la variable aléatoire de Bernoulli associée a 'événement « le n®™e
probléme placé dans la liste est un probléme résolu par le groupe A ».

Par exemple, si la liste des cinq premiers problémes résolus est (Pr, P2, Q1, P3,Q2), alors U; = 1,
Us=1,U3=0,U;=1et U;s =0.

Pour tout n > 0, on note aussi S, la variable aléatoire donnant le nombre de problémes qui ont
été résolus par A présents dans la liste des n premiers problémes résolus. En particulier, Sy vaut
toujours O.
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n
7. a) Que représente la variable aléatoire Y X7
k=1
b) On suppose que X1 =5, Xo =2, X3=3, X4 =2,Y1 =2, Yo =2 Ys=4et Yy =2.
Déterminer Uy, ..., Us.
Peut-on aussi en déduire la valeur de Ug ?

¢) Compléter le script Python suivant pour qu’il simule le jeu et, pour n, p donnés, affiche la liste
des valeurs Uy, Us, ..., Uy :

1 p = float(input('p = '))

2 n = int(input('n = "))

3 q=1-p

4+ U = np.zeros(n)

5 sommeX = rd.exponential(1l/p)
¢ sommeY = rd.exponential(1l/q)
7 mini = min(sommeX, sommeY)

s for k in range(n):

9 if sommeX == ...:

10 Ulk] = ...

u sommeX = sommeX + rd.exponential(1l/p)
12 else:

13 sommeY = .

14

mini = min(sommeX, sommeY)

-
9]

Démonstration.
On propose le script suivant :

1 p = float(input('p = '))

2 n = int(input('n = '))

3 9=1-p

4 U = np.zeros(n)

5 sommeX = rd.exponential(1l/p)

¢ sommeY = rd.exponential(1l/q)

7 mini = min(sommeX, sommeY)

s for k in range(n):

9 if sommeX == mini:

10 Ulk] =1

1 sommeX = sommeX + rd.exponential(1/p)
12 else:

13 sommeY = sommeY + rd.exponential(l/q)

mini = min(sommeX, sommeY)
print (U)

‘D—l
IS

-
w

d) Quelle(s) instruction(s) faut-il ajouter pour afficher la valeur de S, 7

8. Loi de U,
Dans cette question, on démontre par récurrence sur n > 1 : P([U,, = 1]) = p.

a) Démontrer : P([U; =1]) =P([X; <Y1]) =p.

b) (i) Démontrer, pour tout réel x < 0 : P[Ulzl}( Y1 — X1 <z])=0.
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(it) Soit x un réel positif ou nul.

Etablir : Py, —q([Y1 — X1 < 2]) = = P([X1 <Y1 < X1 +2]),

1
) p
puis calculer Py, —qj([Y1 — X1 < z]).
c) On peut interpréter ce résultat en disant que la loi conditionnelle de Y1 — X1 sachant [Uy = 1]

est une loi exponentielle. Quelle est son paramétre 7
Par analogie, quelle est la loi conditionnelle de X; — Y] sachant [U; = 0] 7 (on n’attend pas une
démonstration précise mais un argument de bon sens pour justifier le résultat proposé).

d) On suppose que n € N* et P([U,, =1]) =p.
Déduire de cette hypotheése et de la question précédente :

Po=j([Uns1=1]) =p et Py —g([Ut1=1])=p
e) Conclure.

9. On montrerait aussi par récurrence, et nous ’admettrons, que pour tout n € N*, les variables
aléatoires Uy, ..., U, sont mutuellement indépendantes.
En déduire la loi de \S,,.

Démonstration.

n
On remarque que S, = >, Ug. De plus :
k=1

« les variables aléatoires Uy sont indépendantes

« pour tout k € [1,n], Uy — B (p)

Ainsi, par théoréme de stabilité des lois binomiales : S, < B (n,p).
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Soit r € N, on s’intéresse, dans les questions qui suivent, & la probabilité a, de I’événement :

« il existe un n > r tel que, lorsque n problémes
A, : en tout ont été résolus, le groupe A en a résolu
r de plus que le groupe B »

10. a) Justifier : ag = 1.

b) Démontrer, pour tout r > 1 :

P[Ulzl] (Ar) =P(Ar—1) et ]P)[Ulzo] (Ar) =P(Ar41)

¢) En déduire, pour tout r 2 1 : @41 = — ar — = ap_1.

1

q

d) En remarquant que 1 — 4pg = (1 — 2p)?, donner une expression de a, en fonction de p, g, r et
de deux constantes que 1’on introduira.

1
11. Lecasp > 3

1 1
Montrer que, dans les cas p = 3 et p > 5 la suite (a,)ren est constante et égale a 1.

1
12. Lecas p < 5

a) Soit k un entier naturel.
(i) Etablir : Aoy = |J [So; =i + k]
i>k
21

(ii) Montrer que pour tout ¢ >k, on a: P([Sy; =i+ k]) = ( k
i

> pi+k qifk.

2i
(ii1) Apres avoir donné la valeur de la somme ( ,), démontrer :
i=0

(iv) En déduire l'inégalité :

oo L p\" (4pg)*
gk]?([sﬁ_kﬂ]) S <Q> 1 —4pgq

1
b) Montrer en utilisant I'inégalité de Boole (voir question 6.) que si p < o alors : klim ast, = 0.
—+o00

1
¢) Conclure en utilisant la question 10.d), que si p < o alors :

vVreN, a, = (p)
q

On a ainsi établi dans les questions 11. et 12. :

(p) sip <
Vr € N, 1

Ay =

1 sip=>

N = N

Ce résultat pourra étre admis et utilisé dans la suite du sujet.
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Partie III - La blockchain et la stratégie de la double dépense

On utilise, dans cette partie, les notations et résultats de la partie 11.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1.

La blockchain est formée d’une suite de blocs, chacun associé a plusieurs transactions. Elle contient
I’historique de toutes les transactions effectuées depuis la création du bitcoin.

Avant d’étre placé dans la blockchain, un nouveau bloc doit étre validé. Cette validation nécessite la
mise en oeuvre d’une grande puissance de calcul pour résoudre un probléme dépendant fortement du
contenu du bloc et des blocs qui le précédent.

Les individus qui valident les blocs sont appelés mineurs.

Il est possible qu’a un instant donné, coexistent sur le réseau deux blockchains, valides et différentes.
Dans ce cas, le réseau choisira celle qui comporte le plus de blocs et 'autre sera abandonnée.

Par prudence, lorsqu’un bloc est validé, il est recommandé d’attendre que n — 1 blocs le suivant soient
aussi validés pour considérer que les transactions incluses dans le bloc soient honnétes.

Un groupe de mineurs mal intentionnés, noté A, peut essayer de dépenser deux fois les mémes bitcoins
en procédant ainsi :

e le groupe A demande la validation de ’achat d’un bien d’un montant de s bitcoins qu’il a en sa
possession.

« lorsque le bloc K incluant cette transaction est proposé a la validation sur le réseau, A modifie ce
bloc en K’, qu’il ne diffuse pas, en remplacant 1’achat par une vente des s bitcoins en euros a son
profit par exemple. Il se met alors & la validation de ce nouveau bloc et crée ainsi une deuxiéme
instance de la blockchain qu’il continue a développer sans la diffuser.

« lorsque le groupe B, représentant I’ensemble des autres mineurs du réseau, a validé K ainsi que les
n — 1 blocs suivants, le vendeur du bien considére que la transaction est valide et fournit le bien.

« le groupe A attend alors d’avoir une blockchain plus longue que celle de B, qui est publique, pour la
diffuser donc invalider la blockchain publique et ’achat du bien. Le crédit en bitcoins du vendeur du
bien est alors annulé.

On reprend et on compléte la modélisation de la partie précédente pour déterminer la probabilité que
la stratégie de la double dépense réussisse et le choix de n pour que cette probabilité soit faible.

Une premiére phase du jeu, décrit dans la partie II, s’achéve a 'instant aléatoire ¢ ou le probléme @,
est ajouté a la liste des problémes résolus.

Le groupe de mineurs A est ensuite déclaré vainqueur s’il se trouve un instant ¢ > ¢ ou le nombre
de problémes résolus par A dans la liste des problémes résolus depuis le début du jeu, est strictement
supérieur au nombre de ceux résolus par B dans cette méme liste. On note G,, cet événement.

On détermine, dans cette partie, la probabilité de G, en fonction de n et de p.

13. On s’intéresse tout d’abord a la loi de la variable aléatoire T}, égale au nombre de problémes résolus
par le groupe A lorsque 'on place @), dans la liste des problémes résolus.

a) Démontrer, pour tout k € N : [T,, = k] = [Spyr—1 = k] N [Up4r = 0].

Démonstration.
Soit k € N. Soit w € Q.

wE Skt =K N [Unpk=0]
< weE [Sn—i-k—l = k] ET we [Un+k = 0]

=4 Sn+k,1(bk.)) =k ET Un+k(u)) =0
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On en déduit :

w € [Sn—i-k—l == k] N [Un+k == O}

dans les n + k — 1 premiers problémes résolus, k 'ont été par le groupe A
& et
le (n + k)®™° probléme a été résolu par le groupe B

sur les n + k — 1 premiers problémes, k ont été résolus par le groupe A, et
n — 1 ’ont été par le groupe B
= et
le dernier probléme (le (n + k)®™°) est résolu par le groupe B (c’est donc le
n®me probléme résolu par B, c’est-a-dire Q)

sur les n + k — 1 premiers problémes, k ont été résolus par le groupe A
& et
Qn est le (n + k)*™° probléme résolu

lorsque @, est résolu par le groupe B, k problémes ont été résolus par le

groupe A
= Ty (w) =
=3 w e [T, = k]
On en déduit : [T}, = k] = [Spik—1 = k] N [Upsr = 0]. -
-1
b) En déduire : P([T, = k|) = (n +]]: >p'C q".
Démonstration.
Soit k € N.
o D’aprés la question précédente :
P([T, = k]) = P([Sn+k-1 =K N [Upsx = 0])
n+k—1
e Or, d’aprés la question 9. : Spik—1= >, Uj.
i=1
Ainsi, par lemme des coalitions, les v.a.r. Sy, 11 et U,1x sont indépendantes.
e On en déduit :
P([Tn =k]) = P([Snik—1=k]) x P([Upsx = 0])
B n+k—1\ , (nt+K—1)—K (d’apres les questions
B < k >p e 4 g et 9.)
_(n+tk-=T1\ . .
= k pq
n+k—1
Vke N P(|T, =k]) = kgn
en p(n, =)= ("7 ot .
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14. a) En utilisant la formule des probabilités totales, établir :

Démonstration.

o Le famille ( [T}, = k] ) pen forme un systéme complet d’événements.
Par formule des probabilités totales :

PG, = :ﬁ; P([T, = K| N Gy)
_ :g P((T, = K) Py, _iy(Gn) (car : Vk € N, P([T, = k]) = 0)

. SOlt k S N.
Si I’événement [T, = k] est réalisé, c’est que, lorsque @, est résolu par le groupe B, le groupe A
a déja résolu k problémes. Deux cas se présentent alors :

x si k € [0,n], alors I’événement G, est réalisé si et seulement s'il existe un instant ¢ > ¢ ou le
nombre de problémes résolus par le groupe A est strictement supérieur au nombre de problémes
résolus par le groupe B

(on rappelle que t est instant ot le probléme Q,, est résolu par le groupe B)
Comme 'événement [T}, = k] est réalisé, a U'instant ¢ :

- le groupe A a résolu k problémes (k € [0,n])

- le groupe B a résolu n problémes.

Le groupe A a donc n— k problémes de retard sur le groupe B. L’événement G,, est donc réalisé
si et seulement s’il existe ¢ > ¢ ou le groupe A a résolu n — k + 1 problémes de plus que le
groupe B, c’est-a-dire si et seulement si I'événement A, 1 est réalisé.

On en déduit : Pir,—i(Grn) = P(Apn—ks1) = anpy1-

x si k € [n+1,+00], alors I'événement G,, est toujours réalisé. En effet, & l'instant T ou le

probléme @,, est résolu par le groupe B :
- le groupe A a résolu k problémes (k > n)

- le groupe B a résolu n problémes.

On en déduit : Pz, _)(Gn) = 1.

« On en conclut :

n

B(Ga) = 3 B(Tn= k) By _(Ga) + 5 BT, = k)) Bz, g (Gn)
k=0 k=n+1

n

S BT = M) ams+ > B((T = k)
k=0 k=n+1

n

- k;o P([Ty, = k]) ans1-k + P([T5 > n+ 1))

Finalement : P(G,) = P([T, =2 n+1])+ > P([T, =k]) an+1—k-
k=0 O
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b) Dans le cas ou p >

1
3 en déduire : P(Gy) = 1.
Démonstration.

Supposons : p > 3

« Soit k € [0,n]. Comme n — k + 1 € N, d’aprés le résultat établi en fin de Partie IT :

ant1-k = 1

Commentaire

dans un sujet de concours, ce réflexe doit perdurer.

bon cadre d’application de cette propriété (icir =n+1—k € N).

\.

o Citer les hypothéses d'un théoréme avant son utilisation est indispensable.
Lorsque ce théoréme n’est pas un résultat du cours mais un résultat démontré

o On utilise par exemple dans cette question un résultat démontré dans la partie
précédente. On n’omettra donc en aucun cas de vérifier que 'on est placé dans le

« On obtient, d’aprés la question précédente :

n

P(Gn) = 3 B(Tw =) x 1+ B(T >0+ 1)

= S RT.=H)+ S B(T, =)
k=0 k=n+1

(car ( [T, = K] )keN forme

un systéme complet d’événements)

1
¢) De méme lorsque p < o démontrer :

Démonstration.

Supposons : p < X
« Tout d’abord, d’apres la question 14.a) :

P(Gr) = P(Tn 2 n+ 1)+ 3 P(T = k]) ans1-
e De plus :
P(T, =>n+1]) = 1-P([T, <n))

(car T), est a
valeurs entiéres)
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o On obtient :
P(Gn) = 1= P([Tw=Fk]) + > P([Th = k]) ans1-k
k=0 k=0
= 1= P([Th = k) (1 — ant1-k)
k=0
_ 1 i P, = K]) [ 1- p nrl=k (d’apres le résultat de fin de
N = " q Partie II, carn+1—-k e N)
n nt+k—1 pn+l—k
= 1-> < >p"“q” (1 (d’aprés 13.b))
=0 k anrlfk
noom4+k—1 pntt
BT
k=0 k '+
n —1
Finalement : P(G,) =1— >_ <n Tk > (pk q* —p"t! qk_l)'
k=0 k O
. . 1
15. Une meilleure expression de P(G,,) lorsque p < 3
Pour tout x € [0, 1] et n € N*, on pose :
k—1
w(a) = -y 3 (") o
k=0 k
a) Vérifier que pour tout n € N* : P(G,,) =1 — u,(p) + g Un(q).
Démonstration.
Soit n € N*.
1 —un(p) + = un(q)
n s (nt+k—1 P n n+k—1
= 1-(1-p" X < . )p’“r 1—q" X < k )q’“
k=0 q k=0
no(n+k—1 P " + k-1
k=0 k q k=0 k
n o m+k—1 nom+k—1 _
:1_Z< . )pkqn+2< L >n+1kz1
k=0 k=0
nofn+k—1
— 1_2 < )(pkqn pn+1qk 1)
k=0 k
= P(Gn) d’aprés 14.c)
Vi € N, B(Gr) = 1= un(p) +  un(a) .
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b) Pour tout z € [0, 1] et n € N*, établir la relation :

n+1

UMIW)ZQMW%+O—xWx“4<<2n>__G”+1

Démonstration.
Soit = € [0, 1]. Soit n € N*.
o Tout d’abord :

un+1(l‘)
B ) L ((n+ )+ E—X "
- s (M)

n+1
= (1-2)1—-2)"
k=

(")
) et 8 ()
)

[e=]

- a-ar (7

k=0

> +

k=0

= (1—x)"n+1 (n R s (1—2)" (Zn: (n;rk;> xk+<2n+1

n+1

k=0 k=0

n—+1

)+)

)

e S <”Zk> o p (1) 3 (”Zk> xk—m"+1(1—x)”(2n+1)x (%)

k=0 k=0

« Simplifions légérement le 2°™¢ terme de la somme (*) ci-dessus.

z(1—z)" i <n—;€—k> = (1—2)" i <n—]§k> L

k=0 k=0

il in4 k-1
= (1—2)"
D

Rassemblons maintenant les 2 premiers termes de ().

(12 ”il (n;—k) (1= ) ”il <n2f11> ok

k=1

n+1

> zF  (par décalage d’indice)

ntl kE—1
1+ > (n + ) :ck) (par triangle de Pascal)
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e On en déduit :

Upy1()
ntl m+k—1 2n+1
— 1— n k _ ,.n+l 1— n
e & (M) e (1)) ¢

oy (éo (nw; - 1) . <n2f1> xn+1) — (1) (2:++11> .
= up(z)+2" (1 —a)" <<n2fl) - <2:J—:11> $>

2 2 1
el e N ma =u et a-ar () - (51 #)

¢) En déduire, pour tout n € N* :

P(Gnt1) = P(Gn) — <1_§> _— <2: —:—11>

Démonstration.
Soit n € N*.

P(Gn+1)
= 1—up1(p) + g Un+1(q) (d’apres 15.a))

-1 (un(p) g ((nzfl) - (2:;1) p)) + (“n(Q) i <<n2—7:1) B (2:j11> q))

(d’apres la question précédente)

= (oo fu) e (2] - G ) e (23] - () )

2n+1
— _ pn+l n _ 3 \
P(Gyn) —p"" q <n+1>(q P) (d’aprés 15.a))
1 /2n+1
= P n) — n+l n+l — -
(Gn) —p""q . <n+1>(q )
2n+1 P
= P(G,)— n+l1 1%
(Grn) — (pa) <n+1>( q)

Vn € N*, P(Gpy1) = P(Gn) — <1 — S) (pg)" (2" + 1)

n+1
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d) Montrer par récurrence, pour tout n € N* :

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou  P(n):

» Initialisation :

e D’une part, d’aprés 14.¢) :

P(Gy) = 1—21: (ZJF:_X) (P q —p*d"~

2

o D’autre part :

2
« Vérifions alors : p—i—& —pq+p*= P —pq+p*
q q

2

2
P+Z—M+PZ_<Z_M+VZ> = p+%—*

On a ainsi bien démontré :

D’ou P(1).

(carp+q=1)
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» Hérédité : soit n € N*.
) , P p\ "l 2k —1 &
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. P(Gpt1) = e 1-— p > i (pq)®).
k=1
P(Gn—l—l)

— PG, - <1 - ) (pg)m+! (27” 1) (apres 15.c))

=

q n+1
_ (P P\ & (2k—-1 k P nel (2n+ 1\ (par hypothése de
B <q (1 q) kZ::I ( k > (pa) 1 q (Pg) n+1 récurrence)

L O o ()

n 2k —1
Par principe de récurrence : Vn € N*, P(G,,) = b_ <1 — p> > ( 2 ) (pq)*.
k=1

16. Application a la sécurisation des transactions

1
Connaissant p < 3 on cherche a limiter le risque que la stratégie mise en place par le groupe de

mineurs A réussisse.
n n
a) Aprés avoir établi la formule ( k> =7 (

qui calcule les coefficients binomiaux.

-1
Z 1> lorsque k € [1,n], écrire une fonction Python

Démonstration.
Soit k € [1,n].

o Tout d’abord :

« Par ailleurs :

n—1\ (n—1)! B n!
" (k—l) T D (-2 — k=2 (k=1 (n—k)

.. n n—1
Ainsi : k (kz) =n (k:l)

Dot Vi € [1, 7], (k) " (Zj).
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\.

Commentaire

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & n éléments.

(on peut penser & une picce qui contient n individus)

On souhaite alors construire une partie P & k éléments de cet ensemble contenant un
élément distingué (on peut penser a choisir dans la piece un groupe de k individus dans
lequel figure un représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & k éléments de E : (Z) possibilités.

On distingue ensuite un élément de cet ensemble P : (’f) = k possibilités.
(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite un représentant de ces individus)

Ainsi, il y a k (}) maniéres de construire P.

n

2) On choisit d’abord, dans F, I’'élément & distinguer : (1) = n possibilités.
On choisit ensuite k — 1 éléments dans E qui, pour former P, en y ajoutant ’élément
précédent : (Zj) possibilités.
(on choisit d’abord le représentant puis on lui adjoint un groupe de k — 1 individus)

Ainsi, il y an (Z:%) maniéres de construire P.

On retrouve ainsi le résultat.

o En itérant la formule précédente, on obtient :

W) =7 Gy =Fit () = =

(cette formule se démontre rigoureusement par récurrence)

o On propose alors la fonction Python suivante.

def coeffBin(k, n):
c=1
for i in range(1l, k+1):
c=c* (n-i+1) / 1
return c

([ N SV SR T

Détaillons les éléments de ce script.

Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme coeffBin,

x elle prend en paramétre les variables k et n.

1 def coeffBin(k, n):

On initialise ensuite la variable ¢ a 1 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder un

produit puisque 1 est 1’élément neutre de 'opérateur produit).

2 c =1

Structure itérative

n
Les lignes 3 & 4 consistent a mettre & jour la variable ¢ pour qu’elle contienne la quantité < k‘> .
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Or, d’aprés ce qui précéde :
— 1
W\ nln-1) - (n—k+1) Hn=it+1) _ i
k) E(k—1)---1 N ko o i
117
i=1

Pour cela, on utilise alors une structure conditionnelle (boucle for) :

for i in range(1l, k+1):
c=cx* (n-i+1) / i

e

Fin de la fonction

oo . _ ok n—i41 n
A Tlissue de cette boucle, la variable ¢ contient la quantité [[ ————— = L
i=1 ?

Commentaire .

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la ré-
ponse a cette question. Cependant, proposer un programme Python correct démontre
la bonne de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité des points
alloués a cette question. On procédera de méme dans les autres questions Python.

o Comme expliqué plus haut, on initialise ¢ & 1 puisque cette variable doit contenir un
produit, et que le réel 1 est I’élément neutre pour 'opérateur produit.
On rappelle qu’on procéde de méme avec l'initialisation d’une somme stockée dans
une variable S : on initialise la variable S & 0 car le réel 0 est ’élément neutre pour
I'opérateur de sommation.

n
o On remarque que le programme proposé permet bien d’obtenir : <0> =1.
En effet, si k = 0, alors :
1) la variable c est initialisée & 1,

2) la boucle qui suit n’est pas effectuée puisque la matrice 1:0 est une matrice vide,

3) la fonction renvoie donc bien 1 lorsque k vaut 0.

-1
o On pouvait exploiter plus directement la relation : (:) = % (Z 1>.

On obtient la fonction Python suivante :

def coeffBinRec(k, n):

if k == 0:

c=1

else:

¢ = (n/k) * coeffBinRec(k-1, n-1)
return c

[ I S B [ O N e

On remarque que la définition de la fonction coeffBinRec fait appel & elleeméme. On
dit que la fonction coeffBinRec est définie de maniére récursive. Cette maniére de
coder est ici rendue naturelle par la formule démontrée juste avant.
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Commentaire \

3
« Par exemple, lorsqu’on effectue 'appel coeffBinRec(2,3) (pour obtenir la valeur de <2> ),

le calcul s’effectue de la fagon suivante :

3
coeffBinRec(2,3) = 3 X coeffBinRec(2,1)
3 2 .
= g X7X coeffBinRec(1,0)
3 2 3x2 3
= —x-x1 = =
2 1 2x1 2

Remarquons que le calcul est certain d’aboutir puisque ’appel coeffBinRec(k,n) né-

cessite les appels de coeffBinRec(k-1, n-1), puis coeffBinRec(k-2, n-2), ..., puis
coeffBinRec(1, n-(k-2)), et enfin coeffBinRec(0, n-(k-1)) (dont on connait la va-
leur).

{ u

. 1
b) Ecrire un script Python qui détermine n,, le plus petit entier n tel que P(G,,) < € pour p < 5
et € > 0 saisis au clavier par 'utilisateur.

NB : Pour € = 107% = 0,1% et p variant entre 10% et 32%, on obtient pour la représentation de
n, en fonction de p :

T T T T T T T T T T
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32

Démonstration.

1
On rappelle le résultat suivant, obtenu a la question 15.d) pour le cas p < = :

>
P(Gn) = g— <1—p> ) <2kk_ 1> (pq)"*

q) k=1
Ainsi :
- —¢

n 2k —1
P(Ga) <o <= 3 ( ) o) > L
k=1 k 1

Q3

no 2k —1
On propose alors le script Python suivant, qui repose sur le calcul de la somme > ( I ) (pq)*.
k=1

161



E2A Mathématiques

1 p = float(input(C’p = ?))

2 eps = float(input(’eps = ’))

3 9=1-p

4 borne = (p/q - eps)/(1 - p/q)

5 S =0

6 n=20

7 while S < borne:

8 n=n+1

9 S = 8 + coeffBin(n, 2#n-1) * (p*q)**n
10 print(n)
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HEC 2008 (Exercice) - fonction de deux variables, méthode des moindres
carrés, droite de régression linéaire

Etant donné un entier n supérieur ou égal a 2, on considére un nuage de n points du plan, c’est-a-dire

un n-uplet ((xl, y1), (X2, 92)s .- -, (:Un,yn)) d’éléments de R2. On suppose que les réels x1, xa, ..., Tp
(resp. y1, Y2, ..., Yn) De sont pas tous égaux.
On appelle moyenne arithmétique T et écart-type o, du n-uplet x = (x1,...,x,), les réels suivants :

. 1 n 1 n _\2
T = — Y, T et o = 4/— >, (xp —7T)
n g=1 " k=1
On définit de méme la moyenne arithmétique g et I’écart-type o, du n-uplet y = (y1,...,yn).
La covariance cov(z, y) et le coefficient de corrélation linéaire r(z,y) du couple (x,y) sont donnés par :

cov(z,y)

cov(z,y) = él (zr — ) (Y — Y) et r(z,y) =

SRS

Op X Oy

Soit f la fonction définie sur R? & valeurs réelles qui, a tout couple (a,b) de R?, associe le réel f(a,b)
tel que :

n

fla,0) = > (a:rk—i-b—yk)2
k=1

1. Justifier que f est de classe C? sur R2.

Démonstration.
« Soit (a,b) € R2.

f(a,b)

(azk+b—yk)?

I
M=

=
Il
—

I
M=

(a2 ()2 + 0% + (yp)? +2abxy, — 2a s yp — 2byk)

e
Il
MR

n n n

— (kzijl (:z;k)2> a2+n62+2<2 :Bk) ab—2<z :L‘kyk;> a—2<2 yk) b+ i (yi)?

k=1 k=1 k=1

o La fonction f est donc polynomiale.

On en déduit que la fonction f est de classe C? sur R2.

Commentaire

On peut aussi remarquer que f est une somme de carrés de fonctions polynomiales et donc
est, a ce titre, une fonction polynomiale. Les calculs ci-dessus sont en réalité superflus si
on a en téte que 'espace des fonctions polynomiales est stable par somme et par produit.
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2. a) Ecrire le systéme d’équations (S) permettant de déterminer les points critiques de f.

Démonstration.

o Comme f est de classe C2 sur R?, elle admet des dérivées partielles d’ordre 1 (et 2) sur R2.
Déterminons les.

« Soit (a,b) € R
x Tout d’abord :

(f)(ab) = kil 2k (azx + b — )

n n n
= 2<GZ Z%Z%M)
=1 =1

k=1

L n ar définition
= 2la Y (2)?+bx (nz) — Zxkyk) ((iix)ﬁ

k=1 k=1

n

Exprimons maintenant > (z3)? et Z zr Yk en fonction de Z, §, o, et cov(x,y) pour
=1 k=1

simplifier 'expression de 01 (f)(a,b).

1 n
- Comme o0, = \/ > (zx — )2, on obtient :
n =1

S (ax — )’

1
n k=1

1
n k=1

—_

Il
S|+
=
—
S
e
N~—
[\V)
I
[\
8l
X
7 N
| =
=
8
ES
N———
+
8
)

1 n
= = 3 (zp)?—222+ 22
n k=1
1 n
= = (xp)? -7
n k=1
. 1 & 2 2
Ainsi: — ) (zp)° =05+
n k=1
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- De plus :
1 x» _ _
cov(z,y) = — > (zx—Z) (yx — 9)
n k=1
n
= — > (pyr —Yxp —Tyr +T7)
n k=1

1 n n n
_ (z PRSP S yany)
n k=1 1

k=1 k=

B (G En) 2 (5 E )
= =2 WYk — Y\ = 2L Tk | T\ = QL Yk | Y
n k=1 n k=1 n k=1
1 n
= = > TrYk—YT—-ZY+ 27
n k=1

n

1 _
= — > TRy —TY
n k=1

1 n
Ainsi: — Y zpyr = cov(z,y) + T 7.
n =1

n

Dot : Y. zpyx = n(cov(z,y) + Z7).
k=1

On en déduit :

M=

o(f)a,b) = 2(a <xk>2+nfbixkyk)

k k=1

Il
—

- 2(n (02+2%) a+nzb—, (COV(w,y)+f3?)>

V(a,b) € R2, &1(f)(a,b) = 2n ( (02 +3%) a+2b— cov(z,y) — jg)

x Soit (a,b) e R%

(@) = 3 (2x1x (am+b- )
= 2<ak§lxk+nb—k§1yk>

(par définition

= 2(ax (nz)+nb—ny) de & et §)

= 2n (az+b—17)

Y(a,b) € R?, 02(f)(a,b) =2n (aZ +b—17)
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e Soit (a, b) S RQ.
(a,b) est un point critique de f & V(f)(a,0) =04, (&)
01(f)(a,b) = 0
-
02(f)(a,b) = 0
Ainsi, d’aprés la question précédente :

(a,b) est un point - 2n ((‘792@ +z?) a+zb— cov(z,y) — a?gj) =0
critique de f 2 (@Z+b—7) = 0
(02+7%) a+zb—cov(z,y) -2y = 0

ax+b—y =0

(02+2%) a+zb—cov(z,y) —zy = 0
Le systéme (.S) souhaité est le systéme :

arT+b—y =0 il

b) Résoudre le systéme (S). En déduire que f admet un unique point critique (a,b) que l'on
exprimera en fonction de T, ¥, 02 et cov(z,y).

Démonstration.
Soit (a,b) € R2,
(a,b) est un point (02 +2%) a+zb—cov(z,y) —zy = 0

critique de f af+b—7 = 0

=
= y—alx
) oy
54 Oz
b =9y—azx
_ cov(ay)
o2
x
- (+,3)
v(x
b= g co 2,y
\ (O
1 . . o . cov(z,y) _  cov(z,y) _
On en déduit que f admet un unique point critique (a,b) = — 5 .
U:p O’Z
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Commentaire

o La difficulté de la recherche de points critiques réside dans le fait qu’il n’existe pas de
méthode générale pour résoudre I'équation V(f)(a,b) =0 4 , (w)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu'une résolution de systéme
d’équations linéaires (que 'on résout aisément a 1’aide de la méthode du pivot de Gauss).

o Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel a des méthodes ad hoc. Ici, on
fait apparaitre une équation du type :

b=1(a)

En injectant cette égalité dans la seconde équation, on obtient une nouvelle équation qui
ne dépend plus que d’une variable et qu’il est donc plus simple de résoudre.

C’est la stratégie qu’on a adoptée ci-dessus. -

¢) Montrer que ce point critique correspond & un minimum local de f.

Démonstration.
« La fonction f est de classe C? sur R?. Elle admet donc des dérivées partielles secondes sur R?.
« Soit (z,y) € R2.
x Tout d’abord :
0t 1(f)(a,b) = 2n (oF + %)
x Ensuite :

0 5(f)(ab) = 93,(f)(a,b) = 2nz

La premiére égalité est obtenue en vertu du théoréme de Schwarz puisque la fonction f est de
classe C? sur I'ouvert R2.

x Enfin :
2n

93 5(f)(a,b)
V(a,b) € R?, 97,(f)(a,b) = 2n (07 +2?)
92,(f)(a,b) = 83,(f)(a,b) = 2nz
935(f)(a,0) = 2n

Commentaire \

« Il faut penser a utiliser le théoréme de Schwarz dés que la fonction a deux variables
considérée est de classe C? sur un ouvert U C R2.

« Ici, le calcul de 8%’2( f)(a,b) et (‘9%’1( f)(a,b) est aisé. Il faut alors concevoir le résultat
du théoréme de Schwarz comme une mesure de vérification : en dérivant par rapport
a la 1 variable puis par rapport a la 2°™¢ on doit obtenir le méme résultat que
dans l'ordre inverse.

167



E2A Mathématiques

« Soit (a,b) € R2. On rappelle que la matrice hessienne de f en (a,b) est :
9%1(f)(a,b) 5'%,2(]“)(&71?)) (2n(0§+$2) 27”3)

VA(f)(ab) = ( =
05.1(F)(a,b) D32(F)(a,b)

R 2n (o2 +13%) 2nz
On en déduit : H = V2(f)(a,b) = .

] SOlt )\ GR.

2n (62 +7%) -\ 2nZ
det(H — X\ I;) = det
2nzx 2n — A

= (2n(e2+3%)-)\) 2n-)\) - (2n7)?
= XN - (2n(@2+zY)+2n) A +4n? (02 + 77 — 477
= N -2n(2+22+ 1)\ +4n?02

On en déduit :

A est valeur propre de H < H — A\ I non inversible
& det(H—-X1)=0
s M -2n@2+72+1)A+4n%02=0
&< )\ est racine de Q
ou () est le polynéme de degré 2 défini par :
QX) = X?>—2n(c2+22+1)X +4n’o?

Commentaire \

A ce stade de I’étude de la nature d’un point critique, le calcul de det(H — X I) nous fournit
toujours un polyndéme de degré 2 en A. Notons le Q. Deux cas se présentent alors :
x Pexpression de @) est « simple » (c’est par exemple le cas lorsque les coefficients de @ sont

numériques). Dans ce cas :

1) on détermine explicitement les racines de ) par factorisation ou calcul de discriminant.
2) les racines de () sont les valeurs propres de H d’aprés les équivalences ci-dessus.
3) on en déduit le signe des valeurs propres de H et ainsi la nature du point critique étudié.

x lexpression de @ est « compliquée » (c’est par exemple le cas lorsque l'expression de

@ dépend de plusieurs paramétres, comme ici). Dans ce cas, on ne cherchera pas a
déterminer les racines de @ explicitement. On procédera de la maniére suivante :

1) on justifie I'existence de valeurs propres A et Ao de H (la matrice H est symétrique).

2) les valeurs propres de H sont racines de () d’aprés les équivalences ci-dessus. On en

déduit la factorisation de @ suivante : Q(X) = (X — A1) (X — \2)

3) on identifie les coefficients des deux expressions de () pour en déduire des relations sur
A1 et A2 (elles sont appelées relations coefficients / racines).

4) on détermine le signe de A1 et Ao (valeurs propres de H) grace a ces relations, et on
obtient ainsi la nature du point critique étudié.
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o La matrice H est une matrice symétrique (réelle). Elle est donc diagonalisable. On note A1 et Ay
ses valeurs propres éventuellement égales.

o D’apreés les équivalences précédentes, on en déduit que A\; et Ay sont racines de Q. Ainsi :
QX) = (X=X) (X —X)
= X2—(M+ X)X+ XA

D’ou, par définition de @ :
X2 2n(o?24+ 2+ 1) X +4n%02 = X2 - (M + X)X+ N

Par identification des coefficients de ces polyndémes de degré 2, on en déduit le systéme d’équations
suivant :
A+ A = 2n(a§+f2+1) (*)

)\1 )\2 = 4n2 O'% (**)

x L’équation (#x*) implique : A\; Ay > 0.
On en déduit que A1 et A2 ont méme signe. Le point (aG,b) est donc un extremum local de f
sur R2,

x L’équation (x) implique : A\; + A > 0.
Or A1 et Ay ont méme signe. D’ott : Ay > 0 et X\ > 0.

On en conclut que la fonction f admet un mimimum local en (a, i;)

O
d) Etablir la formule suivante : f(a,b) = nag (1—r%(z,y)).
Démonstration.
« Soit (a,b) € R% D’aprés 1. :
f(a,b)
= (Z (:L’k)2> a?+nb®+2 <Z xk> ab—2 <Z xkyk) a—2 (Z yk) b+ > (yx)?
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

= n(c2+z%)a*+nb*+2nzab—2n(cov(z,y) +Zy)a— 2n§b—i—n(o§ + 7?)
La deuxiéme égalité est obtenue grace aux relations démontrées en 2.a). Ainsi :

fla,b) = n((c2+2)a®>+b*+2zab—2(cov(z,y) +Z7)a—27b+ (02 + 7>
T Y

e D’aprés 2.b) : b=y — T 4. On obtient alors :

- n(o2a? + 226° + §° — TB9a + 2*G° + Tega — 22°a% — 2cov(r,y) a — 2Ba
— 29+ ZBga + ol + )

= n(oza® —2cov(z,y)a+ o)
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cov(z, .
o Or, toujours d’aprés 2.b) : 4 = # Ainsi :
O’I

2
f@b) = n (% 1 2eov(my) — 5+ a§>

2 2
_ o[ (cov(z,y)) (cov(@,y))
= noy 2.2 2 2.2 11
050, 050,
2
o2 (1 B (cov(z,y)) )
2 ;2
050,
Et finalement : f(a,b) = nog, (1 — (r(z,y)) ) -
3. a) Montrer que l'on a : |r(z,y)| < 1.
Démonstration.
o Tout d’abord, par définition de f :
~ n A~ 2
fla,b) = > (azp+b—yr)* =2 0
k=1
e On en déduit, d’aprés la question précédente :
nag (1 — (r(m,y))Q) >0
donc 1-— (r(aj,y))z >0 (car : nos >0)
d’ou 1> (7“(9U,y))2
o (par croissance de la
>
amsi 12 |r(z,y)| fonction /- sur [0, +00[)
r(z,y) <1
O

b) Que peut-on dire du nuage de points lorsque |r(z,y)| =17

Démonstration.
Supposons : |r(z,y)| = 1.

« Alors : (7"(:1c,y))2 = 1. Et donc :

o Par définition de f, on en déduit :
Z (dwk—l—i?—yk)z =0
k=1
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On en conclut : R
Vke[l,n], azr+b—yr=0

ou encore :
Ve e [1,n], yr=axr+0b

On en déduit que tous les points (z1,v1), ..., (Tn,Yn) sont situés
sur la droite d’équation y = ax + b.

e Or une somme de carrés est nulle si et seulement si chacun des termes de la somme est nul.

Commentaire

Cet exercice met en place une régression linéaire : le probléme consiste & identifier
une droite y = ax + b qui ajuste bien le nuage de points (x1,91), ..., (Tn, Yn)-
L’erreur que 'on commet en utilisant la droite de régression pour prédire y; a partir
de zy est : yr — (axk +b).

Une idée naturelle pour déterminer la valeur des coeflicients a et b est donc de chercher
la droite (donc le couple (a,b)) qui minimise la somme des carrés de ces erreurs :

i (ye — (azp + b))2 = i (axp +b—yp)?
k=1 k=1

(on appelle d’ailleurs cette procédure « méthode des moindres carrés »)
n

On en déduit, aprés calculs, que 'unique droite rendant minimale erreur ) (axj+
k=1
b — yr)? est la droite d’équation :
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