E2A Mathématiques

Corrigés des sujets de révisions
Variables aléatoires discrétes

ECRICOME 2023 sujet 0 - rang du deuxiéme Pile, loi géométrique,
couple de v.a.r. discrétes, loi de la somme, expérience en deux étapes,
covariance, coefficient de corrélation linéaire

Soit p €]0, 1[. On considére une piéce donnant Pile avec probabilité p. On effectue une succession de
lancers indépendants de cette piéce jusqu’a l'obtention du deuxiéme Pile.

On note alors X; le rang d’apparition du premier Pile et X5 le nombre de lancers supplémentaires
effectués aprés le premier Pile jusqu’a ’apparition du deuxiéme Pile.

Par exemple, si les lancers donnent dans cet ordre :

Face, Pile, Face, Face, Face, Pile,

alors [X] = 2] et [Xy = 4] se réalisent.
1. Reconnaitre la loi de X7 et la loi de Xs.

2. Déterminer la loi conjointe du couple (X7, X2).
3. En déduire que les variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes.
4. Montrer que, pour tout entier n > 2 :

P([X1 + Xz =n]) = (n — 1)p*(1 - p)"

On note alors Y la variable aléatoire égale au nombre de Face obtenus sur toute I'expérience.

5. Recopier et compléter la fonction Python suivante, prenant en argument d’entrée le réel p de |0, 1],
et renvoyant une simulation de la variable aléatoire Y.

import numpy.random as rd
def simul_Y(p):
Y=0
nb_Pile = 0
while
if :
nb_Pile = nb_Pile + 1
else :

ll© oo N o jov kw0 e

return Y

‘ =
o

6. Exprimer Y en fonction de X7 et Xo.

7. En déduire I'espérance de Y, la variance de Y et la loi de Y.

Une fois le second Pile obtenu, si 'on a obtenu un nombre n de Face, alors on place n + 1 boules
numérotées de 0 & n dans une urne. On effectue alors un unique tirage dans cette urne et on note U la
variable aléatoire égale au numéro obtenu. On note également V =Y — U.
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10.

11.

12.

13.

Ecrire une fonction Python simul_UV, prenant en argument d’entrée la valeur du réel p de |0, 1],
et renvoyant une simulation du couple (U, V). On pourra faire appel a la fonction simul_Y définie
a la question 5.

Justifier que U(Q2) = N et préciser V(12).

Pour tout k£ € N, déterminer P([U = k).

Montrer que la variable aléatoire U + 1 suit une loi usuelle que 1’on reconnaitra.

En déduire I'espérance et la variance de U.
Montrer que V suit la méme loi que U.

a) Montrer que U et V sont indépendantes.

b) En déduire la covariance du couple (Y, U).

¢) Montrer que le coefficient de corrélation linéaire du couple (Y, U) est égal g
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EDHEC 2021 - Etude d’un jeu, loi géométrique

On dispose de deux piéces identiques donnant pile avec la probabilité p, élément de |0, 1[, et face avec
la probabilité ¢ =1 — p.

Partie 1 : un jeu naif

Deux joueurs A et B s’affrontent lors de lancers de ces piéces de la fagon suivante, les lancers de chaque
piéce étant supposés indépendants :

Pour la premiére manche, A et B lancent chacun leur piéce simultanément jusqu’a ce qu’ils obtiennent
pile, le gagnant du jeu étant celui qui a obtenu pile le premier. En cas d’égalité et en cas d’égalité
seulement, les joueurs participent a une deuxiéme manche dans les mémes conditions et avec la méme
régle, et ainsi de suite jusqu’a la victoire de 'un d’entre eux.

Pour tout k£ de N*, on note X, (resp. Y;) la variable aléatoire égale au rang d’obtention du 1" pile par
A (resp. par B) lors de la k™ manche.

On note, toujours pour k dans N*, E; 'événement « Il y a égalité a la fin de la k®™° manche ».

On note F I’événement « Il y a perpétuellement égalité ».

On note G (resp. H) I’événement « A (resp. B) gagne a ce jeu », et pour tout entier naturel n non nul,
on note G, (resp. H,) P'événement « A (resp. B) gagne le jeu & la n®™° manche ».

1. Etude de la premiére manche.

a) Donner la loi commune & X7 et Y;. En déduire qu’il est quasi-impossible que la premiére manche
dure éternellement. On admet alors qu’il en est de méme pour chaque manche jouée.

Démonstration.

« L’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli indépendantes et
de méme paramétre de succés p (probabilité d’obtenir Pile).

« La v.ar. X (respectivement Y') prend pour valeur le rang du premier Pile obtenu.

On en déduit : X — G (p) (respectivement Y — G (p)).

o Dans la suite, pour tout ¢ € N*, notons :

PZ-A : «le joueur A a obtenu Pile lors du ™€ tirage »
PiB . «le joueur B a obtenu Pile lors du i®™¢ tirage »
C : «la premiére manche dure éternellement »

On introduit de maniére similaire les événements FiA et FZ-B. On a alors :
L’événement C' est réalisé
< La premiére manche dure éternellement
& A obtient Face au 1°' tirage ET B obtient Face au 1°" tirage
ET A obtient Face au 2°™° tirage =~ ET B obtient Face au 2°™° tirage
ET A obtient Face au 3°™° tirage =~ ET B obtient Face au 3°™° tirage

& A obtient Face éternellement ET B obtient Face éternellement
“+o0 —+oo B )

& N F est réalise  ET () FF est réalisé
i=1 j=1

c=(am) (G r)
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o Remarquons alors :

“+o00 +00 “+oo
C = (ﬂ F;“)ﬂ(ﬂ FiB> c N FA
=1 =1 =1

1= 3

too +oo +00 .
donc [P(C) = P ( ( n EA> N0 ( ﬂ F;B) ) < P < m FZA) (p(l’l” croissance
=1 i=1 i=1

de lapplication P)

Or, d’aprés le théoréeme de la limite monotone :

“+o0 m
P < N F{‘) = lim P (n F;“)
=1 =1

m—+00
Et :
m m - 3
A\ _ A (par indépendance
¥ <zm1 ki ) B il;ll P(Fi ) des lancers)
m
= Il »p
i=1
= Pmm_>—+>000 (car p € ]0,1])
Finalement :

—+o0
0 < PC) < P< N F;“)zo
=1

On en conclut : P(C) = 0. Il est donc quasi-impossible
que la premiére manche dure éternellement.

b) Ecrire I'événement F; a laide des variables X et Yj.

Démonstration.

L’événement Ej est réalisé
Il y a égalité a la fin de la 1°*® manche
Les deux joueurs ont obtenu leur premier Pile lors du méme lancer

Les v.a.r. X et Y7 prennent la méme valeur

O R

L’événement [X; = Y] est réalisé

E, = X1 =Y]
|

o Donner le résultat permet de démontrer la compréhension et ainsi d’obtenir tous les points
alloués a la question. La précédente rédaction est mise en avant pour permettre la bonne
compréhension des mécanismes en jeu.

« On pouvait aussi remarquer :
L’événement F; est réalisé < Les v.a.r. X; et Y7 prennent la méme valeur
< Il existe ¢ € N* tel que [X1 =] N [Y1 = i] est réalisé

= U [Xi=1] N [Y1 =1] est réalisé
1EN*

Cela permet de conclure : £y = |J [Xqp =14 N [Y1 =1].
1EN* 0
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400
¢) Montrer que P(F7) = 21 P([X1 = ¢]) P([Y1 = i]) et en déduire I'expression explicite de P(F1) en
1=

fonction de p et q.

Démonstration.

La famille ([X; = 1] )ieN*

forme un systéme complet d’événements.
On en déduit, par la formule des probabilités totales :

P([X1=1]) =

fP([Xl—i] n [Xl:Yl])

- E}jp([xl —inli=1))
= g:j P( (X1 =1 ) X ]P’( Y1 =i ) (par indépendance des lancers)

P(E1) = Y P([X1=1i]) xP([Y1=1])

i=1

Commentaire

Si la question précédente peut paraitre difficile de premier abord, la lecture de cette
question éclaire quant au résultat que nous étions censés trouver en question précédente.
On peut en effet, au brouillon, opérer par rétro-ingénierie pour trouver le résultat a
démontrer en question précédente. Il est ici demandé de démontrer :

—+00
P(E1) = 3 P([Xy =) P([Y1 = i])
i=1
Or, par indépendance :
P(X1 =) P([Y1 =1]) =
Finalement, on doit démontrer :
+oo . .
S P([Xi=4n[Y=1])
i=1

Démontrer : £; = |J
1EN*
question fournit donc, a quelques manipulations prés, la réponse a la question précédente.

P(E)) =

(la somme de probabilités doit
(X1 =4 N[Y1= z]) faire penser a la probabilité
d’une réunion !)

[X1 =i N [Y1 = {] permet de démontrer I'égalité au-dessus. Cette

Evidemment, il ne s’agit pas de rédiger la question 1.c) en indiquant : « d’aprés la
question suivante ... ». En revanche, on ne peut reprocher & un candidat d’exploiter
au maximum les informations fournies par le sujet. Il est donc conseillé de bien lire le
sujet afin de vérifier si I’énoncé d’une question ne fournit pas la réponse & une question
précédente.
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e On a alors :

P(E) = 3 P([X=i])P([¥i =i])

i=1
Foo , )
= Y p¢txpg! (car X1 — G (p) et Y1 — G (p))
i=1
2 XX 9i 9
= P aT
i=1
+oo _1
= X (@)
i=1
2 XX oyi
= X (&)
i=0
o1 (d’apres la formule de la somme d’une
- Pz q> série géométrique de raison ¢* € 10,1])
2
p
P(E,) =
« Enfin, on remarque :
1-¢ = 1-(1-p)

= 1-(1-2p+p?)

= Y—Y+2p—p°

= p(2—-p)

= p(1+(1-p) = p(1+q)

¥ P p

1-¢ p(l+q 1+4q

Finalement : P(E;) =

O

d) Justifier sans aucun calcul que les événements G; et H; sont équiprobables. En déduire la
probabilité de G en fonction de p et q.

Démonstration.

e Les joueurs A et B jouent avec deux piéces identiques. De plus, le jeu auquel il participe est
le méme pour chaque joueur notamment car les lancers de piéces sont effectués de maniére
simultanée. Les roles des joueurs A et B sont donc parfaitement symétriques (on pourrait
échanger les noms de ces joueurs sans que cela ne modifie le probléme). Ainsi, le joueurs A et
B ont méme probabilité de gagner la 1" manche.

On en déduit que les événements Gy et Hy sont équiprobables.

« A la fin de la 1°*® manche, seules trois situations sont possibles :
« le joueur A gagne la 1°*® manche. Autrement dit, I'événement G est réalisé.
x le joueur B gagne la 1°" manche. Autrement dit, ’événement H; est réalisé.
x il y a égalité lors de la 1°*® manche. Autrement dit, I'’événement E; est réalisé.

Ces trois événements sont de plus 2 & 2 incompatibles car il n’y a qu'un gagnant en fin de 1°¢
manche et s’il y a égalité c’est qu’il n’y a pas de gagnant.

On en conclut que la famille (El, Gi,H 1) est un systéme complet d’événements.
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o En particulier, on a donc :

P(Ey) +P(Gy)+P(H) =1

donc P(Ey) +2P(Gy) = 1 (car P(G1) = P(Hy))
1
ainsi P(Gy) = B (1-P(Ey))
e
2 1+¢
_ 1 /(A+qg—p
2 1+g¢
1 /A-p+q\ 1 [ 2Z¢q
2 1+¢q 2 \1+4g¢q
On en conclut, a l'aide de la question précédente : P(G1) = %
q

Commentaire \

o La maniére de procéder dans cette question est particuliérement intéressante car elle
permet d’obtenir le résultat sans avoir & effectuer de calculs.

o Il est aussi possible de démontrer ce résultat de maniére plus calculatoire. On re-
marque tout d’abord :
G = [X1 < Y]

Comme ([X1 = k] )k e+ €st un systéme complet d’événements, on en déduit, par la
formule des probabilités totales :

]P)([X1<Y1]) = :Zo:jp([Xlzk‘] N [X1<}/i])

— S R(x=kn k<))

k=1
pacd car [ Son
. X _ (P([Y1>k])=(1—p)*
= Zra-ptix-pf car(Yf%g()p) ) !
= p(1-p) & (1 p%
k=1

+o0 o\ k-1
= pqg >y, ((1-p)?)
k=1
X ok L
= pq ) (q ) (par décalage d’indice)
k=0

1
P41

1

= (]7
Py +g)
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2. Calcul de la probabilité de I’événement G.

a) Ecrire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, 'événement G,, a I'aide des événements
Ej et de I'événement [X,, < Y]

Démonstration.
Soit n > 2. Remarquons :

L’événement G,, est réalisé

& Le joueur A gagne le jeu a la n®™ manche

ET

ET

ET

ET

ET

ET

Il y a égalité a la fin de la 1°™ manche

il v a égalité a la fin de la 2°™° manche

)*me manche

il y a égalité alafindela (n —1

le joueur A obtient Pile avant le joueur B
lors de la n®™° manche

L’événement Eq est réalisé

I'événement Fy est réalisé

I'événement F,,_1 est réalisé . )
(le rang d’apparition du 1¢" Pile du

I'événement [X,, < Y,] est réalisé joueur A est strictement inférieur au rang
d’apparition du 1°" Pile du joueur B)

n—1

& L’événement (| Ejp N [X, < Y,] est réalisé

k=1

n—1
Vn>2, G, = (m Ek> N [Xn < Yy
k=1

b) Pour tout entier k supérieur ou égal a 2, calculer Pg,..ng,_, (Ex) puis en déduire :

n—1
Vn>2, P(G,) = <1iq> 1—(11—q

Démonstration.
Soit k > 2.
o Par des arguments similaires & la question 1.¢), on a :

Penenie 2 (Bk) = Ponens,, ([Xe=Ys])

(par la formule des

+oo
= z; Peinne 4 ( (X = i] ) X Pgin.nE_, ( Ve = i] ) probabilités totales)

- gp([xlzi])xp([ylzz‘]) (%)
_ ) (d’apres la

question 1.c))

Vk’ > 27 PE10~~OE;€,1(E]€) = ]P)(El)
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Commentaire

« Pour valider le résultat précédent, il faut encore démontrer (x) :

Vi€ N, Ppynenme, ([Xe = 1)) = P([X1 = 1])

Soit 7 € N*.

x Sil’événement FyN---N FEy_q est réalisé, c’est qu’il y a égalité entre les joueurs A et B lors

(k — 1)¥® manches du jeu.

x Dans ce cas, I’expérience consiste en une succession infine d’épreuves de Bernoulli indépen-

dantes et de méme paramétre de succes p (probabilité que le joueur A obtienne Pile).

x Dans ce cas, la v.a.r. X prend pour valeur le rang du premier succés de I'expérience.

On en conclut que la loi conditionnelle de X}, sachant ’événement E7 N --- N Ep_q1 est la loi
géométrique de paramétre p (G (p)).

En particulier, comme X; — G (p) :

Vi e N*, Pprenp,  ([Xe=1]) = p(1—p)"" = P([X1=1])

o Cette premiére partie de la question semble assez ardue pour peu que 'on souhaite faire
les choses correctement. Il est difficile de savoir quel était le niveau de détail attendu.
La formulation de la question :

« calculer Pg,n...ng,_, (Ek) »

laisse penser qu’il fallait détailler ’explication et ne pas se contenter de l'affirmation :
Prn.-np._, (Ex) = P(E1).

o Dans I’énoncé, il est précisé que les tirages sont indépendants. Pour autant, cela ne signifie
pas que les manches le sont. Le résultat d’'une manche dépend du résultat de la manche
précédente pour la bonne raison qu'une manche n’est jouée que si toutes les précédentes
ont abouti & une égalité. En particulier, les événements £ N---N E_1 et E ne sont pas
indépendants. On peut tout aussi bien démontrer que les événements de la famille (E;);en+
ne sont pas indépendants. Par exemple, les événements E7 et Es ne sont pas indépendants.

Les événements F; et

FEs sont indépendants P(El A EZ) = P(E1) x P(Es)

(carElﬂEg =Fs

& P(E) = P(Ey) x P(E) puisque Ey C Eq (%))

< 1 =PFE)x1 (car P(Eq) #0)
1+g¢q

& I+qg=1p

& 1+(1-p) =vp

& 2 = 12p

& 1 =09p

Comme p € ]0, 1], on en conclut bien que E; et Ey ne sont pas indépendants.

(¥) Démontrons enfin Fy C Ej.

Supposons Fs réalisé. Il y a donc égalité lors de la 2°™° manche. En particulier, la 2°™¢
manche est jouée. Cela démontre qu’il y a eu égalité lors de la manche précédente.

Ainsi, I’événement F; est réalisé.
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e Soit n > 2. D’aprés ce qui précéde :
P(Gn)

- P <:rj By O [X, < Yn]>

(par la formule des

= P(E1) x Pp, (B2) X ... X PEinenBys (En-1) X PEin-nB, ( [Xn < Yn]) probabilités composées)

(d’apres le

= P(E1) x P(E1) x ... x P(E1) x Pgyn.ng, . ([Xn < Y2]) point précédent)

= (P(El))nil X Pgn-nE._, ( [Xn < Yn])

o Comme ([Xn = 1] )Z ey €st un systéme complet d’événements, on en déduit, par la formule
des probabilités totales :

]P)ElﬁmﬁEn71 ( [Xn < Yn] )

+oo
= 2 Peinone., ( [(Xn =] N [Xn <Y )
=1

= ""ZOO IP)Elﬂ...ﬂEn_l ( [Xn = Z] N [Z < Yn])

=1
T . . (car X, et'Y, sont
= Z; Pein-nE.- ( (X = 1] ) X Prin-ne, ( [0 <Y ) indépendantes)
+o0o
= Y P([X1=1])xP([i <Yi]) (d’apres le point (%) précédent)
i=1

- EOP([Xlzi] N i <yl

=1

(par la formule
des probabilités totales)

Finalement : Vn > 2, Pg,n..np,_, ([Xn < Ya]) = P(G1).

e On déduit de ce qui précéde que pour tout n > 2 :

P(G,) = (P(El))n_l X Pryrong, ([Xn < Ya])

n—1
(iFa) o
1+g¢ 1+¢q

n—1

10
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¢) Vérifier que le résultat précédent reste valable pour n = 1.

Démonstration.
e D’une part : P(G;) = % d’aprés la question 1.d).
q
P\ g P \° q q
o D’autre part : = = .
P <1+q) l+gq <1+q> 1+q 1+¢
Le résultat précédent est valable pour n = 1. O

1
d) Exprimer G en fonction des G,, puis conclure, aprés calcul : P(G) = 5

Démonstration.
o Tout d’abord :

L’événement G est réalisé

& Le joueur A gagne lors de la 1°*® manche

0U le joueur A gagne lors de la 2°™€ manche

0U le joueur A gagne lors de la k™ manche

& L’événement G est réalisé

0U I’événement G4 est réalisé

0U I’événement Gy est réalisé

—+o00
< L’événement |J Gy est réalisé
k=1
+oo
G = U Gk
k=1

« Remarquons que pour tout couple (i,7) € N* x N* tel que ¢ # j, on a :
G; N Gj =g

En effet, le joueur A ne peut gagner la partie lors de deux manches différentes (d’ailleurs la
partie s’arréte lors de la victoire d’un joueur).

11
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o Ensuite :

P(G) = IP’(_

“+o00

= > P(G)
k=1

_ JFZO:O P )kl q
k=1 +4q 1+gq

(car (Gi)ken+ est une famille
d’événements 2 a 2 incompatibles)

(par décalage d’indice)

(en reconnaissant la somme d’une
( P ) série de raison - € 10,1])
~\THe 1

On a bien : P(G) =

O

e) Expliquer comment obtenir la probabilité de ’événement H : « B gagne & ce jeu » et en déduire

que le ce jeu a presque stirement une fin, c’est a dire que P(E) = 0.

Démonstration.

On procéde comme en question 1.d).

o Les roles des joueurs A et B sont parfaitement symétriques. Ainsi, le joueurs A et B ont méme
probabilité de gagner le jeu.

‘ On en déduit que les événements G et H sont équiprobables.

Commentaire

+oo

« H = Hy,
k=1
1

(

x Vn =2, Ppinnp,, ([Xn > Y,]) = P(Hy),

n—1
p ) q
1+gqg 1+4q’

Ce qui est accepté en question 1.d) doit 1’étre aussi ici. Cependant, la formulation
de la question est ici bien différente et il est donc possible qu'une autre réponse soit
attendue. Afin de déterminer P(H), il est aussi possible de suivre la démarche des
questions 2.a)b)c)d). Plus précisément, on démontre :

n—1
x Vn>2, H, = <ﬂ Ek> N [Xn>Yn],
k=1

12
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o Lors de la partie, seules trois situations sont possibles :

x le jeu ne prend jamais fin car il y a égalité a4 chaque manche ou car une manche dure
éternellement. Autrement dit, I’événement E est réalisé.

x le jeu a pris fin et le joueur A a remporté la partie. Autrement dit, I’événement G est réalisé.
x le jeu a pris fin et le joueur B a remporté la partie. Autrement dit, ’événement H est réalisé.

Ces trois événements sont de plus 2 & 2 incompatibles car s’il y a égalité il n’y a pas de gagnant
et s’'il y a un gagnant en fin de partie, il ne peut y en avoir qu'un seul.

On en conclut que la famille (E G, H ) est un systéme complet d’événements.

« En particulier, on a donc :

P(E)+P(G)+P(H) =1
donc P(E)+2P(G) = 1 (car P(G) =P(H))

1
ainsi P(E) = 1-2P(G) = 1—25 =0

On a bien : P(E) = 0. 0

Partie 2 : un autre jeu

En paralléle du jeu précédent, A parie sur le fait que la manche gagnée par le vainqueur le sera par un
lancer d’écart et B parie le contraire.
pPq

montrer : P([Y; = X1 +1]) = ——.

3. a) Alaide du systéme complet d’événements ( [X; = i]) T+
q

1EN*?

Démonstration.
Comme ([X; =1]),_y.
probabilités totales :

est un systéme complet d’événements, on en déduit, par la formule des
+oo
P(i=X1+1]) = Y P([Xi=dnY=X1+1])
i=1
+oo
= YP([Xi=inYi=i+1])
i=1

= %OP([X1=i])xP([Y1:¢+1]) (car X1 et Y1 sont
i=1

indépendantes)
+oo - )
= X p(d-=p) xp(l-p)
i=1
2 T 2i—2
= p(1-p) 2 (1—p)*~
i=1
9 +o00o ovi—1
= 1°q 3 (&%) (carq=1-p)
i=1
+o0 i
= plq¢ )y (q2) (par décalage d’indice)
i=0
1 (en reconnaissant la somme
= p’q £ d’une série géométrique de

raison ¢* € 10,1[)

g 1 Pq

Finalement:[P’([leXl—{—l]) =p QM(1+q) =114 .
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b) En déduire la probabilité u que I'un des deux joueurs gagne a la premiére manche par un lancer
d’écart.

Démonstration.

o Notons D l'événément : « I'un des deux joueurs gagne a la premiére manche par un lancer
d’écart ». On a alors :

L’événement D est réalisé

< L’un des deux joueurs gagne a la premiére manche par un lancer d’écart

3

Le joueur A gagne par un lancer d’écart

0U Le joueur B gagne par un lancer d’écart

& Le joueur A obtient Pile un lancer avant le joueur B

0U le joueur B obtient Pile un lancer avant le joueur A
& L’événement [Y7 = X7 + 1] est réalisé
0U Dévénement [X; = Y] + 1] est réalisé

< L’événement [Y1 = X + 1] U [X7 = Y] + 1] est réalisé

Onendéduit: D=[Y1 =X;+1] U [X1 =Y, +1].

o Par ailleurs, comme ([Y1 =1 )l cn- €st un systéme complet d’événements, on en déduit, par

la formule des probabilités totales :
+oo
S P(Yi=dn[Xi=Y1+1])
i=1

P([X1=Y1+1]) =
— ip(m:z’]m[&ziﬂ})

_ = . Iy (car Y1 et X1 sont
- z; P =1]) < P([Xh =i+1]) indépendantes)

= ip(l—p)i‘l xp (1-p)

(en reconnaissant le calcul
de la question précédente)

P([vi = X1 +1])

P([X1=Y1+1]) = P(["1 = X1 +1])

o Finalement :

P(D) = ]P)([leXl—i-l] U [Xl—Y1+1])
= P(M-Xi=1U[V1-X =-1]) N
= B(i- X =) R - Xy =) i enements B - XS
= P(Mi=X1+1]) +P([X1 =Y +1])
_ ., Dq
2m
w=P(D) =2 %qq

14
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Commentaire

« En question 3.a), il est demandé de déterminer P([Y; = X1 +1]). Or :

[H:Xl—i-l] = [Y1—X1:1]

Présenté ainsi, on comprend que cette question n’est rien d’autre qu’une illustration
de la technique premettant de calculer la loi d’une somme (en I'occurrence différence)
de v.a.r. .

« En question 4.a), il est demandé de déterminer P(D). Or :

D=M-X1=1JuW-X=-1] = [[V1 - X1| =1]

Présenté ainsi, on comprend que cette question n’est rien d’autre qu’une illustration
de la technique premettant de calculer la loi d’une somme (en I'occurrence différence)
de v.a.r. .

J:]

4. a) Utiliser les événements Ej, pour écrire I'événement K, « I'un des deux joueurs gagne a la n®™e
manche par un lancer d’écart », ceci pour tout n de N*.

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : K1 = [|Y1 — X1| = 1].

e Soit n > 2. Remarquons :

L’événement K, est réalisé

< L’un des deux joueurs gagne & la n®™® manche par un lancer d’écart

g
ET
ET
ET
4

ET

ET

ET

Il y a égalité a la fin de la 1° manche

il v a égalité a la fin de la 2°™° manche

il y a égalité & la fin de la (n — 1)®™¢ manche
I'un des deux joueurs obtient Pile un lancer avant I'autre lors de la n°™¢ manche

L’événement F; est réalisé

I’événement Eo est réalisé

I’événement FE,,_1 est réalisé

Iévé Y.—- X, =1 calisé
événement [[Y, nl J est réalisé des deuz joueurs different de 1)

n—1

& LDévénement [ Ep N [|Yn — Xn| = 1] est réalisé
1

k=

n—1
V=2 K, = () BN [|[Yn— Xa| =1]
k=1

(les rangs d’apparitions du 1°" Pile

15
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b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de P (K,,).

Démonstration.
« Tout d’abord, d’aprés la question 3.b) : P(K;) = u = 2 %
q
e Soit n 2 2.
P = () B Y- ) = 1)

(par la formule des
probabilités composées)

(0
(I

n—1
_ (1iq> Pein.nE, . ( [V, — X,| = 1}) (d’apres la question 2.b)

N Ek) Panom s ([[Ye = Xul =1])

n—1 (en mettant en place un
= (p) P([|Yy — X4| =1]) raisonnement similaire a celui

144 de la question 2.b))
~1
= 2p P ' 4 (d’apres la question 3.d))
1+g¢ 1+4¢
= 2pP(G,)

En remarquant que cette formule est valide au rang 1, on conclut : Vn € N* P(K,,) = 2p P(G,).

|
5. Donner finalement la probabilité de ’événement K : « A gagne ce pari ».
Démonstration.
« Tout d’abord, par des arguments similaires & la question 2.d) :
+00
K = U K;
o On en déduit :
+oo
P(K) = P| U K;
j=1
B Jio P(K;) (car (Kj)jen+ est une famille
a = d’événements 2 a 2 incompatibles)
+00
= 2p Y P(Gj) (d’apres la question précédente)
j=1
= 2pP(G)
. 1
Finalement : P(K) = 2pP(G) = 2p§ =p.
O
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Partie 3 : informatique

On rappelle que la commande grand(1, 1, 'geom', p) permet a Scilab de simuler une variable
aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p.

6. Compléter le script Python suivant pour qu’il simule 'expérience décrite dans la partie 1 et affiche
le nom du vainqueur du premier jeu ainsi que le numéro de la manche a laquelle il a gagné.

1

[ CRT R
= > 0T
I

while X
X:
Y=

rd.geometric(p)
rd.geometric(p)

Cc =

l© Joo N & |u

S

if X <Y :

float (input (’entrez une valeur pour p :’))

else

-
[N

=
N

print(c)

‘»—l
o

Démonstration.

1
rd.g
rd.g
while X
X =
Y =
c =

=< X o T
o

0 o N (& jor s jw o e

prin
else

e e e
[ N = (=)

print(c)

eometric(p)
eometric(p)

rd.geometric(p)
rd.geometric(p)
c+l

if X <Y :

t(’Le vainqueur est A’)

print (’Le vainqueur est B’)

float (input (’entrez une valeur pour p :’))

O

7. Compléter la commande suivante afin qu’une fois ajoutée au script précédent elle permette de
simuler le deuxiéme jeu et d’en donner le nom du vainqueur.

if

‘ =
IS

‘b—\
ot

else :

5

‘b—l
I

print (’A gagne le deuxiéme jeu’)

Démonstration.

if X=Y+1lory
print(’A gagne

‘»—A
IS

[
ot

else

5|

print (’B gagne

‘ =
IS

X+1
deuxiéme jeu’)

deuxiéme jeu’)

17
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EDHEC 2015 - intégration, séries, couple de v.a.r. discrétes, loi géo-
métrique, loi uniforme discréte, expérience en deux étapes

Partie I

Dans cette partie, = désigne un réel de [0, 1].

1. a) Mont VENO</¢ " dt < 1><1
. a) Montrer : Vm , — :
Sl 1=27 T 1—22 " m41
Démonstration.
Soit m € N.
m
« Remarquons tout d’abord que la fonction f,, : ¢t — 1—2 est continue sur le segment |0, x].
x tm o
Ainsi, I'intégrale / (=) dt est bien définie.
0 _
« Soit t € [0, z].
0 < t < =z
donc 0 < 2 < 2 (par croissance de la fonction
= = x> 22 sur [0, +o0[)
ainsi 0o > {2 P—
d’out 1 > 1-¢ > 1-4?
1 1 (par décroissance de la
i 1 < < — . .
s I T fonction inverse sur ]0,+00])
tm tm

enfin 0 < t" < (cart™ > 0)

<
1—¢2 = 1—g2

Par croissance de 'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

/ 0dt < / 72(175 < / 2dt
0 0 1-—1¢ 0 l1—=z

0

Enfin :

[ e = [
0 1—=x 1—=x 0

1 1
— +1
o 1-22 m+1 [+ ]

x

0

1 1
T 1-222mt1l N

1 1 (car ™ <1 et

[ 1 1
1—22 m+1

N

1—22 m+17

. . R 1 1
On obtient bien : Ym € N, 0 < —— dt < X .
0 1—1¢2 1—22 m+1 O

18
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b) En dédui : I
) En déduire que plm T

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

v €N0</x o< 1
m X - 9 X
’ o 1—1¢2 1—22 m+1

Or :
x lim 0=0,

m——+00

1 1

X lim X =0.

m—too 1 —22  m+1

x m
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim —5 dt =0.
m—+too Jg 1—1

Commentaire

Il n’y a pas, dans le programme ECG, de théoréme permettant de passer a la limite
sous le symbole d’intégration. Toute tentative de ce genre révéle donc une mauvaise
compréhension des objets étudiés.

O
k=1
2. a) Pour tout réel t de [0, 1] et pour tout k élément de N*, calculer > #%7.
§=0
Démonstration.
Soit t € [0, 1] et soit k € N*.
k=1 k-1 . 1— (t2)k
Yo=Yy () = — (cart?> #1)
j=0 i=0 1-t
k-1 1 — ¢2k
Vk e N*, Vt e [0,1[, 3 t¥ = ——
=0 1-—t¢
O
k=1 ,2j+1 z 1 42k
b) En déduire : = dt — —— dt.
) ]Ezjﬂ /0 1—¢2 /0 1—¢2
Démonstration.
Soit k € N*. D’aprés la question précédente :
k—1 . 1 — tQk
vt € [0,1], A e —
0L % =5

e On en déduit :
T k-1 T o t2k
29| dt = - dt
/0 (]ZO ) /0 1—12

B o1 g — T2k it (par linéarité de
o 0o 1—1t2 Vintégrale sur un segment)
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« Enfin :
T (k=1 _. k—1 T . ST
/ S dat = % / 2 (i par /lmeamte de

0 =0 = Jo lintégrale sur un segment)
k-1 .
j:() 2] + 1 0
k-1 1 2it1 W

p— N x ‘7 —

];) 27 +1 ( )

k=1 22j+1 T 1 T 42k
En combinant ces deux résultats, on obtient : ) = / dt — / dt.
0 0

2+ 1 112 112
p2+1
¢) Utiliser la question 1. pour montrer que la série de terme général — 1 converge et exprimer
400 m2j+1
> — sous forme d’une intégrale que ’on ne cherchera pas & calculer.
j=0 2j + 1
Démonstration.
Soit k € N*.

o D’aprés la question 1. :

2 dt < 1 X 1
1—¢2 S 1—22 7 2k+1

VEEN, 0 < /
0

dt = 0.

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim 5
k—+oc0 0 1 — t

Commentaire \

« Il était possible de rédiger autrement.

x m
En question 1., on a démontré que 'intégrale / (=) dt est bien définie. On peut
donc noter u,, la quantité définie par cette intégrale. On démontre en 1.a) que la suite
(um) est convergente et de limite nulle. Il en est de méme de toutes ses sous-suites.
En particulier : lim wg,, = 0. Autrement dit :
m—»—+00
T t2m
lim —— dt=0
m—+oo Jg 1 — t2
o On détaille dans le point précédent avec précision les mécanismes permettant d’obtenir
la limite. Mais les arguments de composition de limite ou de changement de variable

(on pose m = 2k) sont tout autant acceptables.

k=1 52j+1
o Ainsi, d’aprés la question précédente, -
P d P J;O 27 +1

admettant une limite finie lorsque k tend vers 4o0.

apparait comme la somme de deux quantités
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2j+1
On en déduit que la série » ; ) est convergente, de somme :
J
400 27+1 T 1 T t2k
Zw, = lim (/ 2dt—/ 2dt>
]:02]+1 k—+oo 0 1—t 0 1—t
x 1 x tQk
= lim — dt — lim —dt
k—too Jog 1—1% k—too Jo 1—12
T
1
= /0 et
220+1 z 1
La série Y, — est convergente, de somme : / —— dt.
2] + ]. 0 1 - t2 D
oo 2j+1 T 42k
d) Conclure : Vk € N, - = / —— dt.
) ];k’ 2] + 1 0 ]. — t2
Démonstration.
Soit k € N*.
220+1

« La série )

- est convergente. On a donc :
27 +1
+oo 27+l k=1 2.2j+1 +oo 27+l

:E +

ggo 27+1 = 2+1 jgk 2j+1

e On en déduit :

+oo p2j+1 +oo 427+1 k-1 ,2j+1
2o T Zoii1 Xaiii
j=k 2]+ j=0 2J + j=0 27 +

_ | g o1 e T g2k i (d’apres la‘ question 2.c)
—t? — 12 o 1—1t2 et la question 2.b))

400 $2j+1 T t2k
Vk € N*, - = —— dt

o Il reste & démontrer cette égalité lorsque k£ = 0.
D’aprés la question 2.¢), on a :

400 l’2j+1 T 1 T t2><0
= — dt = — dt
]2)2j+1 /0 1—1¢2 /0 1—1¢2

On en déduit que I'égalité est aussi vérifiée lorsque k = 0.

+00 1:2j+1 T t2k
Vk € N, = —_dt
j;k 2j +1 /0 1—¢2 O

too 42 _/:v £2k+1 u

On admet sans démonstration que l'on a aussi : Vk € N, Y~ — = —
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Partie 11

Un joueur réalise une suite de lancers indépendants d’une piéce.

Cette piéce donne pile avec la probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité ¢ =1 — p.

On note N la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier pile.

Si N prend la valeur n, le joueur place n boules numérotées de 1 & n dans une urne, puis il extrait une
boule au hasard de cette urne. On dit que le joueur a gagné si le numéro porté par la boule tirée est
impair et on désigne par A I’événement : « le joueur gagne ».

On appelle X la variable aléatoire égale au numéro porté par la boule extraite de 'urne.

3. Reconnaitre la loi de V.

Démonstration.

« L’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli (dont le succés est
lobtention de pile) indépendantes et de méme parameétre p (probabilité d’obtention de pile).

o La v.a.r. N est le rang d’apparition du premier succés de cette expérience.

On en déduit : N < G (p). 0

4. a) Montrer que, si m est un entier naturel, la commande 2 * np.floor(m/2) renvoie la valeur m
si et seulement si m est pair.

Démonstration.

e Si x est une variable, 'instruction np.floor(x) permet d’obtenir la partie entiére par dé-
faut de x.

e Pour tout x € R, on a :
|z] =z < x est un entier

On a alors, pour tout m € N :

m .
= 5 est un entier
& EInEN,@:n
2
< dneN m=2xn

< m est pair

Ainsi, 2 * np.floor(m/2) renvoie la valeur m si et seulement si m est pair. ]

b) Compléter les commandes Python suivantes pour qu’elles simulent N et X puis renvoient 'un
des deux messages « le joueur a gagné » ou « le joueur a perdu ».

p = float(input('Donner la valeur de p :'))
2 N = rd.geometric( ) # simulation d’une loi géométrique
3 X = rd.randint( R ) 7 simulation d’une loi uniforme discréte
4 1if
5 print (" ")
¢ else:
7 print (' ")
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Démonstration.

On rappelle que la v.a.r. N est égale au rang du premier pile et que X est la v.a.r. prenant la
valeur du numéro de la boule tirée. Enfin, rappelons que la partie est gagnée si ce numéro est
impair. Afin de simuler N, X et le résultat de 'expérience, on procéde comme suit.

o Début du programme : initialisation des variables.

x La valeur de la variable p est choisie par I'utilisateur & 'aide de la fonction input.

1 p = float(input('Donner la valeur de p :'))

x En ligne 2, on simule la v.a.r. N a 'aide de la fonction rd.geometric. Comme N < G (p),
il faut écrire :

2 N = rd.geometric(p) # simulation d’une loi géométrique

x En ligne 3, on simule la v.a.r. X a ’aide de la fonction rd.randint. En ligne 2, le nombre n
de boules placées dans I'urne est stockée dans la variable N. Une fois connu ce nombre n, la
v.a.r. X suit une loi uniforme sur [1,n] (plus précisément, il s’agit d’une loi conditionnelle,
voir le commentaire ci-dessous). Pour simuler cette v.a.r. , il faut donc écrire :

3 X = rd.randint(1,N+1) # simulation d’une loi uniforme discréte

o Structure conditionnelle.
Les lignes 4 & 7 suivantes consistent & déterminer si le joueur gagne la partie. Il s’agit alors de
vérifier si le numéro de la boule piochée par le joueur (et stocké dans la variable X) est impair.
On teste cette propriété a 'aide de la question précédente. Rappelons que le test d’égalité se
fait a I’aide du symbole == (le symbole = permet quant a lui de réaliser une affectation).

4 1if X == 2#np.floor(X/2):

Si le numéro est pair, c¢’est-a-dire si la condition précédente est vérifiée, on affiche « le joueur
a perdu » a 'aide de la fonction print. Dans 'autre cas, on affiche «le joueur a gagné ».

print('le joueur a perdu')
else:
print('le joueur a gagné')

Commentaire |

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé
la réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le programme Py-
thon démontre la bonne compréhension de la simulation demandée et permet cer-
tainement d’obtenir la majorité des points alloués & cette question.

[ (]

o On a mentionné dans la réponse que la loi de X dépendait de la valeur prise par la
v.a.r. IN. On peut étre plus précis et rigoureux. Pour tout n € N*, la loi condition-
nelle de X sachant I’événement [N = n| n’est autre que la loi U([1,n]).
Autrement dit :

vk € [, Py (X = H) = —
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5. a)

b)

Donner, pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal a j, la valeur de Pjy_o; ( [X =2k + 1] )

Démonstration.

Soit j € N et soit k > j.

o Silévénement [N = 2j] est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j.
L’urne est alors remplie avec des boules numérotés de 1 a 2j.

« Dans ce cas, I'événement [X = 2k + 1] est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne. Or, comme k > j, alors 2k +1 > 25 +1 > 25.
Il est donc impossible que le joueur pioche une telle boule.

On en déduit : Py—_y; ( (X =2k + 1]) =0. -

Donner, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a j+1, la valeur de Pjy—g; 1] ( (X =2k + 1] )

Démonstration.

Soit j € N et soit &k > 7+ 1.

[’argument est similaire & celui de la question précédente : si le premier pile apparait au rang
27+ 1 alors le joueur ne peut tirer une boule numérotée 2k +1>2(j+1)+1=2j+2 > 25+ 1.

On en déduit : Pjy—gjyq] ( (X =2k + 1] ) =0.

O

Déterminer Py_o;1( [X = 2k + 1] ) lorsque k appartient & [0, — 1].

Démonstration.

Soit j € N et soit k € [0,5 — 1].

o Sil’événement [N = 2j] est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j.
L’urne est alors remplie avec des boules numérotés de 1 a 2j.

« Dans ce cas, 'événement [X = 2k + 1] est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne. Or, comme k € [0,j — 1] alors 2k + 1 € [1,25 — 1] C [1, 2j].

Toutes les boules de I'urne étant piochées avec la méme probabilité, on en déduit :

1

Commentaire \

La notation 2k + 1 désigne un entier impair. Attention cependant & ne pas en tirer de
conclusion hative. L’événement [X = 2k + 1] est réalisé si et seulement si on pioche LA
boule impaire numérotée 2k + 1 de 'urne. Cet événement ne doit en aucun cas étre
confondu avec I'événement As; « piocher une boule impaire dans I'urne contenant les
boules numérotées 1 a 25 ». Cet dernier événement est réalisé si et seulement on tire

une boule portant un numéro de ensemble {1,3,5,...,25—1}. On peut donc I’écrire :
j—1
Ay = U [X =2k+1]
k=0
\ g D
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d) Déterminer Py_y;41)([X = 2k + 1] ) lorsque k appartient a [0, j].

Démonstration.

Soit j € N et soit k € [0, j].

L’argument est similaire & celui de la question précédente.

o Sil'événement [N = 2j + 1] est réalisé, c’est que le premier pile est apparu au rang 2j + 1.

« Dans ce cas, 'événement [X = 2k + 1] est réalisé si et seulement si le joueur pioche la boule
numérotée 2k + 1 dans 'urne (avec 2k + 1 € [1,25 + 1]).

Toutes les boules de I'urne étant piochées avec la méme probabilité, on en déduit :

Piv—gjry ([X =2k +1]) =

2j+1°

Commentaire \

o Le raisonnement étant similaire au précédent, donner directement le résultat permet
certainement d’obtenir I’ensemble des points alloués a cette question.

o La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie au nombre de questions intermé-
diaires présentes dans ’énoncé. Les questions 5.a), 5.b), 5.¢), 5.d), sont destinées a
résoudre la question 6.a). Avoir traité ces questions en amont permet de se focaliser
sur les difficultés inhérentes & la question 6.

Ce découpage présente quand méme certains désavantages :

x il y a une impression de répétition. Les question 5.a) et 5.b) sont assez similaires
et il en est de méme des questions 5.¢) et 5.d).

x la multiplication des questions intermédiaires a tendance a rendre moins lisible
le but du sujet. Ici, les questions 5.a) & 5.d) ne sont pas motivées méme si on

se doute qu’elles sont destinées & aider a traiter la suite du sujet.
\ 7/ D

6. a) Justifier : P([X =2k +1]) = +ZOO P([N =n]) Py ([X =2k +1]).
n=1

En admettant que ’on peut scinder la somme précédente selon la parité de n, montrer :

VkeN, P([X =2k+1]) = £ +f;o ¢ +§O;O Vi
€N, =2k+1]) = © LA :
q \j=k+r1 2J j=k 27 +1

Démonstration.
Soit £ € N.

« La famille ([N = n] )neN*

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P([X =2k+1]) = %OIP([N:n]m[X:%H])
n=1

b (car pour tout n € N*, on a :
_ n;IP’([N:n]) Piy—n ([X = 2k +1]) g ot S0

VkeN, P(IX =2k +1]) = 5 P(IN = n]) Py ([X = 2k +1])

n=1
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« L’énoncé suggére alors de scinder la somme suivant la parité de n.

P([X =2k+1])

= +ZooP([N:n])IP[N:n]([X:2k+1]) + %O P([N=n]) Pnop([X =2k+1])
n=1 n=1
n pair n impair

« Etudions chacune de ces sommes.

+§°jo P([N =n]) Py ([X =2k +1])

n=1

n pair

= +ZOO pg¥~1 x 1 (d’apres la. question 3
j=k+1 2j et la question 5.c))
P +00 q2]

4 2

La ligne (x) est obtenue en constatant que pour j € N :
Jj e 1, +o0f 1<y 1<y
& . & e {k+1<) & {jelk+1,+00
kEe0,j—1] 0<k<j-1 k+1<j

e On procéde de méme pour la deuxiéme somme.

+o0o
> P(IN =n]) Pyey ([X =2k+1])
=1

nyilmpair

= iz P([N =25 +1]) Ppy—gjy ([X =2k +1])

+o00o
= ¥ IP’([N =27+ 1]) ]P’[szjﬂ]([X
i=0
kje 10, 41

- iP([N:%le]) Pin—gji1) ([X =2k +1])

2j+1

(d’apres la question 3
27+ 1 q = 2j+1 et la question 5.c))

—+00 . 1 p+oo q
= Y P X ==
i=k
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« Finalement : o
Jj

P(X=2k+1]) = 2 W
q <541 2J q j=k2j+1

VkeN, P([X =2k+1]) = © +ZOO ¢ +Z°O Vil
€N, =2k+1]) = - =4 :
q \j=kr1 2J j=k 27 +1

b) En déduire : Vk € N, P([X =2k +1]) =

I3
S—
(=]
—_
-
IR
o~
o8
=

Démonstration.

Soit k€ N. On a :

P(X=2%+1]) = ° R S
—ok+1]) = 2 .
q \;= k+1 2] =% 27 +1
P a2kl dt+ ¢ 2k i (d’apres la question 2.d) avec
T og \Jp 1-¢2 0 1—1t2 x =q €[0,1] et la propriété admise)
q t2k+1 tQk
_ P / . t2 dt (par linéarité de l'intégrale)
q Jo -

q t2k t
= p/ g
qa Jo (1—1t) 1+t)

q t2k
= p/ dt
q Jo 1-t

p q t2k
Onabien:VkEN,P([X:2k+1]):q/ 1 tdt.
o 1-—

O
q £2n+2
7. Montrer : lim ———— dt = 0.
@) not Jo T—D2(1+10)
Démonstration.
« Soit t € [0, g]. Alors :
0 < t < g
donc 0 2 —t > —q
ainsi 1 2 1-1¢ 2 1—g¢q
Joit 1 < 1 < 1 (par décrgissance de la
1 1—t 1—g¢q fonction inverse sur ]0,+oo[)
: 1 \? 12 (par croissance de la fonction
puis 1 < — —_— 9
1—t 1—gq u— u® sur [0, +o0[)
t2n+2
Finralement, en multipliant par 57 > 0, on obtient :
t2n+2 t2n+2 1 t2n+2

< < <
14+t (1—1t)2(1+1) (1—¢q)? 1+t
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« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < q) :

q q t2n+2 q 1 t2n+2
0dt < ———dt < — ——— dt
/0 h /0 1-82Q+t) /0 (1-q)? 1+t

1 a 42n+2
: e,
. OI' :
n—-+o0o
q y2n+2
x lim dt = 0 d’aprés la question 1.b).

n—+too Jo 141

q t2n+2

Ainsi, par théoréme d’encadrement : ngrfoo ; m dt =0

Commentaire \

On se sert ici du résultat 1.b). Il était aussi possible de s’en passer en effectuant une

démonstration analogue & la 1.b). En remarquant 0 < < 1, on obtient :

1+t

t2n+2 t2n+2

S Toorarn S Togp

Puis, par croissance de 'intégrale :

q t2n+2 1 1
0 < @t < X
/0 (1—t)2(1+1¢) (1-¢)? 2n+3

et on conclut par théoréme d’encadrement comme en 1.b).
\ 7 D

b) Montrer :

" _ I A SR L
gﬁ“x‘%+””w<ﬂ (R / a—wu+wﬁ)

Démonstration.
Soit n € N.
e On a:
n n p q tQk
SP([X=2k+1]) = ¥ = / dt (d’aprés la question 6.b))
k=0 k=04 Jo 1—t
P q n 2k
= - / (Z > dt (par linéarité de l'intégrale)
q Jo \k=ol-—t

I
3
c\

=]
—_
| | —
~
N
—
||
| =
(Y]
| N—
N
+
[
N———
oW
~
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« Enfin, pour tout ¢ € [0, 4] :

(1" B
1—t 1—t2 ol —t (1-t)(1+t)

1 _ t2n+2 1 _ t2n+2

(1—-t)2(1+1¢)

S P(X=2+1]) = 2
k=0 q

On en conclut, par linéarité de U'intégrale :

</oq (1 —t);(l ki /oq (1 —f)zzﬂ) dt) =

q
¢) En déduire : P(A) = £ /0 (1_t)21(1_|_t)

q

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

A est réalis¢ <

dt.

le joueur a pioché une boule impaire
X prend une valeur impaire

il existe k € N, [X = 2k + 1] est réalisé
oo

U [X =2k + 1] est réalise
k=0

+o0
On en conclut : A= |J [X =2k +1]

k=0

e On en déduit :
P(A)

_ P<+Ljo [X:2k+1]>

k=0

—  lim P([j [X:2k:+1]>

n—-+o0o k=0

= lim f:IP’([X:Qk—irl])

n—-+4o0o k=0

= Ilim =
n—-+o0o q

= lim =
n—-+o0o q

p [1 1
Q/o TEDETE

. </o i [ A—02(1+10) dt)

a 1
/0 (1—1t)2(1+1) d

(par le théoréme de
la limite monotone)

(car les événements de la

famille ([X =2k +1])

sont 2 a 2 incompatibles)
2n+2 (d’apres la question
précédente)

t2n+2

P /q gt (car ces deuz limites
nStoo g Jo =121 +1)

existent et sont finies)

(d’aprés la question 7.a))

On en conclut

:P(A) =

LSS

q 1
/0 (1—-1)2(1+1) dt. [
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8. a) Trouver trois constantes réelles a, b et ¢ telles que, pour tout ¢ différent de 1 et de —1, on ait :

Démonstration.
Soit t € R\ {—1,1}.

_a n b n c
(1—t)2(1+¢t) 1—t 14+t (1—1t)2

« Tout d’abord pour tout (a,b,c) € R :
a_ b L Coa(l-t) A+t +b(1 -t +e(l+1)
1—t 14+t (1-t)2 (1—1)2(1+1¢)
_a—at?’+b—2bt+bt*+c+ct
B (1—-1)2(1+1)
 (a+b+e)+(—2b+c)t+ (—a+b)t?
B (1—1)2(1+1)
e On a alors :
1 b
VtER\{_Ll}a = a + + ¢

— Vte R\ {—

(1—0)2(14t) 1—t 1+t

(1—1)

_ (a+b+c)+ (=2b+c)t+ (—a+b)t?

L a0y

(1—1t)2(1+1¢)

vte R\ {-1,1}, 1= (a+b+c)+(-2b+c)t+ (—a+b)t>
a + b + ¢ =1
— 2b + ¢ = 0
—a + b =0
L;<—L;+L1 a + b+ ¢ =1
- 2b + ¢ = 0
2b + ¢ =1
LgeLHLQ a + b + c = 1
— 2b + c = 0
2c = 1
bk fre+ =
— 4b = -1
2¢c = 1
L1+ 201+ Ly 4CL = 1
<— 4b = 1
2c = 1
1 1 1 1
O lut : Vet e R\ {—1,1 = 4 4 2
wen conclut: ¥t €R\{-L1}, gy =13 Y Y a— e
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b) Ecrire P(A) explicitement en fonction de q.

Démonstration.
o Tout d’abord :
1

P q
P = 7 [ aopars

p (1 [9 1 1 /q 1 1 /q 1 (par linéarité
= = |- — dt+ - —— dt+ - dt _
q <4 /0 1—t 3 o 14+t 3 o (1—1)2 de Uintégrale)

3 IO L A N B
N 1—t ] N 1—¢q¢ 1 l1—-qg 1—g
o Finalement :
P 1 1 1 q
P(A) = = (-= In(1— - In(1 e
@ = 2 (-jma-o+]morg+g L)

1
¢) En déduire : P(A) > 3

Démonstration.

7.

« Tout d’abord, comme p=1—¢ € ]0,1[. Ainsi : 1 — g > 0 et

o Par ailleurs :
1 1-— 2 2 2
m (10 2o (U9 F20) (14 29 o e 29
1—gq 1—gq 1—gq 1—gq

1-— 1
On en conclut : P(A) = q In ( + q> 4
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EML 2014 - tirages avec remise dans une urne, loi uniforme discréte,
convergence en loi

Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1
a n, dans laquelle on effectue une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et 1’on note
X, la variable aléatoire égale au numéro du tirage otl, pour la premiére fois, on a obtenu un numéro
supérieur ou égal au numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la variable X,, prend ses valeurs dans [2,n + 1].

Par exemple, si n = 5 et si les tirages aménent successivement les numéros 5, 3, 2, 2, 6, 3, alors X5 = 4.
Pour tout k de [1,n + 1], on note Ny la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k™ tirage.

Partie I : Etude du cas n = 3

On suppose dans cette partie uniquement que n = 3.
L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

1. a) Exprimer ’évenement [X3 = 4] a 'aide d’événements faisant intervenir les variables N1, Ny, N3.
En déduire P([X3 = 4]).

Démonstration.
Rappelons qu’on effectue n 4+ 1 = 4 tirages successifs (et avec remise) dans 'urne.

o L’événement [X3 = 4] est réalisé si et seulement si c’est le 4°™€ tirage qui a amené, pour la
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

« le numéro obtenu au 2°™¢ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.
« le numéro obtenu au 3°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 2°™¢ tirage.
« le numéro obtenu au 4™ tirage est supérieur ou égal a celui obtenu au 3™ tirage.

Les 3 premiers tirages constituent donc une séquence strictement décroissante d’entiers de
I'ensemble [1,3] (I'urne ne contenant que les boules 1, 2 et 3).

On a donc forcément obtenu 3 au premier tirage, 2 au 2°™€ et 1 au 3°™°.

(le numéro obtenu au 4°™° tirage sera alors forcément supérieur ou égal a 1)

Ainsi : [Xg = 4] = [Nl = 3] N [Nz = 2] N [Ng = 1].

Commentaire

« Il est & noter que la décomposition de I’événément [X3 = 4] démontre la bonne compréhen-
sion et permet donc, & elle seule, d’obtenir la totalité des points alloués sur cette étape.

« Sur un exercice de probabilités discrétes, il faut prendre le temps en début d’énoncé de bien
comprendre 'expérience aléatoire et les v.a.r. en présence. C’est aussi le but de la rédaction
précédant la décomposition de I’événement : prendre le temps de caractériser la réalisation
de I’événément permet de rentrer dans le sujet.

\.

e On en déduit :
P([X5=4]) = P([NM=3]N[Na=2]N[N3=1])

(par indépendance
des tirages)

1 1 (car pour tout i € [1,3],
327 N; = U([1,3]))
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2
b) Montrer que P([X35 =2]) = 3 et en déduire P([X3 = 3]).

Démonstration.

o L’événement | X3 = 2| est réalisé si et seulement si c’est le 2°° tirage qui a amené, pour la
3 y
premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que le numéro obtenu au 2°™¢ tirage est supérieur ou égal & celui obtenu au
1" tirage (les numéros obtenus aux 3°™¢ et 4°™¢ tirages ne sont pas contraints). Trois cas se
présentent :

x si on a obtenu 1 au premier tirage :

alors on a pu tirer n’importe quel numéro au deuxiéme tirage.

x si on a obtenu 2 au premier tirage :

alors on a tiré les numéros 2 ou 3 au deuxiéme tirage.

x si on a obtenu 3 au premier tirage :

alors on a obligatoirement tiré le numéro 3 au deuxiéme tirage.

Ainsi :
X;=2 = [lel]ﬂ([szl]U[N2:2]U[N2:3]>
U [lez]m(m:z]uwgzg])
U [les]m([zvgzg])
- ([lel]mQ)U([Nl:2]0[N2>2]>U([N1:3]0[N2:3})

X5 =2 =M =1]u (M =2In[N > 2] ) u (¥ =3]n [N, = 3])
o On en déduit :
P([X3=2])

= P([Ni=1]) +P([N=2]) x P([Ny >2]) +P([N1 =3]) x P([N2 = 3]) gizrt;’}a‘;iij“dame

_ 1, r.2 1.1 _3+2+1 6 _ 2 (pour tout i € [1,3],
-~ 3 " 373 " 373" 9 T 9 3 N; — U([1,3]))
2
P([Xs=2]) =3

o La famille ([X3 = ] )Z.:[[2 4 ©st un systéme complet d’événements. On en déduit :

P([X5=2]) +P([X5=3]) +P([X5=4]) = 1

Et ainsi :
P([X3=3]) = 1-P([X3=2])-P([X5=4])
B 12
-7 21 3

33



E2A Mathématiques

2. Calculer I'espérance de X3.

Démonstration.
e La v.a.r. X3 admet une espérance car elle est finie.

« Par définition :

E(X3) = 2xP([X3=2])+3xP([X3=3])+4xP([Xs5=4])

2 8 1
9% Z 3% 4
Xg e Xgr A Xy

36 +24+4 64

27 27

64

Partie II : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

3. Pour tout k de [1,n + 1], reconnaitre la loi de Ny et rappeler son espérance et sa variance.
Démonstration.
Soit k € [1,n + 1].

« A chaque instant k, ’expérience consiste au tirage d’une boule dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n. Cette expérience posséde donc n issues équiprobables.
La v.a.r. Ny désigne le numéro obtenu lors de ce tirage.

On en déduit : Ni — U([1,n]).

« La v.a.r. N posséde une espérance et une variance car suit une loi usuelle.

n—+1 n?—1

De plus : E(Ng) = 5 et  V(NVg) = G

4. Calculer P([X,, = n+ 1]).

Démonstration.

o L’événement [X,, = n + 1] est réalisé si et seulement si c’est le (n+ 1) tirage qui a amené, pour
la premiére fois, un numéro plus grand que le numéro tiré au tirage précédent.
Cela signifie que :

x le numéro obtenu au 2°™¢ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.

X ...

« le numéro obtenu au n®™® tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (n— 1) tirage.
« le numéro obtenu au (n + 1)®™¢ tirage est supérieur ou égal & celui obtenu au n®™ tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des n premiers tirages forment une séquence strictement décrois-
sante. On en déduit, comme en question 1.a) :

Xp=n+1=[N=n]N...0[N, =1]

n
On en déduit, comme en question 1.a) : (X, =n+1]= ) [N;=n+1—1].
i=1
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e On en déduit :

P([Xn=n+1]) = MéﬁM:n+l—m
B 0 i (par indépendance
B zl;[1P( [Ne=n+1-1) des tirages)
L " (car pour tout i € [1,n],
B il;lln a (”) Ni = U([1,n]))
1 n
P([X,=n+1])= (-
B D

5. Montrer, pour tout i de [1,n] : Py, —([Xn =2]) = ————

Démonstration.

Soit i € [1,n].

Si ’événement [N = i] est réalisé, c’est que 1'on a obtenu la boule numérotée i lors du 1 tirage.
L’événement [X, = 2] est alors réalisé si on a obtenu une boule portant un numéro supérieur ou
égal & i lors du 2°™° tirage, c’est-a-dire portant un numéro dans I’ensemble [i, n].

Il y an —17¢4 1 boules vérifiant cette condition.

Chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on en déduit :

. n—i+1
Vi € [[1,71]], P[lei}([Xn = 2]) = —

Commentaire

o On pouvait aussi effectuer cette démonstration en revenant a la définition de probabilité condi-

tionnelle :
]P)([Nl =i N[Xy = 2])

P([Ny = i])

Py, =i ([Xn = 2]) =

L’événement [N1 = i] N [X,, = 2] est réalisé si et seulement si on a obtenu la boule numérotée i
au 1° tirage et une boule portant un numéro supérieur ou égal lors du 2°™¢ tirage. Ainsi :

[lei]ﬁ[Xn:Q]:[lei]ﬂ[igNgén]

. ) par indépendance
= P([N1=4]) xP([i <N2<n]) c(les tirages)

= P([N=1]) xIP’(kQ [Ny = K])

Enfin, les événements de la réunion étant 2 & 2 incompatibles, on en déduit :

n

P(U a=H) = S B(No=H) = 3. n—itl

1
k=i k=i k=i T n

m
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6. En déduire une expression simple de P( [X,, = 2]).

Démonstration.
La famille ([N =1i]), 1,
D’apreés la formule des probabilités totales :

est un systéme complet d’événements.

P([X,=2]) = P([N1=i]N[X,=2])
i=1
n , (car pour tout i € [1,n],
= S P([N;=1]) x Py, ([Xn =2 .
;:1 ([N1=1]) [Nl—Z]([ 1) P([Ny=1i]) #0)
B il n—i+1 (d’apres la question
=0 n précédente)
= Z# (en posant j =n—i+1)
j=1
1 a1 n(n+1) on+1
- n? ngj - n? 2 2
n+1
P(|X,=2])=
(1 1) ==, 0

7. Soit k € [2,n]. Justifier 'égalité d’événements suivante : [X,, > k] = [N1 > Na > ... > Ng].
P 1 /n

En déduire que P([X,, > k]) = F <k>

Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

Démonstration.

o L’événement [X,, > k] est réalisé si et seulement si la boule portant un numéro supérieur ou égal
au celle du tirage précédent est tirée au mieux lors du (k + 1)®™ tirage.
Cela signifie que :

x le numéro obtenu au 2°™€ tirage est strictement plus petit que celui obtenu au 1°* tirage.
X e
x le numéro obtenu au k°™° tirage est strictement plus petit que celui obtenu au (k —1)®™° tirage.

Ainsi, les numéros obtenus lors des k premiers tirages forment une séquence strictement décrois-

sante. On en déduit : [X, > k] = [N7 > No] N [Na > N3] N ... N [Nyp_q > Nyl

Commentaire

L’énoncé présente P'écriture [N; > Na > ... > Nil.

« Rappelons tout d’abord que le symbole > est utilisé pour représenter la relation binaire
liant 2 réels a et b : on note a > b si a est strictement plus petit que b. Du fait du caractére
transitif de cette relation, on se permet I’abus de notation : a > b > ¢ oul ¢ est un réel.
Rappelons : a >b>c < (a>b ET b> c).

o Ces rappels étant faits, revenons a I’événement considéré :

[N1 > Ny > ...> Ny
= {weQ| Ni(w) > No(w) >...> Ni(w) }
= {weQ| Ni(w) > No(w) ET No(w) > N3(w) ET ... ET Np_1(w) > Ni(w)}
= {weQ|N(w)>Nw) }tn...n{weQ| Ny_1(w) > Np(w)}
= [N1 > No|N [Ny > N3|N...N[Ng_1 > Ng]
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o L’événement [X,, > k| est réalisé par tous les (n + 1)-tirages commengant par une séquence stric-

tement décroissante de k entiers.
Un tel (n + 1)-tirage est entiérement déterminé par

x les k premiers entiers formant une séquence strictement décroissante : < k) possibilités.

En effet, une k-séquence strictement décroissante d’entiers de [1,n] est entiérement déterminée
par le choix des k entiers différents de [1,n] constituant cette séquence. Une fois ces k entiers
choisis, ils sont rangés dans l'ordre décroissant, ce qui ne forme qu'une seule k-séquence.
Autrement dit, une partie a k éléments de I'ensemble [1, n] fournit une et une seule k-séquence
strictement décroissante d’entiers de [1,n]. Il y a donc une bijection entre 1’ensemble des k-
séquence strictement décroissante et 'ensemble des parties a k éléments de [1,n].

« le (k + 1)®™m€ glément : n possibilités.
X o

« le (n 4 1)°™me ¢lément : n possibilités.

Il y a donc en tout <Z> p(FD—(k+1)+1 — (Z) n" 17k tels (n + 1)-tirages.

L’univers €, formé de tous les (n + 1)-tirages est de cardinal : Card(Q)) = n"*1.

On en déduit :
Card ([X, > k])

) =k 1 n
nntl T ok \k

P([Xn>K)) = Card ()
1 /n
P([Xn > k]) = nk(k’)
« Vérifions maintenant que cette formule est aussi vérifiée en k =0 et k = 1.
x Sik =
- D’une part : 1<n> =1.
n9 \ 0
- D’autre part : [X,, > 0] = Q car X, est & valeurs dans [2,n + 1].
Ainsi, P([X, >0]) =P(Q) = 1.
x Sik =]
- D’une part : 11<n> = 1 n=1.
nt \1 n

- D’autre part : [X,, > 1] = Q car X, est a valeurs dans [2,n + 1].

Ainsi, P([X, >0]) =P(Q) = 1.

La relation est vérifiée pour k =0 et k = 1.

Démonstration.
Soit k € [2,n + 1].

O
8. Exprimer, pour tout k € [2,n + 1], P([X,, = k]) a 'aide de P([X,, > k — 1]) et de P([X,, > k]).
Remarquons tout d’abord que, comme X,, est & valeurs entiéres :
(X >k —1]=[X, =k]U[X, > kK]
Les événements [X,, = k] et [X,, > k| sont incompatibles. On en déduit :
P([X, >k —1]) =P([X,, = k]) + P([X,, > k])
Ainsi : P([X,, = k]) = P([X,, > k — 1]) — P([X,, > k]). -
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n

9. En déduire : E(X,,) = > P([X,, > k]). Calculer ensuite E(X,,).
k=0

Démonstration.
o La v.a.r. X,, admet une espérance car elle est finie.

e De plus:

n+1
= 2 kP([Xn =k])
k=2

n+1

= > < P([X, >k —1]) — P([X, > k])) (d’apres la question précédente)
k=2
nt1 n+1
= > EP([X,>k—-1])— > kP([X, > k] (par linéarité)
k=2 k=2
n n+1
= > (k+1)P([X,>k]) — EP([X, > k]) (par décalage d’indice)
k=1 k=2
n n n+1
= > kP([X,>k])+ D P([Xn>k])— > kP([X, > k] (par linéarité)
k=1 k=1 k=2

= 1><IP’([Xn>1])+§:kIP n>k])+§:IP’([Xn>k])—<§:k]P> n>k]+(n+1)IP’([Xn>n+1])>
k=1

= P([Xn>O0)+ Y P([Xn > k) — (n+ 1) P([(Xn>n+1])  (car [Xn>1]=Q=[X,>0])
k=1

n

= Y P([X, > k) — (n+1) P(X>n=FT1]) (car [Xp, >n+1]=2)

k=0

Commentaire

La démonstration consiste & démontrer un résultat de type somme télescopique.
On pouvait faire apparaitre directement une telle somme en remarquant :

EP(X =k])=(k—-1)P(X >k—-1]) -k P(X >k]) +P([X >k —1))
Ainsi, par sommation et linéarité :

n+1 n+1 n+1
S EP(Xa=k) = 3 ((k=1)P(Xa>k—1) =k P(Xy > &])) + 3 P([Xy >k~ 1)
k=2 k=2 k=2
@D P(X > 2-1]) = (1 1) P(Xn > n 1) + 5 P([Xn > & — 1])
k=2

= —(n+1) P(X, >n+1])+ > P([Xn > k] (par décalage d’indice)
k=0
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o Il reste & effectuer ce calcul de somme.

E(X,) = 3 P([X. > k)

no1
= Y = <n> (d’apres la question 7)

14 1 " (d’apres la formule
B n du binéme de Newton)

THEC) |

—1 1
10. Montrer : Vk € [[2,n+1]],P([Xn:kD:kk<n+ )
n

Démonstration.
Soit k € [2,n + 1]. Notons tout d’abord que, d’aprés la question 8. :

(X, = K]) = P(X, >k — 1)) — P([X, > k])
Deux cas se présentent.

x Si k € [2,n] : on raisonne par équivalence.

nk k
N E—1(n+1\ 1 n 1 /n (d’aprés la question 7. avec

nk k okl k-1 nk \ k k—1e[l,n—1] etk € [2,n])

1
< (k—1) <n;€i— > = n(k ﬁ 1) - (Z) (en multipliant par n* > 0)
o k n+1 n+1\ n _(n
k E) T "k-1) \k
n nal n n (en appliquant ’égalité
— = — —1

< (n+1)<k‘1> < k > n(k:l) (k;) k(?) :m(z_1> enm=n+1)

« o i1 +<kﬁ1>_<n_l:1) - i1 _<Z)
N <kf 1) +<Z> — <"Zl> (en réordonnant)

La derniére égalité n’est autre qu'une instance de la formule du triangle de Pascal.
La derniére égalité étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

nk k

-1 1
Ainsi, pour tout k € [2,n] : P([ X, =k]) = k-1 (n + )

39



E2A Mathématiques

x Sik=n-+1:

- D’une part :
car X, est a valeurs
P((Xn=n+1]) = P([Xn>n]) - P(Xp>nF1]) c(lcms [2,n+1])

1 1
= — <n + > (d’apres la question 7.)
n n

k-1 (n+1\ (n+1)—-1 (n+1\  n
nk k - nntl n+1)  npntl

Ainsi, la propriété est aussi vérifiée en k = n + 1.

- D’autre part :

Partie III : Une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie a la suite de variables aléatoires (X, )n>2.

11. Soit k un entier fixé supérieur ou égal & 2. Montrer : lim P([X,, = k]) =
n—00 k!

Démonstration.

Soit k > 2 et soit n > k.

(on peut prendre n aussi grand que souhaité car on s’intéresse a la limite lorsque n tend vers 4+00
d’une quantité dépendant de n)

D’aprés la question précédente, comme k € [2,n + 1] :
k—1(n+1
Px=i) = (M)

k-1 (n+1)!
nk Kkl ((n+1) —k)!

+1)!
k—1 (rlerlf)k)!

k! nk

k=1 n+1)nn—1)... ((n+1)—(k—1))
k! nk

k—1nk k-1

~

n
n—+00 ki' nk a k"

En effet, le numérateur apparait comme produit de k termes tous équivalents, lorsque n est dans
un voisinage de +o00, a n.

-1 -1 -1
Comme nll)liloo kk! :kT, on a bien : ngrfoo P([X, =k]) = kk! : -
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12. Montrer que la série ) x

k>2
On admet qu’il existe une variable aléatoire Z a valeurs dans [2, +oo[ telle que :

converge et calculer sa somme.

k—1
vk € [2,+ool, B((Z = k) =
Démonstration.
Soit N > 2.
N k-1 N ok N o1
&S W T SH SH
N 1 1
= LGl A
=2 ( )Ly
N-1 1 N 1
= o S = (par décalage d’indice)
=1 kb =k
N1 N 1
(4G4
<k:0 Lo =0 k! O 1
N-1 1

+1 — el—el+1=1
k:Ok! N—+oo

Cette limite est obtenue en reconnaissant les sommes partielles d’ordre N — 1 et N de la série
exponentielle de paramétre 1 qui est une série convergente.

s L. k-1 too k— 1
On en déduit que la série ) est convergente, de somme » =1.
is2 k! = k!

Commentaire \

« On prétera toujours attention a la formulation des questions de ’énoncé. Une question du
type « cette série est-elle convergente 7 » suggére que la série en question ne 'est sans doute
pas. On orientera donc ses recherches en ce sens dans un premier temps.

o Pour une question du type « montrer que cette série est convergente » sans que le calcul
de somme soit demandé, on pensera en priorité & un théoréme de comparaison des séries &
termes positifs.

« Ici, on est confonté & la question « montrer que cette série est convergente et calculer sa
somme ». Le calcul de la somme (comme limite de le somme partielle) démontre la conver-
gence et fournit le résultat du calcul demandé. C’est cette méthode qu’il faut regarder en
priorité pour ce type de questions.

« La deuxiéme partie de la question aurait pu étre formulée sous la forme « démontrer que la

suite (%)]@2 fournit une loi de probabilité ». Il s’agit alors de démontrer :

k1 oo k-1
vk > 2, >0 t =1
k! X

C’est bien le cas ici. On considére alors une v.a.r. Z discréte qui suit cette loi.
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13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et lirf E(X,).
n—-+0o0

Démonstration.

o La v.ar. Z admet une espérance si et seulement si la série ) k]P’( [Z = k:]) est absolument
k=2
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit N > 2.

N N k-1
SEP(Z=H) = ¥k
k=2 k=2
N k-1
= L0on
= (k—1)!
N 1
= Z —
j—o (k—2)!
N—2
= - (par décalage d’indice)
=0 k!
N-2 1
Or: — —— e! en reconnaissant la somme partielle d’ordre N — 2 de la série exponentielle

k=0 k! No+oo
de paramétre 1.

Ainsi, la v.a.r. admet une espérance et E(Z) = el

o Par ailleurs, on a vu en question 9. :

%) = (1+1)" = exp oin 1 1))

1 1
Or:nln<1+> ~ n—=1
n n—-+4oo n
On en déduit, par composition de limite :
lim E(X,) = Ili m(1+2)) = ¢
noo o T A SR n)) = ¢

Ainsi, E(Z) = lim E(X,).

n—-+0o

Commentaire \

On a démontré :
1) X,, converge en loi vers Z (question 11.),

2) E(X,) Nl E(Z) (dans cette question).

Cela pourrait laisser penser que 1) implique 2)... Il n’en est rien :

X, converge en loi vers Z = [E(X,) - E(Z)
n o0

De maniére générale, on retiendra que la convergence en loi n’implique pas la conver-
)
gence des moments (et vice versa évidemment).
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EML 2017 - tirages avec rajout dans une urne, loi de Bernoulli, couple
de v.a.r. discrétes, convergence en loi

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au hasard
et on note sa couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que
celle qui vient d’étre obtenue.

Pour tout k£ de N*, on note : B}, 'événement : « on obtient une boule bleue au k™€ tirage »,

Ry I’événement : « on obtient une boule rouge au k°™° tirage ».

Partie I : Simulation informatique

1. Recopier et compléter la fonction suivante afin qu’elle simule l'expérience étudiée et renvoie le
nombre de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages, 'entier n étant entré en argument.

1 def EML(n):
2 b =1 # b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1’urne
3 r = 2 # r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1l’urne
4 s = 0 # s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
5 for k in range(n):
6 x = rd.random()
it if
8
9
10 else:
11
12 return s
Démonstration.

« Le programme consiste, au fur et & mesure des tirages :

x & mettre a jour les variables b et r, désignant respectivement le nombre de boules bleues et le
nombre de boules rouges présentes dans 'urne.

x & comptabiliser le nombre s de boules rouges tirées.

« L’instruction rd.random() permet de simuler une v.a.r. de loi uniforme sur |0, 1[.
Le résultat obtenu (stocké dans la variable x) va permettre de simuler le tirage :

x sl x €0, bj%f[, on considére qu’on a tiré une boule bleue dans 'urne. Dans ce cas :

on ajoute une boule bleue dans I'urne : b = b+1.
on ne modifie pas le nombre de boules rouges de 1'urne.

on ne modifie pas le nombre de boules rouges tirées.

b . )
54z est la proportion de boules bleues dans lurne)
x six € [b%, 1], on considére qu’on a tiré une boule rouge dans I'urne. Dans ce cas :

on ajoute une boule rouge dans l'urne : r = r+1.
on ne modifie pas le nombre de boules bleues de I'urne.

on met a jour le nombre de boules rouges tirées : s = s+1.

(1— b% = g1z est la proportion de boules rouges dans l'urne)
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En résumé, on obtient :
7 if x < r/(r+b):
8 r = r+l
9 s = s+l
10 else:
11 b = b+1 ]

2. On exécute le programme suivant :

1 n =10

2 m=0

3 for i in range(1000):
4 m = m + EML(n)

5 print(m/1000)

On obtient 6.657. Comment interpréter ce résultat ?

Démonstration.

La fonction EML permet de simuler la v.a.r. S, (introduite plus tard dans I’énoncé) égale au nombre
de boules rouges obtenues au cours des n premiers tirages.

Le programme consiste a simuler (a 1’aide de I’appel EML(10) ) un grand nombre de fois (N = 1000
est ce grand nombre) la v.a.r. Sio.

Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (vy,...,vn) qui correspond & l'observation d’un
N-échantillon (V4,...,Vy) de la v.a.r. Syp.
(cela signifie que les v.a.r. Vi, ..., Vi sont indépendantes et sont de méme loi que S1p)

La variable m, initialisée & 0, est mise & jour & chaque tour de boucle 7 par I’ajout de la derniére

N
valeur v; créée. De sorte que, a l'issue de la boucle, la variable m contient : ) v;.
i=1

Enfin, en ligne 5, 'instruction disp(m/1000) permet de réaliser I'affichage de la division par 1000
N

de la valeur contenue dans m. C’est donc la valeur : — > v; qui est affichée.
i=1

Il s’agit de la moyenne empirique des N simulations de la v.a.r. S10.

Or, en vertu de la loi faible des grands nombres (LfGN) :

=

1

NZ' v, = E(Sl())

1

moyenne de 1’observation =

Le programme fournit une approximation de E(S1p). Le résultat obtenu : E(S1g) ~ 6.657
signifie qu’on obtient en moyenne un peu moins de 7 boules rouges lorsque ’on procéde & 10
tirages successifs (en respectant le protocole de I’énoncé) dans l'urne.

2 2
Comme 6.657 ~ 3 x 10, on peut faire 'hypothése que : E(S,) = 3 X 1.

Ceci semble étre le cas puisque la question 9. demande justement de démontrer cette égalité.
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Partie II : Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition de la
premiére boule rouge

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue et la variable
aléatoire Z égale au rang d’apparition de la premiére boule rouge.

2

3. @) Montrer que - Vo € %, B(IY =n]) = 5o,

Démonstration.
Soit n € N*.

e Sin=2[Y=n=RN...NR,_1NB,.
D’apres la formule des probabilités composées :

P([Y = n])
= P(Rlﬂ...ﬁRn_lﬂBn)
= P(Ri) x Pgr(R2) x Pgnr,(R3) x ... X Prn.ar, o(Ra-1) %X Prn.nr, ,(Bn)
2 3 A n 1
= 2 x 2 X z X ... X X
3 A 3 n+1 n+ 2
2

(n+1)(n+2)

« On a utilisé dans I'écriture précédente, pour tout k € [2,n — 1], 'égalité :

k+1
Prin..nR, . (Rk) = )

En effet, si 'événement Ry N ... N R_1 est réalisé‘c’est qu’on a tiré une boule rouge lors de
chacun des k — 1 premiers tirages. Juste avant le k™€ tirage, I'urne est alors constituée de :
x 2+ (k—1) =k + 1 boules rouges,

x une seule boule bleue,

x (k+1)+1=Fk+ 2 boules en tout.

« On note enfin que 'utilisation de la formule des probabilités composées est valide puisque :

2

e Sin=1,[Y =1] = By. Ainsi : P([Y =1]) = P(B) = .
2 2 1
(1+1)(1+2) 2x3 3

On en déduit que I'égalité de I’énoncé est vérifiée pour n = 1.

Or :

2

vn eN B =nl) = oo n e O
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b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? une variance ?

Démonstration.
« Tout d’abord : Y (2) = N*.

En effet, la premiére boule bleue peut apparaitre lors de n’importe quel tirage.

2
« Lav.ar. Y admet une espérance si et seulement si la série > n ——————————— est absolument
ns1 (n+1)(n+2)

. . ~ P 2 . n
convergente. Ceci revient & démontrer la convergence de la série >

—————— puisque :
w1 (n+1)(n+2)

x c’est une série a termes positifs,

% on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non nul.

o Enfin : )
n n
-~ = =Z1(>0
(n+1)(n+2) nsto 0?2 n (20)
1
Or la série > — est divergente.
n>1 n
2
Ainsi, par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série > n ——————— est

n>1 (n+ 1)(1’L—|—2)
elle aussi divergente.

La v.a.r. Y n’admet donc pas d’espérance.

e La v.a.r. Y n’admet pas de moment d’ordre 1, donc elle n’admet pas de moments aux ordres
supérieurs.

On en déduit que Y n’admet pas de variance.

4. Déterminer la loi de Z. La v.a.r. admet-elle une espérance ? une variance ?

Démonstration.

« Tout d’abord : Z(2) = N*.
En effet, la premiére boule rouge peut apparaitre lors de n’importe quel tirage.
Soit n € N*.

e Sin > 2, [Z:TL] =BiN..NB,_1NR,.
En raisonnant comme dans la question précédente, on trouve, a I’aide de la formule des probabilités

composées :
P([Z =n])
= P(BiN...NB_1NRy)
= P(B1) x Pp(B2) x Ppn,(B3) x ... x Ppn ., ,(Ba1) X Ppin.np,_,(Rn)
1 2 3 n—1 2
= - X - X - X ... X X
3 4 5 n+1 n+2
_ Ix2x...x(n—1) 2 ~ 2 (m—1) 2
3x4dx...x(n+1) n+2 2x3x4x...x(n+1)x(n+2)
 (n=1! 4
(n+2)!  nn+1)(n+2)
2
e Sin=1,[Z=1]=Ry. Donc : P([Z =1]) =P(R;) = 3
On en déduit que la formule précédente est vérifiée pour n = 1.

Ainsi, Z(Q) =N*et : Vn € N*, P([Z =n]) = Y. 1é§(n+2).
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« Soit k € N. Lav.a.r. Z admet un moment d’ordre k si et seulement si la série Y n*
s nn+1)(n+2)
k

est absolument convergente. Ceci revient & démontrer la convergence de la série > ,
ns1 n(n+1)(n+2)

car elle est a termes positifs.

« Enfin :

nk nk 1

o N o1 s
(n + 1)(72 —+ 2) n—~+oo n3 n3—k (/ 0)

Or la série )
n=>1 n
Elle est donc convergente si et seulement si 3 — k > 1 soit k < 2.

5 est une série de Riemann d’exposant 3 — k.

4
Ainsi, par critére d’équivalence des séries & termes positifs, la série S nF est
ns1 n(n+1)(n+2)

convergente si et seulement si k < 2.

Ainsi, la v.a.r. Z admet un moment d’ordre 1 (et donc une espérance) mais n’admet
pas de moment d’ordre 2 (et donc de variance).

Partie III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

On définit, pour tout k de N*, la variable aléatoire X}, égale a 1 si I'on obtient une boule rouge au k¢™e
tirage et égale a 0 sinon.

On définit, pour tout n de N*| la variable aléatoire .S,, égale au nombre de boules rouges obtenues au
cours des n premiers tirages.

5. Donner, pour tout n de N*, une relation entre 5, et certaines variables aléatoires X, pour k € N*.

Démonstration.

n
Pour tout n € N*, S, = >~ Xj.
k=1

6. Déterminer la loi de X1, son espérance et sa variance.

Démonstration.
« D’aprés I'énonceé, X;(Q2) = {0,1}.
e Deplus: [X; =1]=R; et [X1 =0] = B;.

Initialement, I'urne contient 2 boules rouges et une boule bleue. On en déduit :

P(X =1) =B(R)=> o B(X1=0)=F(B)=,

[SSRN )
X

2 2
Ainsi, X7 — B <3> On en déduit : E(X;) = 3 et V(X,) =

W =
NeJ
]

7. a) Déterminer la loi du couple (X7, X2).

Démonstration.
« D’apres I’énoncé, X;(Q) = Xo(02) = {0,1}.
« Soit i € [0, 1] et soit j € [0,1]. Comme P([X; =i]) #0 :

P([X1 =14 N [X2 = j]) = P([X1 = i]) x Px,—([X2 = j])
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X
=
L

I
)

D
la

I

0]) = P([X1 = 0]) x Prx, =) ([X2 = 0]) =

X
IS RN O]

< P([X1 =0]N[Xo = 1]) = P([X1 = 0]) x Ppx,—)([X2 = 1]) = 5

Wl Wl
= O =

En effet, si 'événement [X; = 0] est réalisé, c’est qu’on a tiré une boule bleue au premier
tirage. Lors du deuxiéme tirage, I'urne contient alors 2 boules rouges et 2 boules bleues.

e Sii=1, on obtient de méme :

x P([X1 =1]N[X2 =0]) = P([X1 = 0]) X Px,—1)([X2 = 0]) =

X

NG SURTNG =

WM Wl N
N = O =

< P([X1 =1]N[Xo =1]) = P([X1 = 0]) x Py, —j([X2 = 1]) = 5

En effet, si I'événement [X; = 1] est réalisé, c’est qu’on a tiré une boule rouge au premier
tirage. Lors du deuxiéme tirage, I'urne contient alors 3 boules rouges et 1 boule bleue.

o En résumé, la loi du couple (X7, X2) est donnée par le tableau suivant.

y € Xo(Q)
0 1
x € Xl(Q)
0 L
6 6
1 L
O

b) En déduire la loi de X».

Démonstration.

o La famille ([X; = 0], [X; = 1]) forme un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales :

P([Xy = 0]) = P([X1 = 0] N [Xy = 0]) + P([X; = 1]m[x2:0]):é+%:%
« Enfin : o
P(X;=1) =1-P(Xo=0) =1- =2

Ainsi, Xo — B <§)

Commentaire

On note au passage que les v.a.r. X et Xo ont méme loi.
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Commentaire \

Cela correspond a sommer les colonnes du tableau précédent. Plus précisément :
y € X2(Q)
0 1
S Xl(Q)
0 171
6 6
1 11
2
1 2
P(| X = - -
Ce=w) | 5 | 3
\ 7 D

c) Les variables X7 et X5 sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
On remarque :

= P([X; = 0]) x P([X> = 0])

On en déduit que les v.a.r. X; et Xo ne sont pas indépendantes.

Commentaire

Ce résultat semble logique : le résultat du premier tirage influe sur le contenu de I'urne
(ajout d’une boule bleue ou rouge) avant le deuxiéme tirage.

8. Soit n € N* et k € [0, n].
a) Calculer P(R1N...N Ry N Bry1N...N By).
Démonstration.

On considére ici que n > 2 et k € [1,n — 1].
(on reviendra sur ce point dans la remarque)

e Notons Ay = R1 N...N Ry. D’aprés la formule des probabilités composées :
P(RiN...NRyNBri1N...NBy)
= P(AxNBgr1N...NBy)

= P(Ak) X PAk(Bk-i-l) X PAkﬂBk+1(Bk+2> X ... X PAkﬂBkHﬁnﬂanl(Bn)
_2 1 y 2 y y n—k
k42 k+3 k+4 n+2
B 2(k+1)! I1x2x...x(n—k)
T kD) (k+2)x (B+3)x...x (n+2)

(k+ D! (n—k)!
= 2

(n+2)!
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o En effet, d’aprés la question 8.a), on sait :

2
P(Ag) = P(R1N... N Ry) = =

« D’autre part, on a utilisé le fait, que pour tout j € [1,n — k] :

J

PAkﬁBk+1ﬂ~~ﬂBk+(j—1)(Bk+j) - m

En effet, si I'événement Ay N Bgy1MN...N By (j_1) est réalisé c’est qu'on a tiré k boules rouges
suivies de j — 1 boules bleues. Juste avant le (k + 7)™ tirage, I'urne est alors constituée de :

x 2+ k =k + 2 boules rouges,
x 14 (j — 1) = j boules bleues,
x et donc de (k+2) + j =k + j + 2 boules en tout.

« On note enfin que 'utilisation de la formule des probabilités composées est valide puisque :
P(A; N Bgy1N...NBy) #0.

Pour tout n > 2 et pour tout k € [1,n —1] :

(k+1)! (n—k)!
(n+2)!

Commentaire |

o Il y avait plusieurs problémes de définition concernant cette question. Faire varier
k dans [0,7n] n’a pas vraiment de sens puisque 1’on peut alors former dans I'inter-
section d’événements :

P(RiN...NRyNBri1N...NBy) =2

x Ry qui n’est pas défini dans I’énoncé,
x Bpy1 alors que l'on s’arréte a By,.

o Pour autant, ce n’est pas & proprement parler une erreur de 1’énoncé.
On doit en fait deviner ce que le concepteur a voulu modéliser :

x si k = 0, I’événement considéré est By N...N B, et il est réalisé si on a tiré
successivement n boules bleues lors des n premiers tirages.

x si k = n, 'événement considéré est Ry N ... N R, et il est réalisé si on a tiré
successivement n boules rouges lors des n premiers tirages.

« On comprend alors mieux le cas n = 1 : pour k = 0, on cherche la probabilité P(B;)
et pour k = 1, on cherche la probabilité P(R;).

o Il faut enfin noter que la formule donnée dans ce corrigé reste valide pour ces deux
cas limites. Par exemple, si kK = 0, d’aprés la question 4. :

n!
P(BiNn...NB,) =2 ——
(B ) (n+2)!
0+ 1D!(n—0) !
et la formule précédente donne : 2 (0+ Di(n ) =2 o
(n+2)! (n+2)!
« On laisse le soin au lecteur de vérifier les autres cas. 0
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b) Justifier : P([S,, = k]) = ( > P(RiN...NRyNBgr1N...N By),

k

2(k+1
puis en déduire : P([S,, = k]) = (k+1)

(n+1)(n+2) '
Démonstration.

« L’événement [S,, = k] est réalisé par tous les n-tirages (successions de n tirages) qui contiennent
k boules rouges. Un tel n-tirage est entiérement déterminé par :

x la position des k boules rouges.
n
Autrement dit, le choix de k places parmi les n disponibles : ( k:) possibilités.

n
Il d
y a donc (k:

o Chacun de ces n-tirages a la méme probabilité d’apparaitre puisque 'ordre dans lequel les k
boules rouges sont tirées n’a pas d’influence sur le résultat. Plus précisément :

) tels n-tirages en tout.

x que l'on tire une boule rouge ou bleue, on ajoute toujours une boule dans 'urne.

x si l'on tire une boule bleue, seul le nombre de boules bleues est modifié pour les tirages
suivants.

x si 'on tire une boule rouge, seul le nombre de boules rouges est modifié pour les tirages
suivants.

Ainsi, en reprenant la question 8.a) avec des R; (k tels événements présents) et B (n — k tels

événements présents) placés dans un ordre différent, on obtient la méme probabilité.

Par exemple :

k+1)(n—k)!
( (n)+(2)! ):P(le...mkaBka...mBn)

P(BiN...NBp_xNRy_g+1N...NR,) =2

On en conclut : P([S,, = k]) = (Z) P(RiN...NRyNBit1N...NBy).

« Enfin, d’aprés la question 8.a) :

P([S, = k]) = (:) P(RiN...0 Ry N BpyrN...N By)

n (k1) T
R (1 (n+2)!
(k4 1)!
2t K

kE+1
(n+1)(n+2)

kE+1

P([S, = k]) =2 CERCES)]
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2n
9. Montrer que, pour tout n de N*, S, admet une espérance et : E(S,,) = 5
Démonstration.
Soit n € N*.

o Sp(Q) =[0,n]. Ainsi, S,, admet une espérance en tant que v.a.r. discréte finie.

« Par définition :
E(S,) = ;;o k P([S, = k])

(d’apres la question 8.b))

Pour tout n € N*, E(S,,) = 3

10. Soit n € N*,

k+2
a) Montrer : Vk € [0,n], Pig,—p([Xns1 =1]) = +

n+3

Démonstration.

Soit k € [0, n].

« Sil’événement [S, = k| est réalisé, cela signifie qu’on a obtenu k boules rouges au cours des n
premiers tirages (et donc n — k boules bleues). Ainsi, a I'issue du n®™® tirage, 'urne contient :

x 2 + k boules rouges (les 2 boules rouges initialement présentes dans l'urne et les k£ boules
rouges ajoutées lors des tirages),

x 14 (n—k) boules bleues (la boule bleue présente initialement dans l'urne et les n — k boules
bleues ajoutées lors des tirages).

L’urne contient donc en tout (2 4+ X) 4+ (1 +n — k) = n + 3 boules.

« Le tirage de chaque boule est équiprobable, donc la probabilité d’obtenir une boule rouge au

. k+2
(n + 1)°™¢ tirage, sachant que I’événement [S,, = k| est réalisé, est ;‘;3.
n
k42
VEk € [0,n], Prg —1([Xni1 = 1]) =
0.1, B,y ((Xr = 1) =~ 12
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E(S,) + 2

b) En déduire : P([X,4+1 =1]) = ——

Démonstration.
La famille ([S,, = k])re[o,n] forme un systéme complet d’événements.

D’aprés la formule des probabilités totales :

n

P([Xor1 = 1) = 3 (X =100 [, = 4]

- kio Pis, ) ([Xn11 = 1)) P([Sn = k])

nok+42
= +3P<[sn=k}>

_ (z — ) +2 % B(S, =) )

= k=0
_ (car (1Sn = K)kegon) est un
- n+3 (E(Sn) +2> 1) systéme complet d’événements)
E(S,) +2
P([ X1 =1]) = ———
(X = 1) = =1 .

¢) Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X,, 1. Que remarque-t-on ?

Démonstration.

. n+1(Q) = {07 1}

o Donc la v.a.r. X,41 suit une loi de Bernoulli de paramétre :
E(S,)+2 242 12n+6

1
p (Kn1=1]) n+3 n+3 3 n+3 3

2(n+73) _
43

La v.a.r. X,41 suit une loi de Bernoulli de parameétre 3

On remarque que la loi de X, 41 ne dépend pas du nombre n de tirages.

Partie IV : Etude d’une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie & la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.

S,
On pose, pour tout n de N*, T,, = ?n

11. Justifier, pour tout n de N* : Vz < 0, P([T,, < z]) =0, et : Vo > 1, P([T,, < z]) = 1.

Démonstration.
Soit n € N*,
On sait déja : S,(Q) = [0,n] ={0,1,2,...,n— 1,n}.
1 2 -1
Donc:Tn(Q):{O,,,...,n ,1}C[0,1].
n'n n

e Soit x < 0. Alors [T}, < z] = @, car T,,(Q2) C [0, 1]. On a alors :

C
P([Tn < 2]) =P(2) =0
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e Soit > 1. Alors [T;, < z] =, car T,,(2) C [0,1]. On a alors :

Donc Vz < 0, P([T,, < z]) =0 et Vo > 1, P([T), < z]) = 1.

O
12. Soit x € [0, 1]. Montrer, pour tout n de N* :
([nz] + D(Inz] +2)
P(|T, < )
( ] (n+1)(n+2)
ou |.| désigne la fonction partie entiére.
Démonstration.
Soit n € N*.
Sn
P(T,<z]) = P <[ < 1}) = P([S, < nx])
n
_ (car Sy, est une v.a.r. a
= P < [nal]) valeurs entiéres)
[nx]
= P{ U [Sh=4k
k=0
[nz] (par réunion d’événements
- frr P([Sn = K]) incompatibles)
mel gt
= o M=
& 2t 1 2)
2 [nz| _
- — +
(n+1)(n+2),§0( )
2 |nz]+1 "
 (n+1)(n+2) k;
_ 2 (lnz] + 1)(|nz] +2)
(n+1)(n+2) 2
) ([nz] + D (Inz] +2)
<z2l) = .
Pour tout n € N*, P([T}, < z]) (2 0

18. En déduire que la suite de variables aléatoires (T}, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire
& densité, dont on précisera la fonction de répartition et une densité.

Démonstration.

x Soit x > 1. P([T,, < z]) = 1, toujours d’aprés la question 11. Donc lim P([7, < z]) = 1.

******** n—-+00

Par définition de la partie entiére : nz — 1 < |nz] < nz. Donc :

nx Lnxj+1<n:v+1

< 1< 1, d’ou < <
nr < |nx] 4+ nx + o 1 1
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. nx . AT . nx + 1 . AT
Or: lim = lim — = zet lim = lim — = x.
n—+oo n + 1 n—+oo W n—+oo 1+ 1 n—+oo W

1
Dongc, par théoréme d’encadrement : lim M =z
n—+oco n 4+ 1
lnz] +2

Deméme: llm —— =2z
n—+oo N+ 2

Ainsi : lim P([T,, < ]) = 22

n—+oo
0 siz<O0
Finalement, pour tout x € R, lim P([T, < z])) = F(z) ={ 2% siz€[0,1]
e 1 siz>1

« Montrons que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
x F' est une fonction croissante.
lim F(r)=0et lim F(x)=1.
T—r—+00

X

T—>—00
x F est continue sur | — oo, 0[, sur |0, 1] et sur |1, +o0[.
De plus lim F(z) =0=0%=F(0) et lim F(z)=1=12= F(1).
x—0~ z—1t

Donc F' est continue sur R.
x F est de classe C! sur R, sauf éventuellement en 0 et en 1.
Finalement F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

o Déterminons une densité f associée a F.
Pour déterminer une densité de F', on dérive F sur des intervalles ouverts. Soit = € R.

x On choisit des valeurs arbitraires pour fenOet 1: f(0) =0et f(1) = 2.

(T,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire a densité de fonction de répartition :
0 siz <0 0 siz <0
F:oxw—<{ 22 size0,1] etdedensité f:z—{ 22 sizel0,1] .
1 sixz>1 0 sixz>1

Commentaire .

« Le programme officiel liste certaines propriétés d’une fonction de répartition F :
1. F' est croissante.
2. I est continue & droite en tout point.
3. lim F(x)=1.

T—r+00

4. lim F(z)=0.

Tr—>—00
Cependant, il n’est pas précisé qu’il s’agit 14 d’une caractérisation d’une fonction de
répartition : toute fonction F' : R — R qui vérifie les propriétés 1., 2., 8. et 4. peut
étre considérée comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

o L’utilisation de la caractérisation ci-dessus ne semble apparaitre que dans ce type de
question traitant de la convergence en loi. Ce type de question apparait aussi dans le
sujet d’EML 2016.

Il est donc conseillé de connaitre la caractérisation ci-dessus.
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ESCP 2001 - tirages sans remise dans une urne, couple de v.a.r. dis-
crétes, loi uniforme discréte

Préliminaire
n 2 1 2
1. Montrer, pour tout entier naturel non nul n, égalité : > k3 = %
k=1
Démonstration.
2 A N n 3 n2 (’I’L + 1)2
Démontrons par récurrence : ¥n € N*, P(n) oua  P(n): Y, k°= 1
k=1
» Initialisation
1
e Dunepart : > k3 = 13 = 1.
k=1
12 (1+1)2 4
e D’aut t: ———— = - = 1.
autre par 1 1
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*. ) ) )
nt. 1 2
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) ( ie. Y k3= (n+1) 4(n +2) )
k=1

n+1

k; K = (é}l k3> + (n+1)3

_ A gy (por hypothese de
4 récurrence)
= (n—zl)Q(n2 +4(n+1))
= (nZl)Q (n+2)2
D’ou P(n +1).

n
Par principe de récurrence : ¥n € N*, 3 k3 = 1
k=1

Partie I

Soit IV un entier supérieur ou égal a 2.

Une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et 2 sont noires.

On tire au hasard, successivement et sans remise, les N boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 & N, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du tirage qui
a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et Xo la variable aléatoire égale au numéro du tirage
qui a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule noire.

2. Préciser l'espace probabilisé (€2, .7, P) que 'on peut utiliser pour modéliser cette expérience aléa-
toire.

Démonstration.
e On note by, ..., by—2 les (INV — 2) boules blanches, et by_1, by les deux boules noires de 'urne.
L’univers 2 est 'ensemble des N-uplets d’éléments distincts de 'ensemble {b1,...,bn}.

(on peut aussi choisir de confondre boule et numéro associé - dans ce cas, ) est l’ensemble des
N-uplets d’éléments distincts de l’ensemble [1, N])
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« Comme () est un ensemble fini, on choisit &/ = P(€2).

« Enfin, on munit (2, <) de la probabilité uniforme notée P.

3. Soit i et j deux entiers de 'intervalle [1, N]. Montrer :
0 si1<j<i<N

2 G1<i<j<N
NN =1) si 1<

Démonstration.

« Pour tout k € [1, N], on considére les événements suivants :
Ny : «la k%™ boule tirée est noire » et By : « la k™ boule tirée est blanche »

« Soit (i,7) € [1, N]?. Deux cas se présentent :

777777 (Xi=in[Xe=j] = @
En effet, si événement [X; = ] N [Xy = j]) est réalisé, alors la premiére boule noire apparait
avant la seconde boule noire. Ceci est impossible.

x si i > j, alors I'événement [X; = 4] N [Xy = j] est réalisé si et seulement si la premiere boule

noire est obtenue au i®™ tirage et la seconde boule noire au j®™° tirage.
Un N-tirage réalisant I’événement [X; = i] N [X2 = j| est donc entiérement déterminé par :

- le numéro de la boule noire en i®™¢ position : (?) = 2 possibilités.

le numéro de la boule noire en j*™¢ position parmi les 1 1ol s
" boules noires restantes + (1) =1 possibilite.

les positions des N — 2 boules blanches dans les -
- . — 9\ poss fc

N — 2 positions restantes + (N = 2)! possibilites.
Ainsi le nombre de N-tirages réalisant 1’événement [X; = i) N [Xy = j] est 2 (N — 2).
On en déduit :

. o Cad([Xi=iNn[Xy=4]) 2(N-2)! 2
P(X = nlXe =) = Card(Q) - N T NON-D
0 sil<j<i1<N
Finalement : V(i, j) € [1, N]?, P([X1 =i N[X2 =j]) = 2
~v o Sil< SN
N(N — 1) S1 1<)
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Commentaire

Pour le cas ¢ < j, on peut également utiliser la formule des probabilités composées.
On détaille ci-dessous la maniére de procéder.
- Tout d’abord :

[Xl:i]ﬂ[XQZj]:Blﬂ...ﬁBi_lﬁNiﬂBi_Hﬂ...ﬁBj_lﬂNjﬂBj_Hﬂ...ﬂBN

- De plus : P(Blﬂ...ﬂBZ'_lﬂNiﬂBi_:,_lﬂ...ﬂBj_lﬂNjﬂBj_Hﬂ...ﬂBN_l) #0.
Ainsi, par formule des probabilités composées :

P([X1 =4 N [X2 = j])
= P(Bl) X PBl (BQ) X ... X PBlﬂ...ﬁBi_1 (Nz) X ... X PBlﬂ...ﬁBj_l(Nj) X ... X PBlﬁ...ﬂBN,l(BN)

N-2 N-3 2 1 1
= X XoooX X o X e X X
N T N-1 N—(i—1) N—(G-1 N—(N-1)
O (N=-2)lx2x1 2
- NI - N(N-1)

O]

\.

4. Déterminer les lois de probabilité des variables X7 et X5. Ces variables sont-elles indépendantes ?

Démonstration.
« Déterminons tout d’abord X7 () et Xo(Q).
x On remarque : X;(Q) = [1, N —1].
En effet, comme il y a deux boules noires dans l'urne, la premiére apparait au pire lors du
(N — 1)™m¢ tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.
x De plus : XQ(Q) = [[Q,N]]
En effet, comme il y a deux boules noires dans 'urne, la seconde apparait au mieux lors du
2¢me tirage et peut apparaitre lors de tout autre tirage.
o Soit ¢ € [1, N —1].
La famille ( [Xy = j] )je[[2,N]]
Ainsi, par formule des probabilités totales :

forme un systéme complet d’événements.

B(X =) = 5 PB(X)=in[X;=j)

TS+ S B =i =)

]=2
7>
X 2 (d’apres la question
B jz%l N(N —-1) précédente)
2IN=(i+D+1) _, N-—i
NN 1) NN —1)

X1(Q) = [1,N — 1]
N —1

Vi€ [LN 1], B(Xy = 1)) =2 v
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Commentaire

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour ¢ = 1.
En effet, dans ce cas, la premiére somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.

« Soit j € [2, N].
La famille ( [X; = ] )z [ N-1] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

N—1
P([Xe =j]) = ; P([X1 =4 N [X2 = j])

N-1 N-1
= i+ 2 P(Xi=dn[Xs=j])
=1
i<j
_ jil 2 (d’apres la question
-1t N(N —1) précédente)
_ 9 J1
N(N —-1)
Xo(2) =2, N]

vi € RN B(Xe = i) =2 s

Commentaire

On note que le découpage de la somme dans la deuxiéme égalité est aussi valable pour j = V.
En effet, dans ce cas, la deuxiéme somme est nulle car on somme sur un ensemble vide d’indices.

o Démontrons que les v.a.r. X7 et X9 ne sont pas indépendantes.

x Tout d’abord :
[XI:Z]D[XQ:Q] = 9

En effet, 'événement [X; = 2] N [X2 = 2| est réalisé si et seulement la premiére et la seconde
boule noire sont tirées simultanément au 2°™¢ tirage. Ceci est impossible car on tire les boules
dans 'urne une par une.

On en déduit :

x De plus :
N —2
- d’une part : P([X; =2]) =2 m 70,
d’autre part : P([X _2])_2L750
- utre part : 2 = - N(N—l)

On en déduit :
P(X1 =2]n[X2 =2]) # P([X1 =2]) x P([X2 = 2])

Ainsi, les v.a.r. X7 et X5 ne sont pas indépendantes.
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En toute rigueur, cette démonstration est fausse. Elle repose sur le fait que 2 € X;(Q) et
2 € X2(2). Or si N = 2 (ce qui n’est pas exclu par I’énoncé), 2 € X;(Q2). Dans ce cas, X1
est la v.a.r. certaine égale & 1 et X est la v.a.r. certaine égale a 2.

Et X, et X5 sont alors indépendantes.

5. a) Démontrer que la variable N +1 — X5 a méme loi que Xj.

Démonstration.
Notons Z = N +1 — Xs.

« Commencons par déterminer Z(€2).
Notons h : & — N + 1 — z, de telle sorte que : Z = h(X).
On rappelle : X5(Q2) = [2, N]. On en déduit :
2@) = (h(X2)(Q) = h(Xa(Q)) = (2 N]) < [1L,N 1]

En effet, soit k € [2,N] :
« h(k)=N+1-kez,

x de plus :
comme 2<k<N
alors —2>-k>-N
donc N—-1>2N+1—-k>1
dot N—1>hk)>1
Et ainsi : Z(Q) C [1,N —1]
« Soit i € [1,N —1].
P([Z=1]) = P(IN+1-Xy=1])
= P((Xo=N+1-1)
_ (N+X¥—i)— X (d’apres 3., car
B N (N —1) N+1-ie[2,N] (%))
_ 9 N —i
N (N -1)
Détaillons 'assertion ().
Comme 1<i<N-1
alors —-1>—-i>—(N-1)
donc N>N+1—-i2>2
N
Ainsi i Vi € [1,N —1], P([Z = i]) =2 le)

o Finalement, on obtient :
x Z(92) C X1(9),

On en déduit que les via.r. Z = N 4+ 1 — X5 et X7 ont méme loi.
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b) Déterminer la loi de la variable Xo — X et la comparer a celle de Xj.

Démonstration.

o Comme la v.a.r. X correspond au rang de la premiére boule noire et la v.a.r. Xo correspond
a celui de la seconde, I’écart entre les deux est au minimum de 1 et au maximum de (N — 1).

e Soit k € Hl,N

Ainsi : (X2 —Xl)(Q) C [[1,N — 1]]

—1].

La famille ([X1 = ])jc[1,n—1] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

N-1

P([X2 - X1 =k]) = >, P(X1 =i n[Xs— Xy =k])

i=1

= Nz_ll P([X1 =i N[X2=k+1])

7 =k+1))

La derniére ligne est obtenue en constatant :

k+i€ Xo(Q) =[2,N] 2<k+i<N 2k
=4 =
iel,N—1] 1<i 1

VAN
NN
=

|
—

Ainsi, en reprenant les égalités précédentes :

N—k
B(X2 - X, =K)) = X

(car [Xo =k +i] =@
sik+1¢ Xo(Q))

> B((X1 =40 [ = k+i)
_ = 2 (d’apres 2., car
S N(N-1) k+i>i)
_ 2(N-k)
N (N-1)
2 (N —k)

vk € [LN 1] B((X = Xa = K) = v

« Finalement, on obtient :

X (X2 — Xl)(Q) C Xl(Q),

x Vk € Hl,N

— 1], P([X2 — X1 = k]) = P([X1 = K])

On en déduit que les v.a.r. Xo — X7 et X7 ont méme loi.
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6. A T'aide des résultats de la question 5 :
a) Calculer les espérances E(X;) et E(X3).

Démonstration.
o Tout d’abord, les v.a.r. X7 et X5 admettent une espérance en tant que v.a.r. finies.

e De plus, d’aprés les questions 4.a) et 4.b) :
N +1— X5 et X7 ont méme loi
X9 — X; et X7 ont méme loi

On en déduit que les v.a.r. N +1 — X5 et X9 — X7 admettent aussi une espérance et :

E(X;) =E(N +1- X»)
E(X;) =E(X2 — X)

De plus, par linéarité de ’espérance :

EIN+1-Xo)=E(N+1)—-E(X2)=N+1-E(Xq2) et E(Xo— X;)=E(Xq)—E(X;)

Ainsi :

{ E(X;) = N + 1 — E(Xs)
E(Xy) = E(X2) — E(Xy)

« On obtient alors un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues (E(X) et E(X3)) :

{ E(X;) + E(X3) = N+1 15,5205 {E(Xl) + E(X2) = N+1

<~
2E(X)) — E(Xs) = 0 ~ 3E(Xy) = —2(N+1)
Ly 3Ly + Ly 3E(Xy) = N+1
<~
~ 3E(Xy) = —2(N+1)
N—+1 N—+1
Finalement : E(X;) = ;_ et E(Xq) =2 T+ -

b) Montrer I'égalité des variances V(X1) et V(X2).

Démonstration.
e Les v.a.r. Xj et Xo admettent une variance en tant que v.a.r. finies.

o D’aprés la question 4.a), les v.a.r. N+1— X5 et X7 ont méme loi. On en déduit que N +1— X»s
admet une variance et :

V(X1) = VIN+1-X,) = (-1 V(Xs) = V(X2)

V(X1) = V(Xy)

¢) Seulement pour les cubes : Etablir la relation : 2 Cov(X1, X2) = V(X1)
(ot Cov (X7, X2) désigne la covariance des variables X et X3).

Démonstration.

« Tout d’abord, comme les v.a.r. X; et Xy admettent une variance, alors Cov(X7, X2) est bien
définie.
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o D’aprés la question 4.b), les v.a.r. Xo — X7 et X7 ont méme loi. On en déduit que X2 — X3
admet une variance et :

V(X1)

On obtient : V(X;)

V(X2 — X71)
V(XQ) + 2 COV(XQ, *Xl) + V(*Xl)

(par linéarité o droite

V(Xa2) — 2 Cov(X, X1) + V(X1) de la covariance)

(d’apres la question

2 V(X1) =2 Cov(Xy, Xa) précédente)

2 V(X1) — 2 Cov(X1, Xa).
Ainsi : V(X)) 2 Cov(X1, X2).

7. Seulement pour les cubes : Calculer V(X;). En déduire V(X3) et Cov(Xy, Xo).

Démonstration.

« Déterminons d’abord E(X?). Par théoréme de transfert :

E(XF)

Y 2?P(X=a]) = ¥ #P(X =)
zeX(Q) =1
N-1  2(N—1) 2 N-1
R I (P R
9 N—122_N—1 3
vovon (VSR n )

2 N(N—l)N(2(N—1)+1) (N —1)2 N?
N(N —1) 6 B 4
2 N?2(N—-1)(2N -1) (N —1)2 N?
N(N —1) ( 6 - 4 )

2 NZ (N~T)
¥ 5 (2(2N —1) =3 (N —1))
% (AN—2-3N+3) = N(‘]\;H)

« Par formule de Koenig-Huygens :

V(X1)

E(X?) — (E(X1))?

N(N+1) (N +1)2
6 9
Nligl(sN—z(Nﬂ))
(N +1)(N —2)
18

(N+1)(N-2)
18

V(Xy) =
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o Or, d’apreés la question 6.b) : V(X3) = V(X).
D’aprés la question précédente : Cov(X1, Xo) = 3 V(Xy).
N+1)(N -2 N4+ 1)(N -2
On en déduit : V(X3) = WV + i( ) et Cov(Xy, X2) = (V+ ?))é ) -

Partie 11

On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, <, P),
indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur 'ensemble {1,2,..., N} et on désigne par D 'événe-
ment : « A ne prend pas la méme valeur que B ».

8. Montrer que la probabilité de I’événement D est

Démonstration.

« Remarquons d’abord : D

P(D) = P([A# B]) = 1-P([A# BJ)

—1

[A # B]. On en déduit :

Commentaire

Il est pertinent ici de penser a utiliser I’événement contraire, puisque I’événement D est

défini par une propriété exprimée négativement.

o La famille ([B = j])jcpi,np forme un systéme complet d’événements, car B < U([1, N]).

Ainsi, par formule des probabilités totales :

P({A = B])

9. Soit Y7 et Ys les variables aléatoires définies par : {

Calculer, pour tout couple (i,7) d’éléments de {1,2,..., N}, la probabilité conditionnelle :

Démonstration.

o Tout d’abord, d’aprés la question précédente

bien définie.

Pp([Yr =i N[Y2 = j])

:P(D) =

N
= Y P([A=BIn[B =]
j=1
N
— ;P([A:j]ﬁ[BZJ])
- N . _ (car A et B sont
= ]; P([A = j]) x P([B = j]) indépendantes)
B N 1 1 (CaT‘AL)u([[LN]D et
- ];N N B < U([1,N]))
- N2 N
Ainsi P(D) =1 - P([A = B]) 21—%: %
Y] = min(A, B)
Ys = max(A, B)

N -1
N # 0. Ainsi la probabilité Pp est
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« Soit (i, ) € [1, N]2
Si 'événement D est réalisé, alors les v.a.r. A et B prennent des valeurs distinctes.
Dans ce cas, I'événement [Y1 = ] N [Ya = j] est réalisé si et seulement si le minimum de la valeur
prise par la v.a.r. A et la valeur prise par la v.a.r. B est i, et le maximum de la valeur prise par
A et la valeur prise par B est j.
Trois cas se présentent alors.

x Sii > 7, alors :

Mi=ina=j] = @

En effet, le minimum des valeurs prises par A et B ne peut étre strictement plus grand que le
maximum des valeurs prises par A et B.

Ainsi, si i > j, alors : Pp([Y1 =i N [Y2 =j]) =0.

x Sii =7, alors :

Vi =i N[Ys =] = [min(4, B) =] N [max(A,B) =i = [A=i]N[B =i
Ainsi :
Dn(mMm=idnYa=j]) = [A4BIn([A=i{n[B=1i]) = @
On en déduit :
P(DN(M=ine=31)) o)
P(D) P(D)

Finalement, sii = j : Pp([Y1 =i N[Ya =1i]) =0

x Sii < j, alors, comme ¢ # j :

Dn(=ina=j]) = [Yi=dn[Yz2 =]

De plus :
WVi=inYoa=4] = ([A=dn[B=j])u([A=j]n[B=1])

Les deux événements de cette union sont incompatibles. On en déduit :

Pp([Y1 =N [Yz =j])

- P(D) * P(D)
_ P(A=4dNn[B=j]) +P([A=J]Q[B=Z])
P(D) P(D)

1 : . . . (car A et B sont
= By (P([A =1]) x P([B = j]) + P([A = j]) x P([B =1])) indépendantes)
N 1 1 1 1 (car A — U([1,N]) et
= N—l(NXN+NXN> B < U([1,N]))
N 22
- N—-1 N2 N(N-1

Ainsi, sii < j :]P’D([Yl—i]ﬂ[l@_j])_N(]\?_l) 0
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ESG 1995 - loi de Poisson, loi binomiale, couple de v.a.r. discrétes,
covariance, coefficient de corrélation linéaire

Le nombre de voitures vendues par un concessionnaire chaque jour est une variable aléatoire X qui
suit une loi de Poisson de paramétre .

Lorsqu’un client se présente pour acheter une voiture, on admet que la probabilité qu’il demande un
crédit est égale a p, avec 0 < p < 1.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de clients qui dans la journée demandent un crédit pour
acheter une voiture.

1. Pour tout n € N, déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = n].

Démonstration.

Soit n € N. Supposons I'événement [X = n| réalisé. Alors 'expérience consiste en une répétition
de n épreuves de Bernoulli indépendantes et identiques de paramétre p (le succés étant « le client
demande un crédit »). La variable aléatoire Y compte le nombre de succés.

On en déduit que la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi binomiale B (n,p).

2. Déterminer la loi de Y, puis calculer I'espérance et la variance de Y.

Démonstration.

Tout d’abord : Y(2) = N.

Soit k£ € N. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
associé & X (c’est-a-dire la famille ([X = n])pen) :

— 3 P([X = n))Px_p([Y = ) (car Plx_([Y = k]) = 0 si k > n)

— N k 1 n—k
PO DI (1-p)
— oA A" 1— n—k
CREN oY
AP ntk L n
e AHHZO)‘ +k '(1 _p)
_ )t (A(l_p»
=e
k' = n!
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On en déduit que Y < P (Ap).

3. Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de clients qui achétent une voiture au comptant.

a) Déterminer la loi de Z.

Démonstration.

La variable aléatoire Z est définie de maniére analogue a la variable aléatoire Y (on remplace
« demander un crédit » par « acheter au comptant » et donc on remplace p par 1 — p car il n’y
a pas d’autre possibilité).

On en déduit que Z — P (A(1 —p)).

O
b) Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?
Démonstration.
Soit (i,7) € N2,
P(Y =i|N[Z =4]) =P([Y =4 N[X -Y =j]) (car X =Y + Z)
=P(Y =i N[X =i+j])
= P(X =i+ j)Prx=is)([Y = i])
40\ .
— (e
_ o AptLop) yiti Z'!lj!pi(l )
_ ef,\pr)iefA(kp) A1 =p))
il J!
=P([Y =)P([Z = j])
On en déduit que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.
O

4. En remarquant que Y + Z = X, déterminer la covariance de X et Y.

Démonstration.
Remarquons que X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2 donc Cov(X,Y") existe. De plus :

Cov(X,Y)=Cov(Y + Z,Y)

= Cov(Y,Y) + Cov(Z,Y) (par linéarité a gauche)
=V() (car'Y et Z sont indépendantes)
=Ap (car’Y — P (Ap))
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5. a) Calculer px y, le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.

Démonstration.
On a:
Cov(X,Y)
Y T X))
Ap

O
b) Commenter le signe de px y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
Démonstration.
On remarque que pxy > 0.
Les variables X et Y sont donc positivement corrélées et ne sont pas indépendantes.
O
c¢) X peut-elle étre une fonction affine de Y 7
Démonstration.
On a 0 < p < 1 donc, par stricte croissance de z + /z sur RT : 0 < VP <1l
On peut conclure que |px,y|# 1 donc X ne peut pas étre une fonction affine de Y.
O

(Suite page suivante)
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6. On considére les lignes de commande en Python ci-dessous :

plt.title(f’p={p} et coefficient de corrélation linéaire = {np.sqrt(p)}’)

1 pliste = [0.01,0.1,0.5,0.7,0.9,0.99]
2 lam = 20

3 for p in pliste:

4 X=rd.poisson(lam,10000)

5 Y=np.zeros(10000)

6 for i in range(10000)

7 Y[i] = rd.binomial(X[il,p)

8 plt.plot(X,Y,’.?)

9

10 plt.show()

Apreés exécution du script précédent, on obtient la fenétre graphique suivante que I’on commentera :

p=0.01 et coefficient de corrélation linéaire = 0.1
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p=0.5 et coefficient de corrélation linéaire = 0.7071067811865476

p=0.9 et coefficient de corrélation linéaire = 0.9486832980505138

35

Démonstration.
On remarque que plus p est proche de 1 et plus le nuage de points est concentré autour d’une droite
de pente positive, ce qui est cohérent avec les propriétés du coefficient de corrélation linéaire.

p=0.1 et coefficient de corrélation linéaire = 0.31622776601683794
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p=0.7 et coefficient de corrélation linéaire = 0.8366600265340756

30 4

25 4

20 A

p=0.99 et coefficient de corrélation linéaire = 0.99498743710662
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