Probas et variables aléatoires discretes - révisions
Eléments de correction

Top Chrono

Exercice 1

X(Q)={-1,0,1} donc Y(Q) ={0,1}

Donc Y suit une loi binomiale. Pour connaftre son paramétre, on détermine P(Y =1) (ou 1-P(Y =0), qui est plus facile a obtenir ici)
P(Y=0=P(X?=0)=P(X=0)=1-p doncP(Y=1)=1-P(Y=0)=1-(1-p)=p

Donc Y — %(p)

Exercice 2

On imagine une expérience correspondant a la répétition n expériences de Bernoulli de paramétre p identiques et indépendantes.

X compte le nombre de succés dans cette expérience.

Si on a réussi X fois dans les n tentatives, c'est que I'on a échoué n— X =Y fois. Y compte le nombre d'échecs dans cette expérience
et a ce titre, Y suit la loi binomiale de paramétres n et 1 — p (représentant la probabilité d'échouer dans cette épreuve de Bernoulli)

d'ol Y — %B(n,1-p)

Autre rédaction possible (nettement plus longue et technique)
On aurait pu ne pas reconnaitre tout ca et procéder par calcul :
Puisque X(Q) = [0, n], cela signifie que Yw € Q (c’est-a-dire pour tous les possibles)

0=X(w)=n
-n<-Xw)=<0
n-n<n-Xw)<n-0
0<Y(w)=n
d’od Y(Q) =[0,n]
Donc Yk e [0, n]
P(Y=k=P(n-X=k)
=P(-X=k—-n)
=PX=n-k)
=(,"Jp"Fa-pr R car X — B(n, p)
=(a-a-p)"Fta-p* car (,) = (&)

On reconnait 1a que Y — %(n,1-p)

Exercice 3

En interprétant comme succeés "la piéce tombe sur pile" (dont la probabilité est égale a %) cette expérience correspond a une répétition
d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes et X désigne le rang du premier succés dans cette expérience. On peut donc
conclure que X suit la loi géométrique (5(%) X<—>‘£(%) etd'aprés le cours: E(X)=2, V(X)=2

Exercice 4

En interprétant comme succés "la personne est allergique au médicament" (dont la probabilité est égale 3 1073), cette expérience
correspond a une répétition de 1000 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes et X compte le nombre de succés dans cette
expérience. On peut donc conclure que X suit la loi binomiale .%(1000,10_3)

X — 98(1000,1073) et d'apres le cours :  E(X)=1, V(X)=0,999

Exercice 5
Pour tout i € [1,4], on note U; I'événement "on tire dans I'urne i". On note B I'événement "on tire une balle blanche".
D'aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d'événements (U,-)ie[[m]], on a

4
P(B) =) P(U;)Py,(B)

i=1

-1r,1,1 . 1,1.1,1.,1
=gXatgxztgxgztgXxs
11, 1,1_.1
=4(z+3+1+3)

— 1, 30+20+15+12 _ 77

=1 60 =240



Exercices d’entrainement

Exercice 6
Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules noires. L'expérience consiste a tirer successivement 3 boules, sans remise.

1. Notons A I'événement "tirer 3 boules blanches".

Premiére rédaction possible : Grace au dénombrement.
Tirer successivement trois boules, sans remise et sans observer |'ordre d'apparition revient a tirer simultanément trois boules.

e llya (g) tirages équiprobables de 3 boules dans |'univers associé a cette expérience aléatoire.
« Iy a (3) tirages de 3 boules favorables & I'événement A
La probabilité cherchée est donc :

() () &g 56 28

Deuxiéme rédaction possible : Par la formule des probabilités composées.
En notant By (resp. Bz, Bs3) la probabilité de tirer une boule blanche au premier (resp. deuxieéme ou troisiéme tirage), on a

A=B;NnB,NB;3
d'aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(A) =P(B; N B2 N B3)
=P(B1) - Pp, (B2) - PB,nB, (B3)

= — X =X — (%)

_5x2x2x% 5

T 4x Z X 7 X ﬁ 28
(*) a cette étape, chacun des tirage se réalise en situation d'équiprobabilité et il est facile de comptabiliser le nombre total
de boules et le nombre de boules favorables (blanches) pour chacun des trois tirages

2. Notons C I'événement "une boule noire apparaisse pour la premiére fois au deuxiéme tirage".
C est réalisé & le premier tirage est blanc et le second est noir
Donc (A, il peut tout se produire au troisiéme tirage, on ne le mentionne donc pas!)
C= (Bl ﬂB_g)
D'aprés la formule des probabilités composées,

P(C) =P(B; N By)
5 3
==X =
8 7
15

56

Exercice 7
X(Q) ={-2,-1,0,1,2} donc Y(Q) ={0,1,4}
On détaille le calcul d'une case du tableau suivant : (Y =4) = (X?> =4) = [(X =2)u(X = —2)] réunion formée d'événements incompatibles.

Donc: P(Y=4)=P(X=2)+P(X=-2)=2+1=3

k 0 1 4
P(Y=k) | 1/10 | 3/10 | 3/5

Pus E(Y)=%, EY?=3%  etpar K-H:V(Y)=2%1 (pour le détail des calculs, reprendre la démarche de I'ex 11 du cours)
X 1 e | €

P(Z=x) | 1/10 | 3/10 | 3/5

On procédant de méme pour calculer P(X =1) et P(X =0) on obtient :

On procéde de méme pour la loi de Z et obtient : Z(Q) ={1,ee'}

Exercice 8
1. On est dans la configuration ou I'urne contient 2" balles dont n balles blanches.
Tirer une balle dans cette urne est une situation d'équiprobabilité.
Donc P(Nzn) (B) = zin



2. En appelant succés I'événement "tomber sur pile", de probabilité % la premiere partie de I'expérience correspond a une répétition

d’'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de paramétre % N compte le rang du premier succeés dans cette expérience
donc N suit la loi géométrique de paramétre %
Puisque N(Q) =N*, I'ensemble {(N = n)},en* constitue un systeme complet d'événements (en effet, on peut obtenir tout de suite PILE

ou on peut attendre un nombre arbitrairement grand de lancers pour obtenir PILE.)

3. La formule des probabilités totales appliquée au systéeme complet d'événements {(IN = n)},en+ donne :

+00
P(B)= ) P(N = n) x P(n=p)(B)
n=1
+00
=2 (
=1

)" % car N—9(1/2)

+ 3
N—

n=1
l+00
=13

n
4n
(

()"

S
—

série géométrique dérivée premiere cv de raison n avec —1< % <1

Exercice 9

1.

a. (phrase de rédaction habituelle (cf plus haut)) X — 98(8,1/4)
b. d'aprés le cours E(X) =2 et V(X) =3

a. Puisqu'il n'y a au total que 2 clients mécontents parmi les 8, en contactant 4 clients, on ne peut tomber que sur 2 clients

mécontent, un client mécontent, ou personne de mécontent donc  M(Q) = [[0,2]
On explicite le calcul correspondant a une case et on laisse les autres calcul au lecteur en guise d'entrainement :
Considérons I'événement (M =1).

Iy a (2) = @ =70 possibilités différentes équiprobables pour choisir 4 personnes parmi 8 personnes.
XLEXIX

Parmi ces quadruplets de personnes, on cherche ceux qui satisfont a I'événement (M = 1) : si on veut exactement 1 personne

mécontente, cela veut dire qu'on doit encore en choisir 3 de contentes pour compléter |'échantillon.

Et il y a (3) =2 maniéres de choisir la personne mécontente, et (§) = % =20 de choisir les triplets de gens contents

(puisqu'il y a 2 mécontents dans les 8 personnes, il y en a 6 de contentes).
Au total, en combinant toutes les possibilités de personnes mécontentes avec les triplets de personnes contentes, on a 2x20 =

k 0 1 2
4

s 11404 _ 1N —1)=40 _4
40 quadruplets de personnes favorables a I'événement (M =1). d'ot P(M=1)=35=7> POM =K [ 3/14 | 4/7 | 3/14

b. Les calculs habituels (laissés au lecteur) donnent :  E(M) =1 et V(M) :%

Exercice 10
» Pour n=1, I'événement C; : obtenir un 6 pour la premiére fois au premier tirage et n'avoir eu que des pairs est réalisé si et

seulement si on a obtenu 6 dés le premier lancer, ce qui correspond a I'événement B;. Donc C; = B;

» Vn=2, C, estréalisé si et seulement si on a obtenu 2 ou 4 aux n—1 premiers lancers et que I'on a obtenu 6 au lancer n°n.

C,=AIN...NnA,-1NB,

De plus, par équiprobabilité des faces obtenues lors d’un lancer de dé, , VkeN*, P(Ap) = % = % et PBp) = é
P(Cp) =P(A1N...nAy-1 N By)
=P(A1)..cc.... P(A;-1)P(By) par indépendance des lancers
- ()"
3 6

» la relation obtenue pour n =1 est encore valable pour la formule trouvée pour n =2 puisque I'on trouve dans les deux cas une

TYSRIR!
probabilité d'.

+00

La question posée dans |'énoncé revient a calculer P(U Cn). Puisque le 6 ne peut pas apparaitre a deux lancers différents d’aprés les

n=1



conditions données par |'exercice, les C; sont incompatibles et :

"o

+00
P(Cy)

n=1

+00

>
O

Il
=
3

1
00

=21

k=n-1

o

k=
1 1

1- 3

wi—|

S| = ol

1

Donc la probabilité de n'obtenir que des nombres pairs jusqu'a I'obtention du premier 6 est égale a §

Exercice 11

1. Pour la rédaction précise, s'inspirer de I'exo méthode 1.2 du chapitre 16 du cours de M. Brossard. a=2

2. Sans méme faire de grands calculs, P(X =1) =§ donc on se doute bien que la probabilité que X prenne des valeurs impaire est

supérieure a celle que X prenne des valeurs paires.

3. « X admet une espérance si et seulement si la série de terme général 2k37% est absolument convergente.

Or 2k37F =2k(1)" = 2w k(1) 1

Donc, a un facteur multiplicatif prés, on reconnait une série géométrique dérivée d'ordre 1 de raison 7 avec —1 < % <1 donc la

3
série converge et donc converge absolument (série a termes positifs). Donc X admet une espérance et :

+00
Ex) =) 2k37F
k=1

+00
_ 1\k-1
=52 k(3)
k=1
2 1
= — X
1\2
3 (1-3)
2 9 3
==X —-=—
3 4 2
e X admet un moment d’ordre deux si et seulement si la série de terme général 2k?37F est convergente.
29—k _op2(1\k _ 1\k 1k _ 2 1\k=2 2 1\k
Or 2k*37% =2k%(3)" =2k(k—1)(5)" +2k(3)" = & x k(k=1)(35)" "+ 5 x k(3)

1

On reconnait une combinaison linéaire de séries géométriques dérivée d'ordre 2 et 1 de raison 7 avec —1< % <1 donc la série

3
converge. Donc X admet une moment d'ordre 2 et :

+00o
E(x?)=) 2k*37*

k=1

2+OO 1k—2 2+OO 1k—1

:3—2;1’“("—1)(5) +§k;k(§)
2+oo 1 k=2 2+oo k-1

=3 2 k(k=D(3)""+5 X k(3)
k=2 =1

2.2 .3

-y 2

_2 2x3 3

32T 28 2

3 3

:—+—:3

22

série géométrique cv car de raison z avec —1< % <1


https://cahier-de-prepa.fr/ecg1-fauriel/download?id=1744

4. On a

E(Y)=E(X(X-D)

=E(X*-X)

=E(X?)-EX) par linéarité de I'espérance
3 3

=3—-—==-
2 2

(Rq : il n'aurait pas été impossible ici d'utiliser le thm de transfert mais cela aurait été maladroit vu nos connaissances issues de
la question précédente)

Exercice 12
On utilise le théoreme du transfert, on calcule la somme de la formule sous réserve de convergence absolue, on arrange un peut le
calcul, on reconnait la formule pour x=1- p, on justifie qu'on a le droit de I'appliquer parce que 1— p est bien dans ] —1,1[, donc la

;. A . B N e . . In
série converge, et méme converge absolument puisqu’elle est a termes positifs, puis on trouve au final E(%) = _plTF’?D

Exercice 13
Pour chaque variable aléatoire X suivante, donner X(Q). Si elle est discréte finie, donner la loi de X sous forme de tableau. Calculer

I'espérance et la variance (sauf pour X,) de chacune de ces variables.
1. (donner la rédact-type correspondant & la situation) X — 98(4,1/2) donc E(X)=2et V(X)=1

k 1 2 3 4 5 6
P(Xp=k) | 11/36 | 9/36 | 7/36 | 5/36 | 3/36 | 1/36

2. Résultats bruts : X»(Q) =[1,6] et et E(Xo) = 3

, ] _ k 1 2 3 4 5 12 14
3. Résultats bruts : X3(Q) =[1,5] et PG =k [ 1/3 [4/15 | 1/5 | 2/15 [ 1/15 et E(X3) =% et V(X3) =
k 0 1 2 4 8 16

E(Xy)=1et V(Xy) =32

4. Résultats bruts : X4(Q) ={0,1,2,4,8,16}

P(X4=k) | 65/81 | 1/81 | 4/81 | 6/81 | 4/81 | 1/81

Exercice 14
Résultats bruts : 1. un seul record % 2. n records # 3. deux records "T_l

Exercice 15 (d’apres Ecricome 2005, ex3 partie II)
Notons P; I'événement : "obtenir pile au i-éme lancer” et F; |'événement : “obtenir face au i-éme lancer.”
1. o a; =P(P;n Py) =P(P)P(P,) = p? (car les lancers sont indépendants)
e ap = P(F N P, N P3) = P(F})P(P,)P(P3) = gp?
e a3=P((FiINF,NP3NPy)U(PINFNP3NPy) = q°p?+qp® = qp*(q+ p) = qp?* (car les événements sont incompatibles, puis
indépendants)
2. Soit neN.
D’'aprés I'énoncé, any2 =P(P1NFoNA)UFEINA)) =pqgan+qgans,
on a donc bien a,i2 —qgan+1 —pqan =0.

3.| import numpy as np

n = int(input("Entrer la valeur de n :"))
p = int(input("Entrer la valeur de p :"))
a =20

b = np.sqrt(p)
for k in range(2,n+1):
c = (1-p)*b + p*x(1-p)*b

a =>b
b = c
print (a)

Exercice 16
A rendre en DM facultatif par exemple



