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1. Session 1

2 Calculs
3+ R Jx5 5 [ 25
= = —_— = = X — =| ——
12 2
2-% % 3
11 7
15 6 10
D=1+—t =141 =) .
- 1 1 4 30
2+E 2+¥ 2+ﬁ 3

2 Exercice 2 (Application)
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43
30

30
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46
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22735 69_2x,1/1/x5x7x3x%_

13 11x2+7x5-13x3 _22+35-39 18 _

=30°

1. f est dérivable sur RY par opérations sur les fonctions usuelles (on a bien x#0 et x> 0)

Donc Vx>0,

f)=Inx+1

f@=1-%

3
5

5,1 2546
e 6t5 _ T30 _|31
T 5_ 17 7 50=21 "|9og
3710 30

Réflexe : on met ici f(x) sous forme développée (il est plus facile de dériver une somme qu’un quotient)

Réflexe : on factorise la dérivée (ici cela revient & mettre tout au méme dénominateur)

Ainsi, Vx e R, f'(x) est du méme signe que x—1.
Donc f est croissante sur [1,+oc0o[ et décroissante sur ]0,1].

2. f est dérivable sur R} par opérations sur les fonctions usuelles (car x > 0).

VxeR}

f(x) = —2xInx—x*

=-2xlnx—x

=x(-2Inx-1)

1
x

Ainsi, Vx e R}, f'(x) est du méme signe que —2Inx—1

Or VxeR}

. -1 I 1
donc f est croissante sur ]0,e” 2| et décroissante sur [e”z,+oo|

-2lnx-1=0 <

—2lnx=1

Inx<-

xX=<e

Nl

Réflexe !

3. f est dérivable sur R% par opérations sur les fonctions usuelles (car x>0, 1+ x>0 et x #0).

*
VxeR}
=1 __1_ _ 1
f ()= x  l+x  x2
_xU+x) _ _ x* __l+x
x2(1+x) x2(Q+x) x2(1+x)
_ x+x?-x?-l-x
x2(1+x)
_ -1
x2(1+x)

(phrase souvent utile a connaitre par cceur)

Réflexes | (mettre au i dénom et trouver le meilleur dénom commun)

Ainsi, VxR, f'(x) est de signe strictement négatif car son numérateur est positif sur R}
donc f est strictement décroissante sur R}.

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)

Les corrigés sont disponibles ici.

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)

f est de classe C? sur R* par opérations sur les fonctions usuelles (x>0) et Vx>0 :

e fllx)=2x-Inx-1


https://www.leroidelaprepa.fr/_files/ugd/c58520_cbe5c1a5fac44989827cc6537de651f3.pdf

1 _ 2x-1 A :
o f(x)=2-+=22= est du méme signe que 2x—1 sur R*¥

X X
X 0 1/2 +00
signe de f"(x) - 0 +
f’ est décroissante sur 10;1/2] et croissante sur [1/2;+oo]
variations de f N / avec f'(3)=1-In(3)-1=-In(3)=In2>0
In2 elle admet en 1/2 un minimum qui vaut In2>0
signe de f’(x) + donc Vx>0, f'(x)>0
variations de f /!
donc f est strictement croissante sur R}

2. Session 2

% Calculs
1. Identités remarquables : ¢ (a+ b)?>=a®+2ab+ b? e (a-b?=a*-2ab+1? e (a-b)a+b) =a®-b
2. A=(2-v3)"=4-4V3+3=|7-4V3| B=(-v3+V5)°=3-2V15+5=8-2V15| C=(5-2v6)(5+2v6)=25-4x6=1]
D =302 x 298 = (300 +2)(300 — 2) = 300 — 22 = 90000 — 4 =| 89996 E =48% = (50—2)? = 2500 — 200 + 4 =| 2304
% Exercice 1 (Cours)
1. Les quatre formes indéterminées sont : ¢ oco—oco e 0Oxo00 . g e =
2. Opérations sur les limites : Compléter avec 0, +oo ou —oo
1 1 , 0 +00 0 0t 4 +00 +00
—=0 —=-00 =-ooxf'=tc0 —=0 —=-c0 —=0 —=0 —=400 —=-00 =—00
+00 0 -0 0 +00 0 0 0 2
3. Croissances comparées :
x 1
lim 12X =0 lim & = lim % =400 limﬁlnx:limx%lnxzo lim xe3*=0
x—+oo X x—+oo X x—+oo X x—0 x—0 X—+00
% Exercice 2 (Application)
1. . lirr(l)xlnx:O par croissances comparées donc par somme lil%xlnx+ 1=1 et par quotient lir%f(x) =+00
X— X— X—
e On rappelle que f(x) =lnx+% donc par opérations sur les limites, xlir}l f(x) =+o00
—+00
X 0 1 +00
e Puisque I'on a en outre f(1) =1, on en déduit oo oo
' f N /
1
2. . lirr(l)x2 Inx =0 par croissances comparées donc par somme lirr(l)f(x) =1
X— X—
o Par opérations sur les limites, lim f(x) =—-oo
X—+00
T
x|0 e 2 +00
. , _1 _ e 1+
e Puisque I'on a en outre f(e72)=1—e!x(-1)=1+-:, on en déduit 2e
( ) ( 2) 2e f / \
1 —00
3. . lin(l)ln(l +x) =0 donc on ne s'occupe que de lever I'indétermination donnée par les deux autres termes.
X

limInx+ L = lim <X+ || 5'agit de la méme limite que dans le 1. donc lim f(x) = +oo.
x—0 X x—0 X x—0

1 1 1 1
¢ Vx>0, f(x)=In(E)+ - =In($ +1)+ 1.

. 1 _ .- . 1 — : -
xLlI-Poox +1=1 donc par composition xLlI-Pooln(x + 1) 0. Par somme, xLHPoof(x) 0

X 0 +00

+00

f N

e On adonc

0

2 Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)
Les corrigés sont disponibles ici.


https://www.leroidelaprepa.fr/_files/ugd/c58520_cbe5c1a5fac44989827cc6537de651f3.pdf

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
e par croissances comparées, linéxlnx =0 donc par opérations sur les limites, lin})f(x) =-1
X— X—

e Vx>0, f(x)=x*(1- me)_ 1. Or par croissances comparées, xl—i>IPoome =0 donc par opérations sur les fonction, xgglwf(x) = +00

x| 0 +00
+00
e On en déduit le tableau
f /
-1
3. Session 3
& Calculs
1. Rappeler les régles sur les puissances : x et y sont des réels strictement positifs et a et § des réels. o x"=1
x x*  (x\a
o x“xﬁ = anrﬂ o — = xafﬁ o — = (_) o xaya — (xy)(x
xP ey
o (x“)ﬁ:xaﬁ o x_I:% o x_a:x% o x%a:xa

2. Avez-vous bien lu les consignes?

A=(3x5%7=32x (53)? =| 32 x 58
B:123=(4><3)2=(22><3)2:(22)2><32:

812 B (34)2 B 38 B 3_1
273 (33)3 T 39

W =

Do 203 x 472 _ (22)3.5%.(2)72 _ 28.5%.27 = 26-4-2  53+2-4 =[5
5—2 x 502 5—2 . (52)2 x 22 5—2 ,54 x 22

(32)3 % (23)2 ~ 36 « 26

(@) <(®)

323 % 232 38 « 29

223 3% 28x39

% Exercice 1 (Cours)
1. Présenter la propriété en lui donnant un nom (HR, par exple) et en mettant le quantificateur en tout début de ligne.
Initialisation au bon rang (pour n=0 ou pour n=1, ou ...)
Si la propriété est une égalité, justifier correctement cette égalité (calculer un membre pour retomber sur I'autre OU calculer
chaque membre de son c6té et constater que I'on tombe bien sur le méme résultat)

FoN

Hérédité Commencer par "Soit n€ ..., on suppose que HR,, est vérifiée" et finir par "donc HR,, 4, est vérifiée".
Conclusion
2. "Soit n€..., on suppose que HR,, est vérifiée"
% Exercice 2 (Application)
1. VneN, on pose HR;, : u, = % x 3"

Initialisation ug =3 =} x3° donc HRy est vérifiée.

Hérédité Soit neN, on suppose HR,, vérifiée
Up+1 = Un+3

=1x3"+3" d'aprés HR,

Donc HR,;,;; est vérifiée
Conclusion VneN, u,= % x 37

2. VneN, on pose HR, : 0<v, <1



Initialisation vy =0 donc 0 < vy <1 donc HRy est vérifiée.

Hérédité Soit neN, on suppose HR,, vérifiée

ona O=sv,<1
donc 0=<v?i<1
c-a-d 3<3+1v5<4
3.1 2y . 4
donc Z=<z(3+v,)<3
donc 0=3=vp=si=s1

Donc HR,;,,; est vérifiée
Conclusion VneN, 0=<y,<1
3. VrneN, on pose HR;, : vy < Ui

Initialisation vy =0 donc v; = % donc vy < 1;

Hérédité Soit neN, on suppose HR,, vérifiée

donc HRy est vérifiée.

ona 0=sv,<v;+1
2 2
donc U, SUn
s 2 2
c-a-d 3+v,<3+v,,,

2
n+l1

)

donc 1(3+v3)=i(3+v

c-a-d Un+l < VUns2

Donc HR; 1 est vérifiée
Conclusion VneN, v,<v,4

On en déduit donc que (v,) est croissante.

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)

|
VneN, on pose HRy : ¢n= 737
1

1+0
Hérédité Soit neN, on suppose HR,, vérifiée

Initialisation cp=1= donc HRy est vérifiée.

Cn+1 =

|H

Donc HR; 41 est vérifiée

1

Conclusion VneN, =

Cp =

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
1. VneN, on pose HR;, : u, existe et u, >0

Initialisation 1y = % donc ugy existe et 1y >0

d'apres HR;,

par croissance de la fct carrée sur R*

d’aprés HR,, et la question précédente

par croissance de la fct carrée sur R*

d'aprés HR;,

donc HRy est vérifiée.

Hérédité Soit n €N, on suppose HR,, vérifiée u, >0 d’aprées HR, donc 2u, >0 et u,+1>0, en particulier u, +1#0, ce qui

2up
up+1

assure |'existence du quotient
Conclusion VneN, u, existe et u, >0

Donc (u;) est bien définie sur N et pour tout neN, u, >0.

et par la régle des signes, u;+1 >0 donc Donc HR; est vérifiée

Remarque : on note bien I'utilisation des parenthéses autour de (u,) dans I'énoncé et a la fin et la nécessité de ne surtout pas

les mettre dans la démonstration par récurrence dans laquelle, on se

\

2. Similaire a I'ex 2

3. Similaire a I'ex 2

focalise sur LE terme u,,.



4. Session 4

2 Calculs
1. a et b sont des réels : o e%b=eath ° i—: =P o (e“)b = e o =4 o Vei=e?
2. La fonction exponentielle est définie, dérivable, et méme €' et €2 sur R. e* est strictement positive pour tout x € R.
exp’ = exp, la fonction exponentielle est strictement croissante, hm e*=0et lim e*=+o0
—00 X—+00
4x2 2
4. A(x) = (e1)? = 232 Bx)=e*(1-e¥)=e*-ee*=e"=e"F=e"-1 Clx)= Vet =e7 =2
D) =(e*+e )’ = (eX—e ) = ((e* + e M) — (e" —e M) ((e* + e ™) + (e¥ —e V) =2e ¥ x 2e* =4 Ex)=¢= =1 ¢ 2%

2 Exercice 1 (Application)
Pour déterminer le sens de variation d'une suite (u,),en ON peut

o Déterminer le signe de u,+1—u
o S'il est positif, la suite est croissante;
o S'il est négatif, la suite est décroissante.

e Si uy, est a valeurs strictement positives, on compare "“ al:
o S'il est plus grand que 1, la suite est croissante;
o S'il est plus petit que 1, la suite est décroissante.
e On calcule les deux premiers termes de la suite et on les compare :
o Si ug < uyp, on montre par récurrence la propriété u, < 1 ;
o Si ug = uy, on montre par récurrence la propriété u, = 41
™ Exercice 2 (Application)
En suivant la rédaction des exos-méthodes ci-dessus, déterminer les variations de la suite (u#;) dont on donne le terme général.
1. VrneN, ups1—-u,=n?>=0 donc (u,) est croissante.
2. VneN, un>()1 )
Unt1 3x2 e _2t =37 =37 1=1<1 donc (u,) est strictement décroissante.
Uy 3x27n 2-n

3. VneN, upi1—up=u’-2u,+1=(u,- 1)2 =0 donc (u,) est croissante.

4. VneN, on pose HR;, : U, < Up+
Initialisation 1 =0 et u; = v2 donc uy < u; donc HRy est vérifiée.

Hérédité Soit neN, on suppose que HR,, est vérifiée.

Up < U4 d'aprés HR, donc Up+2<Upi+2
donc  Vup+2<vups+2 par croissance de la fonction racine carrée sur R*
donc Upns1 < Upao

Conclusion VneN, up<up+
donc (uy,) est croissante

5. Session 5

% Calculs

1. Rappeler les regles sur les logarithmes népériens : a et b sont des réels strictement positifs.
o In(ab)=Ina+Inb o In(l)=-Ina o In({#)=lna-Inb o In(a")=nlna o In(va)=ilna

2. La fonction logarithme népérien est définie, continue, dérivable et méme de classe €' de classe €2 sur R*.
Vx>0, Inx>0 < x>1
Vx>0, si f)=In), f=21
la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R} et ling]ln(x) =-00 et xliIP In(x) = +o0

X— —+00

4. a=1n256=8In2 lo—ln4 —2ln2 ¢=-9In2-4In5
d=In1-In2+In2-In3+...+1n498 — In499 +1n499 — In500 = —In(500) = —In(5 x 10%) = —In(2? x 5°) = —=2In2 - 3In5
Ax)=In(x*+1)-2Inx=In(x*+1) - Inx? —ln(x *1) =In(1+ %) B(x)=In(Ve¥) = lln(e") =3
C(x) = e®In¥ = x° D(x):ln\/{?:—ln\/e_:—%ln(ex):—f E(x)=In(5 )+ln(x2)——3lnx+21nx——lnx

5. Correction en visionnant cette vidéo de la chaine d'Olivier Geneste.


https://www.youtube.com/watch?v=bfIOdosToaY&list=PLkj0p5n3uJ6wteR2rWNCwc-mgZkrYXZcf&index=9

% Exercice 1 (Cours)

1. Un systéeme de Cramer est un systéme linéaire ayant autant d'équations que d’'inconnues et admettant une unique solution (la
solution étant un couple, un triplet, ou un n—uplet selon le nombre d'équations et d'inconnues).

2. La solution d'un systéme de Cramer homogene est le n—uplet nul.
3. Un systéme est de Cramer si et seulement si sa matrice est inversible.

4. Lorsque le systéeme n'est pas de Cramer, il peut y avoir une infinité de solution ou pas de solution si les seconds membres ne sont
pas compatibles.

% Exercice 2 (Application)

1. a.
a-2b+ c=8 a-2b+ c=8
B _ Ly, —2L,-L,
2a+ b— c=-3 < 5b+3c=19 Ly — Ly +Ls
—a+ b+2c=3 - b+3c=11
a-2b+ c¢=8
o -5b+ 3c=19 Ly — Ly —5L3
—12¢=-36
a=1
< b=-2 par remontées successives
c=3
b.
x— y+ z=0 x— y+z =0
_ _ Ly — 2L1—L,
2x-2y+2z=0 < 0=0 L — Ly —Ls
x+ y+ z=0 -2y =0
{x +z=0
<>
y =
X=-z
_ ce systéme n'est pas de Cramer,
= y=0 . s .
il a une infinité de solutions
z=2z

On a réussi a exprimer tous les triplets solutions (x, y,z) en fonction du paramétre z :
Pour chaque z € R, on obtient un triplet solution (-z,0,z) a ce systeme.
Donnons quelques exemples de solutions : (-2,0,2), (%,0,—%), (,0,—m), etc.

c. Réponse brute : (0,0,0). Il s’agit d'un systeme de Cramer.

x— y+ z=0 x-y+z =0 L Ll
— _ 2 — 2L1+ 1L
2x+2y-2z=0 < 0=0 Ly — 3Ly Ly
3x-3y+3z=0 0=0
& y=x+z
X=X
o y=x+z ce syster_ne' n elst pas de_Cramer,
il a une infinité de solutions
z=z

On a réussi a exprimer tous les triplets solutions (x, ¥,z) en fonction des paramétres x et z :
Pour chaque couple (x,z) € R?, on obtient un triplet (x, x+z, z) solution a ce systéme.

Remarque : On aurait pu faire un autre choix de paramétres :
o les triplets (y—z, y, z) sont aussi solutions de ce systéme pour tout couple (y,z) € R%.
o les triplets (x, y, y—x) sont aussi solutions de ce systéme pour tout couple (x,y) € R
2. a. On remarque facilement que x = y =z et que les triplets solutions sont les triplets (x,x, x) avec x € R.

b. On trouve (0,0,0) comme unique solution.



2x— y- z=0 -y+z=0
en substituant x a z dans L; et L,
-Xx+2y- z=0 < 2y-2z=0 A x . .
grace a la relation trouvée dans L3
3x -3z=0 xX=z
{y:Z
o
xX=z

Les solutions sont donc les (z,z,z) avec z€R.
Le systéeme n’'est pas de Cramer.

-3x+ y =0 y=3x
y=3x
- 3y+ z=0 <& z=3y <
z2=9x
6x—-11y+3z=0 0x=0
N———

|
(la derniere ligne est obtenue en remplacant les y par des 3x mais aussi les z par des 3y qui sont donc égaux a 9x)
Les solutions sont donc les triplets (x,3x,9x) pour tout x € R.

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)
Réponses brutes :

1. (3,2,0) (systeme de Cramer) 3. (0,0,0) (systéme de Cramer)

2. (-1,-1,1) (systeme de Cramer) 4. les (0,z,2) pour z € R sont solution (systéme pas de Cramer)

6. Session 6

il () esowe ame(FRi 0 ao(l) (5
el o) e sefrn) oo

% Exercice 1 (Cours)
1. Dire qu'une matrice A de .4, (R) est inversible signifie qu'il existe une matrice B de de .4, (R) telle que AB=1I,,.
Dans ce cas, on a également BA= I, et la matrice B est appelée I'inverse de A et est notée A~
% Exercice 2 (Application)

Il'y a bien 5 méthodes pour trouver I'inverse d'une matrice (nous reverrons la derniére dans la session 17). La méthode de Gauss-Jordan
n'est a entreprendre que si les autres ont été mises en défaut. Ce n'est pas celle-ci a envisager en premier.

; ; _ 1 __ —1__ 1 (=10y__(-10y_(10)_
1. Aestinversible car det(A)=1x(-1)-3x0=-1#0 A —det(A)(_31)— (Z29=13%)=4
2. On utilise la méthode de Gauss-Jordan :
11 1 100
(1 -1 72) (0 1 0)
101 001
11 1 100 g
(0 2 73) (—1 1 0) Ly—La—I
0-10 101 Ly—L3—L
(L5 (419
00 3 -1-12) B2l
330 4 1 -2 Li—3L-L3 _ ) _ _ _ o o
(8 —02 g) (—% 01 % ) Ly—Ly+L3 (la matrice obtenue étant triangulaire sans O sur la diagonale, on sait déja que A est inversible)
6 0 0 2 22 Li—2L,+3L3
(0 -2 0) (72 0 2)
00 3 -1-12 .
1 1 1 Li—=L
100 3 3 3 e
010 10 —1| Le—=3L
001 "3 73 3 L3—1Ls

) donc A* =91 c'est a dire que Ax (§A)=1. on en déduit : A =3A=1 (4 -1 —2)
41



4, A=diag(2,—1,%) étant diagonale, A7! =diag(%,}l,

| = diag(},-1,2) = (085 ‘21 §)

DOl

2 Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)

1.

A est inversible < det(A)#0

o (1-M2-1)-6#0
& A*-31-4#0

& A+DA-4)+#0

©

AZ-1let A#4

. En utilisant la méme méthode, on tombe sur un trindbme en A ayant un discriminant strictement négatif, il est donc impossible
qu'il s'annule et la matrice A est inversible pour toute valeur A réelle.

. La matrice A étant diagonale, elle est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
A est donc inversible si et seulement si A e R\ {2, -2}.

La matrice A étant triangulaire, elle est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.
Apres I'étude de la nullité de ses coefficients diagonaux, on trouve que A est inversible si et seulement si A e R\{-1,1,2}.

7. Session 7
2 Calculs
k facteurs
_ n! _nn-1...n—k+1) m m n n _ n 3
1. ( TR a G=1 (D=n (= ©@=1 @+Hni=mn+1)! —=(=1t 0=l
_ 10 _ _ _ (8 _ Bx7xG _ _(m+ D!
2. A= =10x9x8=720 B=(3)= =56 C= o ="+ D
1 1 5-1_ 4 1 1

T4 5 5 2x3x4x5 2x3x5 60

_ (M) _ (1) _ n___ _ (n=1)! _ _ n!
F_k(k) n(k—l)_kk!(n—k)! n(kfl)!((nfl)f(kfl))l _/((k—l)!(n—k)l (k-D!(n-1-k+1)! = (k-D!(n-k)! (k-D!i(n-k)!

— E=2x4x6x--x2n)=2x1)x2x2)x2x3)x---x(2xn)=2"xn!

_ Kxnl n(n=1)! n!

=0

® Exercice 1 (Cours)
1. Lorsque I'on dénombre des combinaisons (tirages sans ordre et sans remise, cf méthode 1.4) ou lorsque I'on doit choisir un

nombre d'emplacements parmi des emplacements disponibles (méthode 1.5)

2. Une p-liste d'un ensemble a n éléments E est un élément de EP. Cela correspond a un tirage avec ordre et avec remise. |l y en

a n? (méthode 1.1)

3. Une permutation d'un ensemble a n éléments est une n—liste d'éléments distincts de E. |l y en a n! (méthode 1.2)

» Exercice 2 (Application)

1.

a. |l s'agit d'une 5-liste de [0,9]* x {A, B}. Il y a donc 10* x 2 =20000 tels codes.

b. En se souvenant de la lettre et des deux derniers chiffres, il y a 10 x 10 = 100 codes favorables. Etant dans une situation

d'équiprobabilité, la probabilité de taper le bon code est de % = ﬁ =0,005

. Il'y a une seule maniére de choisir la dame de coeur et (341) maniéres de choisir les 4 autres cartes de la main. Le nombre

de telles mains est donc : (%)) = 31230x29x28 — 37 x 5 29 x 7
Comme on aime le calcul, on continue : 31x29=(30-1)(30+1) =30?— 1% =900 — 1 =899 5x7=35
35x899=35(900-1)=35x900-35=35x3x300-35=105x%x300-35=31500-35=31465
Il'y a donc 31465 mains de 5 cartes contenant la dame de cceur dans un jeu de 32 cartes.
32

. Dans le jeu, il y a en tous (*;) mains de 5 cartes.

Etant dans une situation d'équiprobabilité, la probabilité d'avoir une main contenant la reine de coeur est :

1x2x3x4x5 — 32x31x30x29x28 . 1x2x3x4  _ 32
31x30x29x28 1x2x3x4x5 31x30x29x28 ~ 5
1x2x3x4

3. Il'y a (4) manieres de choisir les deux as.

Il'y a (5,) manieres de choisir les trois autres cartes.

28

Il'y a donc en tout (3) x (3) maniéres de choisir une telle main.
Or (3) x () = 452 x 2852020 = 6 x 14 x 9 x 26

3 2 1x2x3



4. |l est plus aisé de compter les mains ne contenant aucun as.
32 32) _ (28

lyaena (258). Puisqu’en tout il y a (*;) mains dans le jeu, il y en a (7 5) qui ne contiennent aucun as.

5. Répondre qu'il y a (g) possibilités serait trop simpliste. En effet, la place du conducteur doit étre occupée par une personne!
Dans une voiture de cing places qui doit faire un trajet, on doit tout d’abord attribuer la place du conducteur. Dans notre
exemple, nous avons 3 manieres de |'attribuer. Reste ensuite a placer les 2 autres personnes sur les 4 places vacantes dans le

véhicule : il y a alors (‘21) maniére de les placer.

Au final, il y a 3 x % =18 maniéres de placer les 3 personnes dans la voiture.
2 Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour le fun)
Les pieces doivent étre classées en catégories :

e Les pieces unicolores : il y en a 4
o Les pieces bicolores :

o Les piéces bicolores ayant 2 couleurs de chaque :
[l'y en a autant que de choix de deux couleur (sans ordre et sans remise) il y en a donc (g) =6

o Les piéces bicolores ayant une couleur représentée 3 fois et I'autre couleur représentée 1 fois :
Contrairement a la situation précédente, les deux couleurs ne jouent pas des roles symétriques et il y a une premiére couleur
a choisir pour la couleur représentée 3 fois (avec un choix de 4 possibilités) puis un deuxiéme choix & opérer pour la couleur
représentée 1 fois (il reste alors 3 possibilités de couleurs). Au final, il y a 4 x2 =12 piéces différentes.

o Les piéces tricolores : On a besoin de choisir tout d'abord la couleur qui sera représentée deux fois sur la piéce et on a un choix de
4 couleurs pour cela. Ensuite, les deux autres couleurs sont choisies avec un tirage sans ordre et sans remise parmi les 3 couleurs
restantes. Le nombre de telles pieces est donc de 4 x (g) =4x3=12

o Les pieces quadricolores : il n'y en a qu'une

Au total, on a donc 4+6+12+412+1=35 pieces.
Le plateau est donc un plateau de 6 cases par 6.

2 Exercice 5 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
1. La formule du triangle de Pascal donne

=N L (- — (]
G+ ) =)
2. Il y a deux rédactions possibles pour cette question :

* Par récurrence sur i :
i-1

VkeN*, Vizk+1, Posons HR;: y (I71)=("}")

j=k

Initialisation Pour i=k+1

I
—
Il

(®

(1)

DM~

(o)

~
Il
=~

donc HRj.41 est vraie.

Hérédité Soit i = k+ 1, supposons alors que HR; est vraie. Montrons que HR;.] est vraie.

i i-1 -
(o) = X ()+(0)
=k j=k
= ((H+U0) (Par HR;)
= (,’C) (par le triangle de Pascal)
donc HR;,; est vraie.
i-1 -
Conclusion Donc Vi=k+1, Zk(i_i) =)
=
* Par calcul direct :
Ayant prouvé que (J71)+(’;") = (J) pour tous j et k naturels non nuls, on en déduit que (/°}) = (/) - (/') et par suite que

10



VkeN* :

i—-1 1 i-1 . o
(D= T (-0
j= j=
i-1 i-1 1
- (D_ y (]k )
j=k j=k
i-1 -2
= k(i)_ - (]k) chgt d'indice j'=j-1
j= j'=k-1
= (121) - (kzl) par télescopage
=(l;1) car k-1<k

A noter que cette égalité est démontrée d'une autre maniére dans cette vidéo (les indices ne sont pas tout a fait les mémes mais il
s'agit bien de la méme relation, elle tombe parfois aux concours avec des indices variés)

8. Session 8

A Calculs ) ) .
n nn+1 U nn+1)2n+1 n n“(n+1 n 1 1-g" Pt
1oy p=22r e M DEnT D y = T Y a=m+Da Y qt=qri=d
k=1 2 k=1 6 k=1 4 k=0 k=p l-q
n m m n n n noJ
Y Xoaij = Y. aij interversion avec indices dépendants : )" Y a;; = Y. ) a;j
i=1j=1 1155]’;?1 j=1i=1 i=1j=i  1=isj=n 05
n+1 n+1 2 2
n+1)(n+2 n“+3n+2-2 n“+3n nn+3
2.A:Zk:(2k)—1:( A )—1= = _ )
k=2 k=1 2 2 2 2
L L L L nn+1)2n+1) nn+1) nnr+1)2n+1)-3nn+1) nnr+1|2n+1)-3
B3 ken=3 3 ek=l TS ke SUAE - ool
k=0 k=0 k=0 k=0 12 4 12 12
nn+1)2n-2 2n(n+1)(n-1 nn+1l)(n—-1
B= ( N ) = ( J ) = ( )N ) (on pourra remarquer au passage qu'ils s’agit de (ng-l))
12 12 6
n-1 n-1 n
1-3 3-3
C=Y3k=3—""__ -2 "= _1(3"_3
k;l 1-3 -2 2( )
5k 1-k 1% (2\k 1 _(%)Ml 5l —2n+l 5 1 1
n+l- n+ n+ n+ n+
D:ZZS =5 Z(ﬁ) =5 2 3 :§(5 =2 )
k=0 k=0 1-5 5
n+2 n 2 2
n“(n+1)
E=) (j-2° = Y i*=
j=3 =j=2i0 4

n n n i n o . n n
F=ZZk7f ZZ’C:ZIU;UZ%ZIQ—%Zi 6 comme dans le calcul B

% Exercice 1 (Cours)
1. On peut calculer la probabilité d'une intersection

n
e grace a la formule des probabilités composées : P ﬂAi =P(A1)Pa,(A2) -Pa;na,(A3)...Panna,  (An)
n

i=1 n
* ou, si tous les événements qui composent I'intersection sont mutuellement indépendants. Danscecas, P|([)A4i|= HP(A,-)
i=1 i=1

2. On peut calculer la probabilité d'une réunion
e grace a la formule du crible : A

B
%
o cas d'une réuion de deux événements : P(AuB) =P(A)+P(B)-P(ANB) \\\Eggg///

o cas d'une réuion de trois événements : P(AUBUC) =P(A) +P(B)+P(C)—P(AmB)—P(An@B—P(BﬂC) +P(ANBNC)
A B

11
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n
=) P(A)
1

-1

e ou, si tous les événements qui composent la réunion sont deux a deux incompatibles. Dans ce cas, P

n
U 4
i=1

% Exercice 2 (Application)
Dans tout |'exercice, on note V; I'événement "tirer une boule verte au i—iéme tirage", pour tout i € [1,3].
1. a. A est réalisé si et seulement si le joueur tombe sur une boule rouge a chacun des trois tirages.
Cela signifie que
A=ViNnVonVs
Gréace a la formule des probabilités composées, et au fait que chaqu tirage est réalisé en conditions d'équiprobabilité, on en
déduit que :

— n-1 % n-2
n+l1 n n—

_ n=2

T n+l

b. B est réalisé si et seulement au deuxiéme tirage ou si elle est tirée au troisieme tirage.
B= (Vm Vzmvg) U (vazn Vg)
Puisque I'on ne peut de toutes facons tirer que des boules rouges aprés avoir tiré la boule verte, on simplifie en :
B= (Vln V2) U (710720 Vg)
Par incompatibilité de la réunion, on en déduit :
P(B) = P(Vln Vg) + P(VmVZm Vg)

Puis, on utilise la formule des probabilités composées comme dans |'item précédent pour finir le calcul :

—__n 1 n n-1 1
P(B)_n+l><n + ntl X Xn-1

_ 1 1

T n+l + n+l1

_ 2

~ n+l

c. Les tirages étant sans remise, on ne peut que :
e tirer la boule verte au premier tirage
e OU la tirer au deuxiéme ou au troisiéme tirage
e OU ne pas la tirer du tout

Ces événements étant incompatibles, il forment un systéeme complet d'événements.
Autrement dit, {A, B, C} forme un systéme complet d'événements et on en déduit que

_ _ n—2 2 _ n+l-(n-2)-2 _ 1
PO =1-PA-PB)=1- 35— 355 =1 — = 7l

Rque : Ce résultat aurait évidemment pu étre obtenu par calcul direct grace a la formule des probabilités composées, mais
la mention "en déduire" dans I'énoncé imposait cette méthode.

2. Tout d’abord : D= (710720 Vg) Puisque les tirages ont lieu avec remise, on a, par indépendance :

P(D) =P(710720 Vg) = P(W)P(@)P(Vg) =M Iy 1 n?

n+l S Al T (el

9. Session 9

% Calculs
1
1. Reégles calculatoires sur les racines : pour tout x et y éléments de R} o Vx=ux2
o VEIT=VIVT ° Vi=% o Var=(va)" o v0=0
1 NES X 5 Pour tout x réel :
° Ax ° EV o (Va)=x o V=

12



2 23

2.A=£=T=§\/§
C1+vV2 (1+V2)2+V2)  24V242v242 a5 3
B_z—\/é_(z—\/i)(2+\/§)_ 4-2 =5y =24pV2

C=v22x33x55=2x3y3x5%/5=150V15
D:(\/Z\/§)4=(2\/§)2=22 X 5= 20
E=(4+ V1)’ - (4= VIT)* = |(4+ VIT) - (4= VIT)| | (4+ VIT) + (4 - VIT)| =2VTT x8 = 16VTT

F:\/6+\/7+\/2+\/3+\/T:\/6+\/7+\/2+\/ST:\/6+\/7+\/2+\/71:\/6+\/7+M:\/6+\/7+\/Z:\/6+m
F=v6+vV9=v6+3=V9=3

% Exercice 1 (Cours)
1. On applique le théoréme de la bijection.

% Exercice 2 (Application)
1. g est dérivable sur [1;+oo[ par opérations sur les fonctions usuelles.

Vx=1, g’(x) =e ¥ —xe*=(1-x)e* (on garde le réflexe de factoriser la dérivée lorsque I'on en cherche le signe!)
Vx=1, g'(x)est du méme signe que 1—x, c'est a dire négatif. On en déduit le tableau suivant :
X 1 +00
gx)| 0 -
1/e puisque lim xe ¥ =0 par croissances comparées.
2(x) N X—+00
0

g est donc continue (car dérivable) et strictement décroissante sur [1;+oo[, avec g(1) = ;13 et xlirllwg(x) =0.

g réalise donc une bijection de [1;+oo[ sur |0;1].

Sa bijection réciproque g~! est donc une bijection décroissante de ]0;%] dans [1;+o00[ et on a le tableau de variations suivant :
X 0 1/e
+00

gl \

1

2. a. f est dérivable sur ]0;+oo[ par opérations sur les fonctions usuelles (x #0).

~1-x—(1-Inx) Inx-2

Vx>0, "(x) =

g'(x) 2 2
Sur ]0; +ool, f'(x) est du méme signe que Inx—2.
Or, Vx>0,

Inx-2>0 < Inx>2

o x>é par croissance de la fonction exponentielle

On en déduit le tableau suivant :

2
X 0 e 0o lim g(x) = +oo par opérations sur les limites
7 og
X - 0 + =
JC) 1-1In(e?) 1
+00 0 g(ez) - =
fx) N\ / ; el e? 4
1/é? thP g(x) =0 par croissances comparées
— e —+00

Puisque f est continue sur ]0,+oo[ en tant que fonction dérivable sur cet intervalle, et puisqu'elle est strictement décroissante
sur 0, €?| et strictement croissante sur |e?,+oo[, on en déduit que f réalise une bijection de ]0,e?[ sur | —1/e?,+oo| et de
|e?,+oo[ sur | —1/¢2,0].

b. « Etude sur |e? +oof :

Sachant que 2<e<3, ona 4<e*<9<10 par croissance de la fonction carrée sur R*
; 1.1 1o 1 Lo L N
S -
puis 1222521 par décroissance de la fonction inverse sur R}
. 1 1 1 1
e e < e < -
et enfin 1iS—@sS—g= 6 <0



donc —15 € | —1/€%,0[ et puisque f réalise une bijection de |e?,+oo[ sur | —1/€%0[, on en déduit que I'équation
f(x) = -1 admet exactement une solution sur ]e?,+oo.

o Etude sur J0,¢?[ :
—LO E]—1/62,+OO[ et puisque f réalise une bijection de ]O,ez[ sur ]—1/92,+oo[, on en déduit que |'équation f(x) = —lio
admet exactement une solution sur |0, é?|.

. f(ez) = —eiz # —% donc €2 n'est pas une solution de I'équation f(x) = —1—10.

e On en conclut que I'équation f(x) = —% admet exactement deux solutions sur ]0; +ool.

c. %E ] —1/€?,+oo] et puisque f réalise une bijection de ]0,e?[ sur | —1/€?, +oo|, on en déduit que I'équation f(x) = % admet
exactement une solution sur ]0,e?[, que I'on notera a,,.

d. f()=1101 =121 puisque neN*.
f(e) 1 lne 0< l
Donc f(l) == >f(e) et puisque f est une bijection strictement décroissante, on en déduit que 1<a, <e.

e. La question c. signifie que f(a,) = 1. On en déduit que a, = f~!(1).

n

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)

Pour tout entier naturel n non nul, 0< 11 < %
Par décroissance de f! sur 10, +oo| ) =13
C'est-a-dire (d'aprés q.2.e) Ani1 = aAp

On en déduit que la suite (aj,) est croissante.

Puisque I'on a vu en question 2.d qu’elle est majorée par e, elle est convergente d'apres le théoreme de la limite monotone.

Mais puisque f~! est continue sur ] —1/e?;+oo[ comme bijection réciproque de f continue de ]0,e?[ dans ] —1/e?;+ool, on en déduit
que lim aj,= lim f~ '4) = lim f'0)=e (en effet, f(e)=0 d'aprés 2.d)

n—+oo (f 1¢0en 0) n—+oo
Pour conclure, (a;,) converge vers e.

10. Session 10

2 Calculs
Ap=2""1 2" =2"x2 2" =2"2-1)=

bl’l — 22” X 3—71
cp = 492073 — gy 92193 4. 47 9. 4" = (4—8)4" = —4-4" (c’est ce que demande I’énoncé mais on aurait sinon pu conclure en —4"+1)

dy= (=122 =~ (1" x4 (1] = -a(- )"

_ _16" _1(6\n_1 on
en= "3 =gy =5(3)" =52
23n+2
_ _ 8\
Ja 32n-1 —IZX(g)

% Exercice 1 (Cours)
1. a. ll s'agit d'une suite arithmético-géométrique.

b. On commence par déterminer c tel c=ac+ b puis on étudie la suite auxiliaire v, = u, —c.
2. a. Il s'agit d'une suite réccurente linéaire d'ordre 2.
b. On commence par résoudre |'équation caractéristique r> = ar + b
% Exercice 2 (Application)
1. Réponse brute : YneN, u,=6-5(3)"

2. Réponse brute : VreN, u,= w

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer syy les bases)
1. Réponses brutes : YneN, u,=3n-2 et Y up=143

k=0
i hn 10 255
2. Réponses brutes : VneN, u,=(3)" et Y we=-—
&= 256

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
1. VneN, vUpyl=Upso—Ups1 =2Ups1 —Upn+2— Uyl = Ups1—Up+2=Vp+2 donc (vy) est arithmétique de raison 2.
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2. Puisque vp=u; —up=2-1=1, on en déduit que VrneN, v,=1+2n
3. e D'une part, VneN*

e D’autre part, VneN*

n-1 n-1
V= ) Uk+1— Uk
k=0 k=0
n-1 n-1
=D Uke1— ) Uk
k=0 k=0
n n-1
=) wk— ) uk en réindexant la premiére somme
k=1 k=0
=Un— U par télescopage
=up—1

 Des deux expressions obtenues en question précédente, on en déduit que VreN*, u,—1=n?

C'est a dire que VneN*, u, =1+n?. On constate que I'égalité reste vraie pour n=0.
On en déduit donc que VreN, u,=1+n?

11. Session 11

% Calculs

ax)=(x-2)Bx+5)-22x-1)(x-2)=(x-2)[Bx+5) —-2R2x- 1] =(x-2)(—x+7)

On reconnait une identité remarquable : b(x) = (x —3)?
c)=Rx-DRx+D+x-3)2x+1)=Cx+D[@x-1+(x-3)] = 2x+1)(Bx—4)
Attention, on demande bien de factoriser! d(x) = [(x—1)—2][(x-1) +2] = (x-3)(x+1)
e(x)=[Bx-5-(x-7][Bx-5)+(x-7)] =2x+2)(4x-12) =8(x + 1)(x—3)
f)=3x-2)+(x+Dx-2)=(x-2)B+x+1)=(x—-2)(x+4)
gX)=x-Nx+7N+3xx-7N=x-7N(X+7+3x)=(x—-7)(4x+7)
h(x)=06x+2)3x-7+1)=(6x+3)3x—6)=306x+3)(x—-2)

% Exercice 1 (Cours)
1. Ce sont les matrices diagonales.

% Exercice 2 (Application)
L X = (i) = (Gumi)
2. En posant A=(7 3,), et en calculant le produit AX,, on obtient bien Xp.1.
3. C'est une démonstration par récurrence que I'on retrouve dans la méthode 1.9 du chapitre 4 du cours de M. Brossard.
4

. det(P) = -3 donc P est inversible et P! =—1 (21 31)=1(3 4).

15 G

0-8 -
4h) 7)) (58 %)
5. On montre que YneN, A"=pPD"Pl
C’est une démonstration par récurrence que I'on retrouve dans la méthode 1.8 du chapitre 4 du cours de M. Brossard.
6. D étant diagonale, YneN, D"=(j _gn).
En utilisant le résultat des deux questions précédentes, on en déduit que YneN, A"=1(}1)(5 9)(214)

done PDP™ =} (3 %)= ( ) =4

(é (—g)”) (5 —11) n_ 1(1+2(-8)" 1-(-8)"
Or (1) 1 (-8" 1+2(-8)" 1-(-8)" Donc A 25(2—2(—8)" 2+(—8)")
2 -1 2 —(—-8)" 2-2(-8)" 2+(-8)"
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7. D’aprés I'énoncé, Xo = (1).
Donc d'apreés la question 3, pour tout entier naturel n, X, = A" X, = %(

1+2(-8)" 1-(-8)" (1)_1 1+2(-8)"+1-(-8)" | _ 1 [2+(-8)"
2-2(-8)" 2+(-8)" J\1J 7 3\ 2-2(-8)"+2+(-8)" ] ~ 3 {4-(-8)"

8. Pour finir, puisque X, = (Llf:) on en déduit les expressions explicites des termes généraux des suites (uy) et (vy) :

VneN,

up=%(2+(-8)") et v,=%(4-(-8)")

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
Pistes de résolution et réponses partielles :

Up+1 = Up+1
e On commence par traduire la relation de récurrence en un systéme : Upt2 = Un+2
Up+s = — 6Uy + Supt1 + 2Ups2

o On procéde comme dans les questions 1. a 3. de I'exercice précédent (si ce n'est que le réle de X, est joué par U,).

. . . 010
La matrice A sera ici la matrice ( 06 g %)

o Pour la question 4, on détermine D= P! AP (on doit tomber sur la matrice diagonale (

¢ Question 5 inchangée.

)

[=Y=1"0)
|
OI\JO
woo

o Pour la question 6., on explicite D", mais il est inutile (et trop compliqué) d'expliciter les 9 coefficients de la matrice A”.

, . . . . L0 0 _1(0 , . .
e On détermine Uy et on comprend pourquoi le calcul matriciel (10 o)P(o (-2)" On)P 1((1)) permet d'obtenir u, pour tout entier
0 0 3

naturel n.
Il ne reste plus qu’a calculer astucieusement, en confondant réel et matrice 1x1 :

12. Session 12

2 Calculs

1 1 0 0)/s5

Up=75(111) g(—g) 3’on (%)
_1 noany [
=35(1(-2"3 )(g)

=5(-5+2(-2)"+3-3")

— %(_5_ (_2)n+1 +3n+1)

1. Un trindme est du signe de son coefficient dominant sauf entre ses éventuelles racines.

2. Ax)=x(x+4) (peut se faire de téte : A(x)=0
B(x) = (x—v/5)(x+/5) a pour racines /5 et —/5.
C(x) =—x>—9 est la somme d'un nombre négatif et d'un nombre strictement négatif, il ne s'annule donc jamais et n'a pas de
racines.

& x(x+4)=0 o x=0oux+4=0 <o x=0oux=-4)a pour racines 0 et -4.

Dans les deux dernieres questions, avant de commencer a répondre a la question posée, on doit évidemment trouver les éventuelles
racines des trindmes. On a le choix entre calculer le discriminant et en déduire les racines ou "voir" qu'il y a une racine évidente et en
déduire la deuxiéme grice aux relations coefficients/racines. Lorsque cela est possible, c'est cette seconde méthode qui sera privilégiée
puisque je sais que vous étes moins coutumiers de son utilisation et que cela permet de s'entrainer la-dessus.

3. .

1 est racine évidente et I'autre racine @ vérifie 1 x & = —4 (rappel : le produit des racines d'un trinéme vaut <) donc D(x) a pour
racines 1 et -4. Le coefficient dominant de ce trinbme étant positif, d'aprés la régle rappelée en question 1, on en déduit le
tableau de signes suivant :

X —00 -4 1 +00
D(x) + 0 - 0 +
A=1>0 les racines de E(x) sont x; = % =4 et xp= % =3 et le coefficient dominant de E(x) étant positif, on en déduit
le tableau de signes suivant :
X —00 3 4 +00
E(x) + 0 - 0 +

A =-39 <0 donc le trindbme est du signe de son coefficient dominant -2, donc VxeR, F(x) <O0.

1 est racine évidente de G(x) donc la seconde racine a vérifie 1 x @ = —%. On a donc :

Gx)=-2(x-1(x+3)=1-x)(2x+5)

n_n

(on a développé le dans la premiére parenthése et le 2 dans la seconde)

—1 est racine évidente de H(x) donc la seconde racine a vérifie —1a = —2. Donc H(x) a pour racines -1 et 2.
Hx)=-(x+1D)x-2)=(x+1)2—-x)
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e —1 est racine évidente de J(x) donc la seconde racine a vérifie —a = —% donc J(x) a pour racines —1 et %
Jx)==-3x+D(x-1) =(x+1)(1-3x)

% Exercice 1 (Cours)
Formule des probabilités totales associée au systeme complet d'événements (A;)iers :
P(B)=) P(BNA;)=) P(A;)Py,(B) condition pour la deuxiéme formule : Viel, P(A)#0

iel iel

% Exercice 2 (Application)
Le corrigé est disponible en cherchant |'exercice 6 de cette page.

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)

On note A I'événement "la balle a été fabriquée par la machine A", B I'événement...blablabla

On note D I'événement "la balle présente un défaut".

D’apres les données de I'énoncé, on sait que la machine C produit 15—2 des balles. D’apres la formule des probabilités totales, associée
au systeme complet d'événements {A, B,C}, on trouve :

P(D)=P(DNA)+P(DNB)+P(DNC)
=P(A)P4(D) +P(B)Pp(D) +P(C)Pc(D)
1 12 1 9 5 10

=—X—+— — x —

37100 4 100 12 100
_48+27+50_ 125 )

1200 1200 48

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
et sa correction.

13. Session 13

% Calculs
1.

a estracinede P & P(a)=0
< il existe un polynéme Q de degré n—1 tel que VxeR, P(x)=(x-a)Q(x)

2. -1+2+5-6=0 donc —1 est racine du polynéme P.

B +2x°-5x-6 | x+1
—(x% + x?) ¥ +x-6
x*—5x
a. On pose la division euclidienne de x3 +2x*—5x—6 par x+1 : —(x* +x)
—6x—6
—(—6x—-16)
0
b. Pour tout x réel, on développe :  (x+1)(ax*+bx+c)=ax>+bx’>+cx+ax’+bx+c=ax’+@a+b)x*+(b+c)x+c

(Cette derniére étape est primordiale : quand on travaille avec des polynémes, on ordonne toujours les termes et rassemblant et ordonnant selon

les puissances décroissantes de x.)

VxeR,

X +2x%-5x-6=(x+1D(ax’+bx+c) < xXP+2x°-5x-6=ax’+@a+bh)x’+B+c)x+c

a=1
a+b=2 . P
RS par identification
b+c=-5
c=6
a=1
=5 b=1
c=-6

Dans tous les cas, on trouve que x+2x2-5x—-6= (x+ 1)(x2 +x—6)
Apres une étude (facile) du trinbme (x2+x—6), on trouve : X3 +2x2—5x—6=(x+1)(x—2)(x+3)
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3. Cette question est archi classique et tombe régulierement aux concours, il faut donc savoir la traiter avec soin.
(On commence par mettre au méme dénominateur I'expression de droite :)
a b a(x+1)+bx (a+bx+a
VxeR\{0,-1}, —+ = =
X

x+1 x(x+1) x(x+1)
(La encore, on arréte pas le calcul avant d’avoir tout rassemblé au numérateur (les x avec les x), c'est un polynéme qui doit s’ordonné comme expliqué

en rouge plus haut!)

VxeR\{0,—-1},
1 _a b - 1 _(a+bx+a
x(x+1)_x x+1 x(x+1)_ x(x+1)
o l=(a+bx+a
a+b=0 . .
o { par identification
a=1
{a:l
o
b=-1

donc VxeR\{0,—1}, l_ -

1 __1__1
x(x+1) T x  x+1

% Exercice 1 (Cours)

1. YaeR*, x— e% est dérivable sur R et a pour dérivée x — ae?* (fonctionne d'ailleurs aussi pour a=0)
2. VreR, f'() +3f(r) =5e.

% Exercice 2 (Application)

1. y'+2y=2, d'inconnue y de classe €' sur R :
« |'ensemble des solutions de y'+2y =0 est {x— Ae 2* L eR}
 Une solution particuliére de y' +2y =2 est x— 1
Conclusion : I'ensemble des solutions de y' +2y =2 est {x— Ae X +1,1eR}
2. y'-2y= x?, d'inconnue y de classe @' sur R. (on cherchera une solution particuliére de la forme fy(x) = ax?+bx+c) :
o I'ensemble des solutions de ' —2y =0 est {x — 1e**, L e R}

o Une solution particuliére de y' —2y = x? : Soient (a, b, c) € R* x R?. Posons f:x~ ax?+ bx+c. La fonction f est dérivable

sur R et :
f solution de y’—2y:x2 & VxeR, 2ax+b-2(ax®+bx+c) = x°
o VxeR, —2ax2+(2a—2b)x—26+b:x2
—2a=1
o 2a-2b=0 par identification
b-2c=0
__1
a=-3
=S b= —%
=_1
-7
Ainsi, x— —%xz - %x—i est une solution particuliére de y' -2y = x>

Conclusion : I'ensemble des solutions de y' —2y = X2 est {x— 1e?* - %xz — %x— i,/l € R}
3. y-2y= e**, d'inconnue y de classe @€l sur R. (on cherchera une solution particuliére de la forme f,(x) = (ax+b)e**) :
o I'ensemble des solutions de y' -2y =0 est {x — 1e**, L e R}

e Une solution particuliere de y' —2y = e** est x — xe?* (on raisonne comme dans la question précédente et on ne trouve
aucune condition particuliére que doit vérifier b, autant prendre donc la valeur de b la plus simple possible, 0 par exemple)

Conclusion : I'ensemble des solutions de est {x— 1e2* + ¢**, 1 € R}
4. y"+y' -2y =4, d'inconnue y de classe €2 sur R. :

o I'ensemble des solutions de ¥ +y'—2y =0 est {x— Ae* + pe~2%, (A, u) € R?}
(rédaction sans difficulté laissée au lecteur, on commence bien siir par étudier |'équation caractéristique associée)

o Une solution particuliére de y"+3y —2y =4 est x— -2

Conclusion : I'ensemble des solutions de 3"+ ) —2y =4 est {x— Ae* +pe >* —2,(A, u) € R%}
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5. y' -4y +3y=(2x+1)e™*, d'inconnue y de classe €2 sur R.  (on cherchera une solution particuliére de la forme fpx) =(ax+bje ™) :
o I'ensemble des solutions de y” —4y' +3y =0 est {x— Ae* + ue®*, (A, u) € R?} (rédaction laissée au lecteur)

« Une solution particuliere de y" -4y’ +3y = (2x+1)e™ est x— (x+ 2)e™* (rédaction similaire 2 celle des items 2 et 3, a
savoir faire correctement au besoin aller voir sur cette page)

Conclusion : I'ensemble des solutions de 3" =4y’ +3y = 2x+1)e™ est {x— le* + ue®* + (ix+ %)e‘x, (A, 1) € R?}

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
Correction sur I'ex 4 de cette page

14. Session 14

2 Calculs
1. Rappeler les régles calculatoires sur les valeurs absolues : o |xy|=|x|-|y| o |x"|=1x|" o |%l= %
Inégalité triangulaire :  |x+ yl <|x|+1yl distance entre deux réels x et y: |x—y|
2. Réponses brutes :
a.x=4oux=8 b. x=-4 oux=-3 c.x=2oux=3 d. x€]6,9;7,1[ e. x<-2,01 ou x>-1,99 f. ¢

% Exercice 1 (Cours)
Le théoréme de la limite monotone assure que la suite est convergente. On ne peut pas conclure sur la valeur exacte de la limite mais
on peut dire, grace au prolongement des inégalités, que la limite de la suite est supérieur ou égale a 2.

% Exercice 2 (Application)
1. L'étude de la fonction a déja été faite dans I'item 1 de I'ex 2 de la session 9 sur un autre intervalle. On obtient facilement de
méme le tableau de variations sur R :

X —00 1 +00
f’(x) + 0 -
1/e
fx) / N
—00 0
2. VxeR,
f)=x < xe¥=x
o xet-x=0
o x(e*-1=0
& x=0oue*-1=0
< x=0

La seule solution a I'équation f(x) = x est donc x=0
3. a. VneN, posons HR;, : 0<upi1<up<1
Initialisation : ug=1 et u; = % <1 donc 0<u; <ug<1donc HRj est vérifiée.

Hérédité : Soit n €N, supposons que HR,, est vérifiée, c'est a dire :
0<up1<up<1
[ étant croissante sur [0,1], on en déduit

f0) = flups1) = flup) = £Q1)

donc

Osun+25u;1+15—51
e

donc HR;,;1 est vérifiée
Conclusion : VneN, 0<uj1<u,<1
Donc (u,) est décroissante et bornée par 0 et 1.

b. La suite étant décroissante et minorée par 0, on en déduit qu'elle converge vers un réel ¢ qui vérifie £ = 0.
Mais puisque (u,) est définie par u,4+1 = f(uy), qu'elle est convergente et que f est continue sur R, le théoréeme du point
fixe assure que sa limite ¢ vérifie f(¢)=¢. d'apres la question 2, (u,) converge vers 0.
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4. a. Un raisonnement par récurrence identique a celui mené dans la question 3.a permet de répondre a cette question.

b. Supposons que la suite (uy) soit convergente vers une limite ¢ finie. Le théoréme du point fixe s'appliquerait ici comme
dans la question 3.b et (u,) convergerait vers 0. Cependant, puisque u, < -1, le prolongement des inégalités assurerait que
¢ < -1, ce qui est contradictoire avec ¢ =0.

La suite (uy) n'est donc par convergente. Puisqu'elle est tout de méme décroissante, on peut conclure grace au théoréme
de la limite monotone que (uy) diverge vers —oco

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
Nous avons trois points a démontrer pour montrer que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes :

n+1
1_
e VneN*, Uy —u, = Z Z Z Z= (n+1)2 >0 donc (uy,) est croissante.

* o 1, _1_ 1 1 1 _ nt(m+D)-(m+D)? _
e VReN", vpr1—Up=Upt1+ 7 —Un—5 = T Sl e = n(n+1)2 <0 donc (v,) est décroissante.

e VneN*, v,—u,=1 — 0
n n—+oo

Donc (uy) et (v,) sont adjacentes et elles convergent donc vers le méme réel.

15. Session 15

% Calculs
1. VxeR, |x]<x<|x|+1

{Lstx {Lstx

2. VxeR, |x]<sx<|x]+1 < o o x-1l<|x]=x

x<|x|+1 x—1<|x]

3. A=3 B=-7 C=|1-1,25]] =11,25/ =1 D=|l-1,25]|=|-2|=2 E=3]-1=-3

Une petite disjonction de cas s'impose, on s'inspire de E pour le second cas :
e si n est pair, il existe peN tel que n=2p et
F=|%]-F=lpl-p=p-p=0
e si 1 est impa|r il existe peN tel que n=2p+1 et
F= %] -2 = p+i|-(p+3)=p-p-3=3
Remarque : cet exercice est tres utile car il peut servir a déterminer avec Python si un entier est pair ou pas :
le code if np.floor(n)-n==0: permettant de tester si n est pair.

% Exercice 1 (Cours)

La propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et dérivable sur ]a, bl,
S'il existe un réel k tel que, pour tout x de ]a, b, |f’(x)| <k
Alors, pour tout couple de réels x; et x, de [a,b], on a \f(xz)—f(x1)| < klxy — x1|

dans la pratique Souvent, on applique ce théoréme avec une f de classe 6! sur un intervalle, qui est une condition plus forte sur f,
et qui fonctionne donc a fortiori.
Pour I'étude d'une suite (uy,), définie par u,+1 = f(uy), on s’en sert avec x» = u, et x; un point fixe de f, et on doit bien vérifier
qu'ils appartiennent tous deux a l'intervalle [a, b] sur lequel on a choisit de travailler.

> Exercice 2 (Application)
1. Si cette question n'a pas été réussie, retravailler la session 9.
On considére la fonction g: x+— f(x) -
g est dérivable sur R par opérations sur les fonctions usuelles et VxeR, g'(x)= —%e‘x -1<0
Donc g est décroissante sur R.
lim g(x) = +oo par opérations sur les limites car lim e =400 et lim —x=+o0
X——00 —00 X——00

lim g(x) = —oo par opérations sur les limites car hrn e*=0et lim —x=-00
X—+00 X—

+00 X—+00
g réalise donc une bijection de R dans R.

or 0 € R donc I'équation g(x) 0, qui est équivalente a I'équation f(x) = x admet une unique solution dans R que I'on notera a.

On sait aussi que g(0) = 5 >0 et g(1) =53 —1 <0 puisque 2e>1.
Donc g(0) >0> g(1) et pwsque g est une bijection strictement décroissante, on en déduit que 0 < a <1 et par suite on a bien
a€[0,1].

2. Cette propriété se démontre facilement par récurrence. La démonstration est laissée au lecteur.
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3. f étant dérivable sur [0,1] par opérations sur les fonctions usuelles, on calcule :
Vxe[0,1], f'(x)=-3e " donc |f'(x)| =&~

Vxel0,1] :
O=sx=<1
-1=-x<0 par décroissance de x+— —x
el<e*<1 par croissance de la fonction exponentielle

gelsie*<l cari>o0
Donc on a bien x€[0,1], |f’(x)| s%
4. f étant continue et dérivable sur [0,1], et comme Vx€[0,1], | f'(x)| =3
Puisque u, €[0,1] et a € [0,1], d'apres |'inégalité des accroissements finis, on a \f(un) —f(a)| < %Iun —al
Mais comme f(u,) = uu4+1 et f(a) = a d'apres la question 1, on en déduit que VneN, |un+1 —a| < %|un —a|
5. Cette propriété se démontre par récurrence. La démonstration est laissée au lecteur.

6. Puisque -1<1 <1, ()" — =0 d'apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que Jim u, =a

16. Session 16

% Calculs
e VxeR\{-1,1}, AXx)= ﬁ +-E = x(;i)x(;xfll)) = x(;i)’igcx:ll)) = (x_xlz)zjﬂ) ou encore = i;j
s VxeR*, Bx)= H+3 =132
o VxeR\{l}, C(x) = (x 1)2—%=%=(jjl’§z
e VXxeRV{-L1}, D(x)= &y — g + 7 = AP - b
¢ VXER)\ {_2’ 2}’ E(x) (xbg)2 = (x—2)3(x+2) (x— 22).2616 2) T 3()(Cx 2%3&952) (chf22)+27();c-_+—g)

% Exercice 1 (Cours)
Déja vu en session 6

% Exercice 2 (Application)
1. On trouve A%+ A2 —5A=-3]
2. Or,

1
AB+A%-54=-3] o —g(A3+A2—5A)=I

1
= —g(A2 +A-50NA=1 (bien penser & mettre le 11)

Cela signifie que A est inversible et que son inverse vaut A™! = —3(A%+ A-5I)
, . . 5
3. En remplacant A? par la valeur trouvée en effectuant les calculs de la premiére question, on trouve : A= % (8

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)
L A= (1) done A2-54= (14 5) (3 ) = (¢ %) =-1
2. A2-5A=-1 o =-A’+5A=1 < (—A+5DA=1 donc Aestinversibleet A™'=—A+5I=—(3 7)+(
On aurait obtenu le méme résultat en calculant le déterminant de A : det(A) =1 # 0 donc A et inversible et A~

% Exercice 4 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)
1. a. Onak?=-

b. Comme K.(-K) = (=K).K =1, K est inversible et K1 = -K.

2. a. Comme I et K commutent, on peut utiliser une identité remarquable de matrices :

M? = (al+bK)?=(aD?+2al x bK + (bK)? = a*I + 2abK + b*K? = (@ - b1 +2abK)

Kt (@ - b)I+2aM-al) = (a> - b*)[ +2aM - 2a*1 = —(a* + b*)I + 2aM.
b. Si (a,b) #(0,0), alors a® + b*> #0 comme
M?-2aM=-(a®>+b)I o (M-2al)M=—(a’+b*I
o M.m(Zal—M)zl car a? + b #0
M est inversible et M~1= 24 17— L M.

a’+b? a’+b?
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C.

1+v2 1 -1 -3
On a (1) 1:@ \}Z _12 = V2.1+1.K, donc, comme (v2,1) £ (0,0),
1 1 0 -2+v2
cette matrice est inversible et
1+v2 1 -1 -3 \!
1 1+v2 1 -2 _2E i 1g
0 -1 V2 1 3 3%
1 1 0 -2+vV2

17. Session 17

2 Calculs
1. a.
b.

(o

d

25 = x% = 4 par décroissance de la fonction carrée sur R*.

Techniquement, cet encadrement doit étre interprété de la sorte : —2 < x avec x <0, c'est-a-dire avec x dans R*.
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R*, on obtient —3 > 1.

(en effet, on ne peut pas prendre l'inverse de 0, et c’est pour cela que I'on doit penser les choses de cette maniere!)

. On procede par construction :

l<k=sn
1.1
IZEZE
2z1+121+1
In(2)=In(1+7)=In(1+1) par croissance de la fonction In
2x+5 2x+4+1 2(x+2)+1 2(x+2) 1 1
. Vxe[l,3], = = = =2+
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2 x+2

(Cette étape dont le but est d'utiliser la variable une seule fois dans I'expression est indispensable pour obtenir I'encadrement le plus fin possible)

Ainsi, Vx € [1,3],

par décroissance de la fontion inverse sur R}

On pourra remarquer qu'il était possible d’obtenir un encadrement sans transformer au préalable |'expression et en étant
trés vigilant par rapport aux étapes intermédiaires (car il est incorrect de diviser membre & membre deux inégalités de méme
sens ') mais que cet encadrement était plus grossier que le premier encadrement trouvé ci-dessus, et donc peut-étre pas
suffisamment fin dans le cadre de certains exercices. Par exemple, pour I'étude de la suite u,+1 = f(u,) avec ug =2, on
pourra montrer avec la premiére technique que YneN, u, € [1,3] (puisque % est plus grand que 1 et % est plus petit que
3), mais pas avec la technique qui suit :

D'une part, Vx€[1,3],

1=x=<3
3<x+2<5
1 1 1 L. Lo *
-z —— == par décroissance de la fontion inverse sur R}
3 x+2 5
1 1 1 L. Ve s .
- <——<- en écrivant I'inégalité de la droite vers la gauche
5 x+2 3
D’autre part, Vx€[1,3],
1=x=<3
2<2x<6
7<2x+5=<11

En multipliant membre 3 membre ces deux inégalités (licite car tous les nombres qui interviennent sont positifs), il vient,
Vxell,3],
2x+5 - 11

x+2 3

7
—<
5

1. en divisant membre par membre 6 < 10 par 2 < 5, on obtient par exemple 3 < 2, qui est évidemment faux!
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2. L'inégalité VneN*,

n n n
1 1 1
. = pZ::zpslnn p;zp+lslnn+1 pz::lps]nn+1 Con
;7;25 sp;l; o el < =T o L, ln’”ﬁsgﬁ Inn+l1
Inn<) - Inn+3<) 5+5 lnn+ﬁszﬁ p
p=1 p=1 p=1
En divisant cet encadrement par Inn >0 (car n<1), on obtient :
1 v 1. 1
1+ nlnn =n Z ﬁ *hon
n
Orl1+ nlnn n:wl et 1+ ﬁ W 1 donc, d'apres le théoreme des gendarmes, hm IL 21% =
p=
% Exercice 1 (Cours)
1. Voici le tableau complété :
X suit la loi... notation univers image probabilité P(X = k) espérance variance
Certaine égale 3 a néant {a} PX=a)=1 a 0
niforme sur [1,n] 2([1,n]) [1,n] ntl i
uni ur [1, ) ) -
n 2 12
de Bernoulli de paramétre p B(p) {0,1} P(X=0)=1-petP(X=1)=p p p-p)
binomiale de paramétres n et p 2B(n, p) [0, n] (Z)pk(l - p)”’k np np(l-p)
Ak
de Poisson de parametre A 22(A) N e‘AF A A
o . . k-1 1 1-p
Géométrique de paramétre p 4 (p) N p(1-p) ; pe

2. a. Il s'agit de considérer une expérience de Bernoulli dont la probabilité de succes est p. On répéte cette expérience n fois de
maniére identique et indépendante et on compte le nombre de succeés.

b. Il s'agit de considérer une expérience de Bernoulli dont la probabilité de succes est p. On répéte cette expérience de maniére
identique et indépendante et on considére le rang du premier succes.

c. Il s’agit d'une variable aléatoire dont I'univers-image est {0,1}.

d. Il s’agit d'une variable aléatoire dont I'univers-image est [1, n] et pour lequel toutes les probabilités P(X = k) sont équipro-
bables Vk € [1,n].

2 Exercice 2 (Ce chapitre me fait trés peur, je veux un exercice plutot facile)

1. En considérant comme "succes" I'événement "le joueur tire dans la cible", de probabilité 0,7, I'expérience consiste a répéter 12
fois cette épreuve de Bernoulli de maniére identique et indépendante. X compte le nombre de succés et suit donc la loi binomiale

de paramétres 12 et & : X — %(12, 1)

2. En considérant comme "succes" |'événement "le joueur obtient 4", de probabilité 1, I'expérience consiste 3 répéter cette épreuve

de Bernoulli de maniére identique et indépendante, et X représente le rang du premier succes et suit donc la loi géométrique de
paramétre 1 : X —%(})

3. En considérant comme "succes" I'événement "l'individu a un groupe sanguin O", de probabilité 0,42, I'expérience consiste a
répéter 30 fois cette épreuve de Bernoulli de maniére identique et indépendante. X compte le nombre de succeés et suit donc la

loi binomiale de paramétres 30 et £; : X — 98(30, %;)

4. Lorsqu’'on lance deux piéces équilibrées, les deux lancers étant indépendants, les probabilités de tomber sur chaque couplage de
faces (0,1), (0,3), (1,1) et (1,3) sont toutes de i.
Détaillons par exemple pour le premier couplage (0,1) : obtenir ce couplage signifie que la premiére piéce est tombée sur 0 et la
deuxiéme piéce est tombée sur 1. On a donc :

P(0,1) =P([Piecel =0]n[Piece2=1]) = P(Piecel =0)xP(Piece2=1) = Ixi=1.
indep
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On raisonne de méme pour les trois autres possibilités.
En additionnant les nombres obtenus, puisque 0+1=1, 0+3=3, 1+1=2 et 1+3=4, on trouve que X(Q)=1{1,2,3,4}.
Et comme chacune de ces possibilités a pour probabilité %, il vient que X — %([1,4]).

. Lorsqu’on lance deux pieces équilibrées, les deux lancers étant indépendants, la probabilité de faire un double pile est, avec des

notations évidentes : P(P; NPy) = P(P))P(P;) = 5 x 5 = 1. En considérant comme "succés" I'événement "on obtient un double
pile", de probabilité 1, I'expérience consiste a répéter fois cette épreuve de Bernoulli de maniére identique et indépendante et X
désigne le rang du premier succes. donc X suit donc la loi géométrique de paramétre 1 : X — ¥(3)

1

. En considérant comme "succes" I'événement "la voiture passe par le guichet le plus a droite", de probabilité 5=, I'expérience

20"
consiste a répéter n fois cette épreuve de Bernoulli de maniere identique et indépendante. X compte le nombre de succes et suit

s . N 1 . 1
donc la loi binomiale de parameétres n et 30 XHQB(n,%)

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour aller plus loin)

1.

18. Session 18

% Calculs

1.

% Exercice 1 (Cours)

% Exercice 2 (Application)

1.

% Exercice 3 (J’en veux encore plus... pour m’entrainer sur les bases)

1.

24
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