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1 Analyse

1.1

FEtudes de fonctions

[ Exercice 1 - Démonstration d’inégalités

1.

2
Montrer que : V>0, z—-% <Iln(z+1) <z
On démontre ces deux inégalités séparément. Pour chacune d’elle, on étudie les variations de la différence
des deux membres, pour en déduire son signe.

e Pour z > —1, on pose f(x) = z — In(z + 1). La fonction f est dérivable comme somme de fonctions

deérivables, et pour x > —1: f/(x) =1— mlﬁ = 277- On en déduit le tableau de variations suivant :

T -1 0
z+1 0 + +
f'(z) - 0 +

f(@) T

On a indiqué la valeur f(0) =0 —In(1) = 1. Ainsi, pour tout x > —1, f(z) > 0 donc > In(z + 1).
Remarque : On aurait aussi pu justifier cette inégalité a ’aide d’un argument de concavité pour la
fonction In. En effet, la courbe représentative de z — In(z + 1) se situe en-dessous de sa tangente au
point d’abscisse 0, i.e. In(z + 1) < z.

e De la méme maniére, pour z > —1 on pose g(z) =In(x+1) —z + % La fonction g est dérivable comme

somme de fonctions dérivables, et : pour tout z > —1, ¢'(x) = x%rl —142z= % > 0. Ainsi g est
2
z2

croissante sur |—1; 4-o0[, donc pour tout = > 0, g(x) > g(0) =0, d.e. In(x +1) >z — 5

z?

Remarque : En revanche, pour z € |-1;0[, g(z) <0 donc In(z +1) <z — 5

2. Montrer que : VeeRY, x—1<zlnz.

On proceéde de méme : pour x > 0, posons h(x) = xIn(x) — x4+ 1. C’est une fonction dérivable comme somme
de fonctions dérivables, et pour x > 0 : h'(z) = In(z) + 1 — 1 = In(z). On obtient le tableau de variations
suivant :

On a indiqué A(1) =In(1) — 1 4+ 1 = 0. Ainsi, pour tout > 0, h(x) > 0 donc zIn(x) > = — 1.
Remarque : Ici on aurait aussi pu utiliser la convexité de la fonction z — xIn(x), pour affirmer que sa
courbe représentative se situe au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 1.

[ Exercice 2 - Deux fonctions classiques

On considére les fonctions ch et sh définies sur R par : Vx € R, ch(z) = “H2— et sh(z) = &5

1.

—x

2
Déterminer la parité de chacune de ces fonctions.

Le domaine de définition de ch et sh est R, qui est bien symétrique par rapport & 0. De plus, pour tout
rzeR:

ch(—x) = % = ch(z) et sh(—z) = Sl —sh(z).

Ainsi ch est paire et sh est impaire.
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2. Déterminer le signe de chacune de ces fonctions sur R.

Pour z € R, ch(z) = €£&= > 0. Pour sh, on résout l'inéquation suivante :
sh(z) >0 <= " —e " >0 < " >e "
= > =2 (car la fonction exponentielle est strictement croissante)
<— x>0

Ainsi sh est positive sur [0; +oo[ et négative sur |—oo;0].
3. Etudier le sens de variation de chacune de ces fonctions sur R.
Les fonctions ch et sh sont dérivables comme sommes de fonctions dérivables, et pour z € R :

ch’(z) = —Te_f‘ = sh(x), et sh’(x) = ew_(2_e—:r:) = ch(z).

D’apreés la question précédente, on en déduit les variations suivantes pour ces deux fonctions :

T 0 T 0
sh(z) - 0 + ch(z) + +
ch(z) — sh(z) o

On a indiqué les valeurs ch(0) = 1 et sh(0) = 0.

4. Déterminer les tangentes en 0 auzx courbes de chacune de ces fonctions.
Puisque ch(0) = 1 et ch’(0) = 0, donc la tangente & la courbe de ch en 0 a pour équation : y = 1.
De méme sh(0) = 0 et sh’(0) = 1, donc la tangente & la courbe de sh en 0 a pour équation : y = x.

5. Etudier la convexité de ces fonctions.
On étudie le signe de la dérivée seconde de ces fonctions.
Pour z € R, ch”(z) = sh’(z) = ch(x) > 0. Ainsi la fonction ch est convexe.

De la méme maniére, pour z € R, sh”(z) = ch’(z) = sh(x). Sur R, sh est positive, elle est donc convexe.
De méme, sur R_, elle est concave. En particulier, le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion de la courbe
de sh.

6. Tracer les représentations graphiques de ces fonctions.

Y

y = sh(x)
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Exercice 3 - Calculs de limites

Déterminer les limites suivantes.

1. lim ln< v )
T—+00 rx+1

1
T o= T > 1, donc In —— In(1) = 0 (par continuité de In).
rz+1 1+§ T—r+00 r+1/ z—o+o0
1
2. lim ——
z—+oo x4+ 1
1 1 1 1 |
n() = n(z) X - Or T 1, et n(@) 0 par croissances comparées. Finalement, par
T+ 1 T 1+ 1+, @200 T  x—+oo
1
produit, M — 0.
x4+ 1 z—+oo
: , o o \ . In(z)
Remarque : On a en fait montré que le dénominateur est équivalent & x en 400, pour se ramener 4 ———=.
x
2
1-1
3. lim LT
z—07t e —1
2 - . 2+ 1—Inz
2*+1—In(z) — +oo et e® —1 —— 0T. Ainsi, par quotient : ~+o00.
z—07+ z—07t et —1 z—0t
2 _br+4
4. lim ‘“7‘%—1_
z—+o0 x4 —1
2_bp4+4 22(1-344) 1-34+4
v re ( ] xQ) = ] 22 1, par quotient.
2 —1 x2(1—7) 1— =5 z—>—400
T X
Remarque : Ici encore, cela revient a trouver un équivalent du numérateur et du dénominateur.
2_br+44
5. lim 2 >21T%

z——1 2 -1
2?2 -5z +4 —— 10 et 22 — 1 —— 0. On distingue donc les limites & gauche et & droite :

rx——1 r——1
2
-5 4
e 22—-1—— 0% donc = 2m+ +00.
r——1" xe—1 r——1"
2
-5 4
osﬁ—l%()*doncx 295—1— —00.
r——11 x4 —1 rz——11
2
-5 4
6. lim ©__ 2T T%

z—1 :L‘2 -1
Le numérateur et le dénominateur sont des polyndémes qui s’annulent en 1, on peut donc les factoriser par

rz—1:
22 —br+4=(x—1)(z—4) et 2 —1=(z—1)(z+1).
2

-5 4 -4 3
Finalement : rrE_® ——.

2 —1 x+1 z—1 2
Remarque : On peut utiliser cette forme simplifiée pour retrouver le résultat de la question précédente.

6—z)" —1
7. lig 82 ~1

T—5 T —5
On reconnait le taux d’accroissement en 5 de f : z + (6—x)7. Puisque f est dérivable avec f'(z) = —7(6—x)°

pour tout x € R, alors :
6-—2)"—1 _ f(x) - f(5)

r—5 r—>5 r—5

. V2zx—2
8 lim —.
z—=2 T — 2
On reconnait le taux d’accroissement en 2 de la fonction g : x — +/2z. Cette fonction est dérivable sur R* ,
avec ¢'(x) = \/% pour x > 0. Ainsi :

V2T —2 _ glx) ~ f(2) 1
z—2 T —2 =2 V4
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Remarque : On peut aussi simplifier le numérateur avec la méthode de la quantité conjuguée, comme dans
les questions qui suivent.

9. lim vx+5—+vz—3.
T—+00

On simplifie cette expression avec la méthode de la quantité conjuguée :

(Vz+5-vz-3)(Ve+5+ Ve —3) (z+5)—(x—3)
Ve+5++vx -3 Ve+5++x -3

Vr+5—+vVr—3=

8
= 0
Vo +54r—3 eotoo

10. lim V422 +zxz+1—2z.

T—r+00
Avec la méthode de la quantité conjuguée :

4$2+m+1_2x_4x2+x+1—4x2_ x(1+%) — 1+% 1
da? +z+1+22 x( 4+%+3%2+2) er? e d

11. lim +v9z2 —xz+1— 5z,

r——+00
On pourrait encore utiliser la méthode de la quantité conjuguée, mais il suffit de factoriser par x :

9m2—$+1—5x:3$m_5$:x(3m_5> rotoe
. 1 1

. 1
12. lim z=.
T—=400

. . . 1 1 . ) o
On utilise I’écriture exponentielle : zz = e In(z) QOp %hl(:v) —+> 0 par croissances comparées. Ainsi, par
T—>+00

L . . 1 1
continuité de la fonction exponentielle : = = ez In(z) —+> e =1.
T—r+00

13. lim (lnx)ﬁ.
r——+00
On peut utiliser la méme méthode qu’a la question précédente, mais on remarque plutét qu’on peut s’y
1

. . 1 . 1
ramener par un changement de variables : lim (lnz)khz = lim yv = 1.
T—+00 Yy——+0o0

[ Exercice 4 - Dérivabilité d’un prolongement

—1/z .
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = { xeo siw#0 :

sinon

1. f est-elle continue sur R ¢

Tout d’abord, f est continue en tout point de R*, comme produit et composée de fonctions continues. Vérifions
si f est également continue en 0 :

e puisque —+

S —— —o0, alors e — 0. Ainsi, par produit, f(z) —— 0 = f(0), donc f est

z—0t xz—0t z—0t
continue a droite en 0.

e pour la limite & gauche de 0, on utilise un changement de variables pour reconnaitre des croissances

comparées : on posant u = —%, on obtient
. _1 . w
lim xe"= = lim ——e" = —o0.
r—0— u—+oo U

Ainsi f n’a pas de limite finie en 07, elle n’est donc pas continue a4 gauche en 0.

Finalement f n’est pas continue en 0, donc pas continue sur R.
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2. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.
Sur R*, f est bien dérivable comme produit et composée de fonctions dérivables, et pour x # 0 :

1 1
f’(x)zlxe*%+x><e*% X 3= <1+x>ei.

3. [ est-elle dérivable sur [0;+oo] ?
D’aprés la question précédente, f est bien dérivable sur |0; +ool. Il reste donc & vérifier si elle est dérivable

a droite en 0, en étudiant son taux d’accroissement : pour = > 0,
fl@) = f(0) me -0 1

= =e . ——0.
x—0 x z—0t

Ainsi f est bien dérivable & droite en 0, avec f}(0) = 0. Finalement elle est bien dérivable sur tout [0; +o0.

1.2 Etudes de suites

[ Exercice 5 - Produit et encadrement

n
On considere la suite (up)nen+ définie par u, = [] (1 + %)
k=1

1. Montrer que pour tout réel x strictement positif, x — % <In(l4z) <z
Voir 'exercice 1.

2. En déduire la limite de la suite (uy,).
On va encadrer In(u, ), a I’aide des propriétés de la fonction In. En effet, pour tout n € N*, u,, > 0 et :

In(u,) = In (;i[l <1+TI;>> :gln <1+:2>.

Or d’apreés la question précédente, pour k € [1;n], o1 <In (1 + nQ) < % En sommant ces encadrements
membre-d-membre, on en déduit :

n

kK "k _ 1 1 ) 1

3
3

,_.

£
Il

—

Or on connait les expressions des sommes ci-dessus, ainsi :

1

n2 Zk n2 2 2 n—too 2’
et de méme,
Ly Aot @Ent1)  (1+3) (1+5) 0
2n4 ~ ond 6 N 6n n—4oo

k=1

Par théoréme d’encadrement (ou « des gendarmes » ), on en déduit donc que lim ln( n) = —. En utilisant la

5
_ e

l\.‘:\»—‘

continuité de la fonction exponentielle, on en déduit donc que lim u,, = lim e®(¥n

Exercice 6 - Suite implicite de type f(u,) =n

Soit f la fonction définie sur ]0,4o00| par f(x) =z + In(z).
1. Prouver que f est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ sur R.
La fonction f est dérivable sur ]0;4o00[ comme somme de fonctions dérivables, elle est donc continue. De

plus, pour z > 0, f'(z) =1+ % > 0, ainsi f est strictement croissante. Enfin, par somme : lim+ f(z) = -
z—0

t 1 .

(B f ) = oo

D’apres le théoréme de la bijection, on en déduit que f réalise une bijection de ]0; 400 vers |—oo; +0o0|.
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2.

(a) Pour tout n de N*, montrer que l’équation x + Inx = n admet une unique solution que l’on notera x,,.
Soit m € N*. D’aprés la question précédente, f est une bijection de ]0;+oo[ vers R, or n € R, donc il
existe un unique réel x, > 0 tel que f(z,) = n. Autrement dit, x,, est 'unique solution de l’équation
x +In(z) =n.

(b) Calculer x1. Etudier la monotonie et la convergence de (z,).

Le réel x; est I'unique solution de I’équation = + In(z) = 1. Or on vérifie que 1 est solution de cette
équation, puisque : 1 + In(1) = 1. Puisque cette solution est unique, on en déduit que x; = 1.

Soit n € N*| comparons z;, et zp,41, ou plutét f(z,) et f(xnt1). En effet, f(z,) =net f(xpy1) =n+1,
donc f(xn) < f(zp+1). Or f est strictement croissante, on en déduit donc que z, < z,4+1. Ceci étant
vrai pour tout n € N*, on en déduit que la suite (z,) est croissante.

D’aprés le théoréme de la limite monotone, on sait qu’il n’y a alors que deux possibilités pour la limite
de (z,,) : soit elle converge vers un réel ¢, soit elle tend vers +oo. On va montrer par I’absurde qu’on est
dans le deuxiéme cas.

Supposons que limx,, = ¢ € R, notamment ¢ > x; = 1 puisque (z,) est croissante. Alors lim f(x,) =
f(¢) puisque f est continue sur ]0; 4+o00[ et que £ > 0. Or f(z,,) = n, donc lim f(z,) = +o0o0. On obtient
une contradiction, donc (z,) n’a pas de limite finie, ainsi lim z,, = +00.
Remarque : On aurait aussi pu écrire x,, = f~1(n), et justifier les variations et les limites de f~1.

(a) Pour tout n de N*, comparer f(n) et n. En déduire que x,, < n.
Pour n € N*| f(n) = n+1In(n) > n. Autrement dit f(n) > f(x,), et puisque f est strictement croissante,
n > T,.

(b) Montrer que pour tout n de N*, n —Inn < x,.
Soit n € N*. D’aprés la question précédente, z, < n, donc In(z,,) < In(n) puisque In est croissante. Or :

n= f(xzy) = zy, + In(zy,) < z, + In(n), donc  n—In(n) < x,.
(c) Déterminer lim 2o
n—+oo

N : . . oo In(n) _ @, X

D’apres les deux questions précédentes, pour n € N*, n—In(n) < z, <n. Ainsi 1 — < —<1,o0u
n

. In(n) . ) - : s . Tp
lim —— = 0 par croissances comparées. Par théoréme d’encadrement, on en déduit que lim — = 1.

n
Remarque : Autrement dit, on a montré que x,, ~ n.

Exercice 7 - Suite implicite de type f,(u,) =0

n
Pour n > 1, on note Py(x) = > zF et on considére Uéquation (Ey) : P,(z) = 1.

1.

k=1
Montrer que pour tout n > 1, (E,) admet une unique solution a,, dans [0;1].
Soit n > 1. La fonction P, est dérivable sur R comme fonction polynomiale, elle est donc également continue.

n n
De plus, pour z € [0;1], P, (z) = Z kabl =1 —I—Z kz*~1 > 0, donc P, est strictement croissante sur [0; 1].

k=1 k=2
Enfin P,(0) =0 et P,(1) = n.

D’apres le théoreéme de la bijection, puisque 1 € [0;n], il existe un unique réel a, € [0;1] tel que P,(ay) =1,
autrement dit a, est 'unique solution de (E,,) sur [0;1].

Calculer a1 et as.

Pour n = 1, I’équation (FEi) est : x = 1. Son unique solution est donc a; = 1.

Pour n = 2, 'équation (Fy) s’écrit :  + 22 = 1, i.e. 22 + 2 — 1 = 0. Le discriminant de cette équation
“1-V5 14V

5 e 5 Seule cette deuxiéme solution est dans [0;1], donc

est A = 5, et ses solutions sont

_—1+V5

a9 9

3. Comparer P,y1(an) et Ppii(ant1). En déduire que la suite (a,) est monotone, et qu’elle converge.
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Soit n € N. Par définition, P,41(ap+1) = 1. De plus :

n+1 n
Poii(an) = E ak = E af + a1 = Py(a,) + o™t =14 a1
k=1 k=1

Puisque a, > 0, on en déduit que P,i1(an) > Puyi(ant1). Or la fonction P, est strictement croissante
d’apres la question 1, donc a, > an41. Ceci étant vrai pour tout n € N, on a montré que la suite (a,) est
décroissante.
De plus (ay) est & valeurs dans [0; 1], notamment elle est minorée. Par théoréme de la limite monotone, on
en déduit que (a,) converge vers une limite ¢ € [0;1].

4. Montrer que pour tout n > 2, on a 0 < a, < ag < 1. En déduire la limite de la suite (ay,).
On a montré dans la question précédente que (a,) est décroissante, ainsi pour n > 2, a,, < ag. De plus on a

—1
42_\/5<1(car\/5<3).

Revenons maintenant a I’équation vérifiée par ay,, et tentons de « passer a la limite ». Pour n > 2, P, (ay,) = 1,

- 1—al?

ou P,(a,) = Z ak = a, =
k=1

1—a,
0 < a) < af. Puisque ag € [0;1], limay = 0, donc par encadrement, lima)r = 0. On en déduit finalement que
n
n

montré dans la question 2 que as =

(valable car a, # 1). Or d’aprés ce qui précede : 0 < a, < ag, donc

1-— l 1
lim P, (a,) = liman1 — Zn =17 ou P,(ay) =1 pour tout n € N*. Finalement, 17 1, donc £ = 7
Exercice 8 - Suite définie par récurrence (méthode générale)
On considére la suite définie par la donnée de uy € R fizé et de la relation de récurrence uny1 = f(up) ot
f . 23 + 6
T ———
3x2 +2

1. Déterminer le tableau de variations de f.

3
6
Pour z € R, 32> +2 > 2 > 0, donc f(w)Z%

dérivable sur R comme quotient de fonctions polynomiales (c’est une fraction rationnelle), et pour x € R :

() (322 +6)(32% +2) — (2 + 62)6x  3x* — 1222+ 12 3(2% —2)? -0
z) = — _ '

(322 +2)2 (322 + 2)2 (322 +2)2 —
Ainsi f est croissante sur R. On peut déterminer ses limites en +00 et —o0o, en effet :

S e 1+h

est bien défini pour tout = € R. De plus la fonction f est

f(x):m:§ X . donc mli)rf@f(m)z%—oo et Cﬂli)r_nooj‘"(gc):—oo.
Finalement, le tableau de variations de f est :
T —00 400
fwy |

2. Etudier le signe de f(x) — . En déduire les points fizes de f.

Pour tout = € R,
234+ 6x — 2322 +2) 223 +4r  2x(2® - 2)
flx)—x= 5 = 5 = 5
3zc + 2 3r° + 2 3r= + 2
Puisque 322 + 2 > 0, le signe de f(z) — 2 est celui de —2x(x? — 2) = —22(x — v/2)(z + v/2). Dressons son
tableau de signe :

z —V2 0 V2

2 - + 0 - -
x—2 - - - 0 +
z+V2 - 0 + + +
f@) —a + 0 - 0 + 0 —
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Notamment, les points fixes de f sont les solutions de I’équation f(z) = z, i.e. f(x) —x = 0. Ainsi, les points
fixes de f sont —\@, 0 et V2.
3. Que dire de la suite dans le cas otiug =02 Ot ug = —v2 2 Ot ug = /2 ?
Supposons que ug = 0. Puisque 0 est un point fixe de f, on peut montrer par récurrence que pour tout n € N,
un = 0.
e Initialisation : Au rang 0, up = 0.
e Hérédité : Soit n € N, supposons que u, = 0, alors : up+1 = f(u,) = f(0) = 0.
e Conclusion : Par principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, u, = 0.
De la méme maniére, si ug est 'un des deux autres points fixes de f (qui sont v/2 et —v/2), alors u,, est
constamment égal & ce point fixe.
4. On suppose dans cette question que ug € ]0; ﬂ[
(a) Montrer que pour tout n, u, € ]0; \@[
D’apres la question 1, pour tout x € |0; \@[, f/(z) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur [0; \/ﬂ
On en déduit par récurrence que pour tout n € N, u,, € ]O; ﬁ[
e Initialisation : Au rang 0, 0 < ug < v/2.
e Hérédité : Soit n € N, supposons que 0 < u,, < v/2. Alors puisque f est strictement croissante sur
[0;v2], f(0) < f(un) < f(V2), de. 0 < upy1 < V2.
e Conclusion : Par principe de récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, < v/2.
Remarque : On dit que l'intervalle ]O; \@[ est stable par f.
(b) Montrer que la suite (uy) est croissante.
On a montré que pour tout n € N, u,, € ]0;\/5[. Alors d’apres la question 2, f(u,) — u, > 0, i.e.
Up+1 > Up. Ceci est vrai pour tout n € N, donc (u,,) est croissante.
(c¢) Conclure quant a la convergence de la suite (uy,).
D’aprés les questions précédentes, (u,) est croissante et majorée par v/2, donc elle converge vers une
limite ¢ € R. On sait aussi que uy < £ < v/2.
Or pour tout n € N, u,q1 = f(uy), ot limu, 1 = £ et lim f(u,) = f(¢), car la fonction f est continue.
On en déduit que £ = f(¢), c’est-a-dire que £ est un point fixe de f. Puisque les points fixes de f sont
—V/2, 0 et /2, et que 0 < ug < £ < /2, on en déduit que £ = /2.

5. Reprendre l’étude de la question précédente dans le cas ot ug > /2, puis dans le cas ot ug < 0.

e Si ug > +/2: De méme qu'en 4.(a), on montre par récurrence que pour tout n € N, u,, > v/2. A 'aide
de la question 2, on en déduit que f(u,) — u, < 0, et donc que (uy) est décroissante. Puisqu’elle est
minorée par v/2, elle converge vers une limite £ > /2, qui doit étre un point fixe de f (de méme qu’en
4.(c)). Ainsi limu,, = v/2.

e Siwug < 0: 11 faut distinguer deux cas, si ug < —v/2 ou si ug € }—\/5;0[ (le cas up = —v/2 a déja
été traité a la question 3). On traite ces cas de méme que précédemment : les intervalles ]—oo; -2 [
et ]—\@; 0[ sont stables par f, et on utilise la question 2 pour déterminer la monotonie de (u,) dans
chacun des deux cas. On peut ensuite conclure que la limite existe, que c’est un point fixe de f, et que
¢’est nécessairement —+/2.

[ Exercice 9 - Récurrence et accroissements finis ]
efE
Soit f 1 tion défine R = —.
oit f la fonction définie sur R par f(x) pora

1. (a) Montrer que f est paire. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (unités : 2 cm sur l'aze des abscisses et 10 cm sur l'aze des ordonnées).

Pour z € R,
e " e x e”
f(—ﬂj) T e 2 +1 - esz(l +621)
La fonction f est donc bien paire. De plus :
e(e® + 1) —e” x 2e**  e%(1 —e?*)
(621'—1—1)2 - (621'_1_1)2 '
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Ainsi f/(x) a le signe de 1 — e%*, donc :
flz)>0 = 1-e>0 <= ¥ <1 < <0,

puisque la fonction exponentielle est strictement croissante. On obtient finalement le tableau de varia-
tions suivant pour f :

x —00 0 +00
f'(x) + 0 -
f() :
T / 2 \
0 0
On a indiqué les valeurs et limites suivantes :
o f(0)=3;
o f(z)= e“r% ——— 0; puisque f est paire, on en déduit que f(x) —— 0.
z—+00 T——00

On peut en déduire lallure de la courbe représentative de f, notamment avec 'asymptote horizontale
d’équation y = 0 en +o00, et la tangente en 0 d’équation y = %

Y

Pour faire un dessin plus précis, on pourrait chercher les coordonnées des points d’inflexion de la courbe.
Montrer que Uéquation f(x) = x admet une unique solution £ (on pourra étudier g : © — f(x) — x).
Justifier que 0 < £ < % (on donne f(1/2) < 1/2).
Posons g : x — f(x) —x, montrons que g est strictement décroissante. Puisque ¢'(z) = f'(x) — 1, alors :
e pour z > 0: f'(x) <0 donc ¢'(z) < —1<0;
. pour:c<0:0<em<1,0<1—e2$<1,et0<m<1. On en déduit bien que f'(x) < 1,
donc ¢'(z) = f'(z) — 1 < 0.
Remarque : On n’aurait pas besoin de ce calcul si on avait déja montré la majoration de la question
suivante.
Ainsi g est continue et strictement décroissante, avec lim g(x) = —oo et lim g(z) = +oo. D’aprés
T—r+00 T——00

le théoreme de la bijection, g réalise une bijection de R vers R. Notamment, I’équation g(x) = 0 admet

une unique solution £.

De plus g(0) = f(0) = 3 et g (3) = f(3) — 3 < 0 d’aprés I'énoncé (a retrouver avec les variations de

f). Ainsi g(0) > g(¢) > g (%), or g est strictement décroissante, donc 0 < £ < %
. / 1
Montrer que, pour tout réel z, |f'(z)| < f(x) < 5.
D’aprés les variations de f obtenues & la question 1.(a), pour tout z € R, f(z) < % De plus, pour

zeR:
1 —e2®

1+e2|’

1 —e2®
Xi
1+ e2®

@) =@

- 1(@)]
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Posons donc h(z) = 1;22: et montrons donc que pour tout z € R, |h(x)| < 1. La fonction h est dérivable
sur R et pour x € R :
W () = —2e2%(1 4 e*) — (1 — e2%)2e* _ —4e2® <0
(1 +62x>2 (1 +62w)2

La fonction h est donc strictement décroissante, et :

1— 2x 2¢ (—2x 1 -1 —2z
M) = 2= e )= SC ) _ Zlte 1
1+ e2* zo-oc0 e2r(e2% + 1) 1+e 2% 29400
Le tableau de variations de h est donc :
x —00 —+00

M) | T

Ainsi, pour tout x € R, h(z) € |-1;1[ donc |h(z)| < 1.
Finalement, on a bien montré que pour tout x € R : |f'(z)| = |h(z)|f(z) < f(z) < 3.
2. On définit la suite (uy) par uop =0 et Vn € N, upi11 = f(up).
(a) Montrer que, pour tout n € N, |upi1 — €| < 1|u, — ).

La fonction f est dérivable sur tout R, et d’apreés la question 1.(c) : pour tout z € R, |f'(x)] < % Ainsi,
d’aprés l'inégalité des accroissements finis : Vz,y € R, |f(z) — f(y)| < ]z — y|.
En particulier, pour tout n € N :
1 . 1
Flu) ~ FO) <t —f], e — £ < S — £
(b) En déduire que, pour tout n € N, |u, — £| < ﬁ
Montrons cette proposition par récurrence sur n.
e Aurang 0, |ug — €| = |0 — {| = £ < & d’aprés la question 1.(b).
e Soit n € N fixé, supposons que |u, — ¢| < zn% Alors d’aprées la question 2.(a) :
1 1 1 1
|tunt1 — €] < §|“n —{ < 5 % ont1 = gny2
e Par principe de récurrence, on a bien démontré que pour tout n € N, |u, — ¢ < 2,1%
(¢) En déduire que la suite (u,) converge vers (.
Pour tout n € N, 0 < Ju,, — ¢] < ﬁ, ol lim# = 0. Par encadrement, on en déduit donc que

lim |u,, — ¢| = 0, autrement dit limu,, = £.

(d) Ecrire un script Python permettant d’obtenir une valeur approchée de € a 1073 pres.
D’apreés la question précédente, le terme u,, est une valeur approchée de £ & Qn% prés. 11 suffit donc de
déterminer le premier n € N tel que 2,1% < 1073 : puisque 2'° = 1024 > 1000, alors 2%0 < 1073. On
veut donc calculer le terme ug.
Pour cela on utilise une boucle for qui calcule successivement les valeurs de chaque terme & partir du
précédent. Pour plus de lisibilité, on peut commencer par définir séparément la fonction f.

1 |import numpy as np

def f(x):
return np.exp(x)/(np.exp(2xx)+1)
5
u-=20
for k in range(1,10)

u = f(u)

10 |print (u)

11 sur



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CORRECTION DES EXERCICES DE REVISIONS — ETE 2026

1.3 Exercice de concours

Exercice 10 - EDHEC ECE 2022 (ex3)

1. Pour tout n € N*, on considére la fonction f, définie sur [0;1] par : Vx € [0;1], fn(x) = z+n Dresser le
tableau de variations de f,.
La fonction f, est dérivable sur [0; 1] comme quotient de fonctions dérivables, et :
r+n-—x n
Vo € [0;1], fl(x) = = > 0.
€0l 2le) = e = Gy
Ainsi f,, est strictement croissante sur [0;1], avec f,(0) = 0 et f,(1) = n%rl On en déduit finalement le
tableau de variations ci-dessous :
T 0 1
_1
fn(l’) 0 / n+1
! x
2. Pour tout n € N*, on pose : u, = / —— dx. Montrer que : 0 < u, < IS
D’aprés la question précédente, pour tout x € [0;1], 0 < +n < +1’ donc 0 < n(xﬂn) < n(n1+1). Ainsi :

! Voo L | 1
/ deﬁ/ dxﬁ/ ———du=, i.e. 0<uy < ——.
0 o n(x+n) o n(n+1) n(n+1)
n
3. Pour tout n € N*, on pose S, = > uy.
k=1

(a) Montrer que la suite (Sy)nen+ est croissante.
n+1 n

Pour tout n € N*, S, — S, = Zuk — Zuk = Up4+1 > 0, d’aprés la question précédente. Ainsi
k=1 k=1
(Sn)nen+ est bien croissante.
(b) Vérifier que pour tout n € N*, n(n+1) =1_ % et en déduire que (Sp)nen+ est magjorée.
Soit n € N*, alors : 1 — n%rl = (Zal)r;)n = n(n+1) Ainsi d’aprés la question 2, pour k € N*, uy, < + — #

On en déduit :

1
n_zuk<z<_k+l) 1_n—|—1§1’

en reconnaissant une somme télescopique. On a donc bien montré que (S, )nen+ est majorée par 1.
(¢) Montrer que (Sp)nen+ admet une limite finie, qu’on notera ~y, et justifier que 0 < v < 1.
D’apres les questions précédentes, la suite (S, ),en+ est croissante et majorée par 1. D’aprés le théoréme
de la limite monotone, elle converge donc vers une limite notée v, ot v < 1.
De plus S; = u3 > 0 et (Sy)nen+ est croissante, donc v > S > 0.

T a

4. (a) Déterminer deuz réels a,b € R tels que : pour tous x € [0;1] et k € N*, R = #‘k. En déduire
une expression de l'intégrale uy,.

Soient a,b € R, alors pour tout = € [0;1], ¢ — ﬁ = a(:(;’i)k)bk = w&i’fkl;)k. Ainsi, pour a = 1 et
a—b=0, i.e. pour a = b =1, on vérifie que : % Lk (w+k) pour tout x € [0; 1].
Notamment :
1 1 1
T 1 1 dz
= — = dzx= - — dx =
h /0 Wz + k) /0 (k x—l—k) v /0 / T+ k
1 =l
=z [ln(aj + k‘)} =z~ (In(k +1) —In(k)) = % +In(k) — In(k + 1).
=0
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(b)

n
Vérifier que pour tout n € N*, S, = >° % —In(n+1).
k=1
D’aprés la question précédente, pour n € N* :

n—Zuk—Z< —I—ln(k:)—ln(k;—i-l)) =

1
= Z k —In(n+1)) = . In(n + 1),

en reconnaissant ici encore une somme télescopique.

n
5. Pour tout n € N*, on pose : T, = Y 1 — In(n).

(a)

()

k=1
Montrer que la suite (T),)nen+ converge. Quelle est sa limite ?
n

1 1
Pour n € N*, d’apres la question précédente : T, = E E—ln(n+1)+ln(n+1)—ln(n) = Sp+In (n i >
n
k=1
+1) _ 1 _ o
Or S, m v, et In ("T) =1In (1 + H) m In(1) = 0 (par continuité de In). Par somme, on en

déduit donc que T, —

—+o0

Justifier que pour tout n € N* +1 <lIn(n+1)—In(n) < % En déduire que la suite (T,,) est décroissante.
Pour tout x € [n;n + 1], n+1 <1 <1 donc
mHd "td "td 1 1
/ . §/ xS/ —x, i.e. <Iln(n+1)—In(n) < —.
n n+1 n z n n n+1 n

Remarque : On aurait aussi pu montrer que In(1 + x) < x pour tout > —1 (c’est une inégalité de
concavité), et l'appliquer pour x = % et x = —n%rl; ou encore utiliser 'inégalité des accroissements
finis, appliquée & In.

Finalement, pour n € N* :

(aay] g 1
Tn+1_Tn:<Zk—ln(n+1)>—< E—ln( ))z +1—(1n(n—|—1)—ln(n))§0,

n
k=1 k=1

d’aprés I'inégalité démontrée ci-dessus. Ainsi (7},)nen+ est décroissante.
Déterminer un encadrement de ~y faisant intervenir S, et T,,.

D’apres les résultats des questions précedentes, (Sy,)nen+ est croissante et converge vers v, et (7),)nen
est décroissante et converge vers . Ainsi, pour n € N* : S, <~ < T,.

6. On peut utiliser les termes S, pour obtenir une approrimation de .

(a)

(b)

Donner une expression de T,, — S,,.

n n
PournEN,Tn—Sn:< %—ln( )>—< i—ln(n—kl)) In(n+ 1) —In(n).
k=1 k=1

Recopier et compléter le script Python ci-dessous pour qu’il affiche une valeur approchée de v a 1073
pres.

Puisque S, <y < T, lécart entre 7 et S, est inférieur & T, — S,, = In(n + 1) — In(n). On peut donc
calculer les termes successifs de S,, jusqu’a atteindre un n tel que In(n + 1) — In(n) < 1073. D’aprés la
question 5.(b), ce sera notamment le cas si n = 1073, Pour calculer S,,, on utilise la formule suivante :
Sp=Sp-1+ L1 +In(n—1)—In(n).

n =1
S 1-1og (2)
while n < 10x%x%3
n = n+l
s s + 1/n +log(n—1) —log(n)
print(s)

Remarque : Pour pouvoir utiliser la fonction log, il faudrait d’abord 'importer a 'aide de la com-
mande : from math import log. En réalité, on utilisera plus souvent les fonctions du module numpy.
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2 Algébre

2.1 Espaces vectoriels, familles de vecteurs

[ Exercice 11 - S.e.v., base, dimension

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, en déterminer une base et la dimension :
1. [y ={(z,y,2) € R® |z + 2y = 0}.
Il est clair que Fj est une partie de R3, montrons que c’en est un sous-espace vectoriel.
e Tout d’abord, Ogs € F1, puisque 04+ 2 x 0 = 0.
e Soient (z,7,2),(a,b,c) € Fy et A € R3, alors (x,9,2) + Aa,b,c) = (x + Xa,y + Ab, 2z + Ac), ol :

(x4 Aa) +2(y+Ab) =z + 2y + AM(a+2b) =0,

puisque  + 2y =0 et a +2b = 0. Ainsi (z,y, z) + A(a,b,c) € F}.

On a montré que F est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est donc bien un s.e.v. de R3. Pour en
déterminer une base, on résout le systéme (& une seule équation) qui définit F :

(r,y,2) EF)] <= 24+2y=0 <= =2y <— (v,9,2) = (—2y,y,2) =y(—2,1,0) + 2(0,0,1).

Ainsi Fy = Vect((—2,1,0),(0,0,1)), i.e. la famille ((—2,1,0),(0,0,1)) est génératrice de Fy. De plus c’est
une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est donc libre, et il s’agit finalement d’une base de Fi. On
en déduit que dim(F;) = 2.
2. By ={(n,y,2) €ER® |2+ 5y —32=0et —x—4y+ 2z =0}.
Il est clair que F» est une partie de R3, montrons que c’en est un sous-espace vectoriel.
e Tout d’abord, Ops € Fb, puisque 0 +5x0—-3x0=0et -0—-4x04+2x0=0.
e Soient (z,7,2),(a,b,c) € Fy et A € R3, alors (x,9,2) + Aa,b,c) = (x + Aa,y + A\b, z + Ac), ol :

(x + Xa) +5(y + Ab) — 3(z + Ac) = x + 5y — 3z + A(a + 5b — 3¢) = 0,

puisque z + 5y — 3z = 0 et a + 5b — 3¢ = 0. De la méme maniére, —(x + Aa) — 4(y + Ab) + 2(z + Ac) = 0.
Ainsi (z,y,2) + AMa, b, c) € Fs.

On a montré que F est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est donc bien un s.e.v. de R3. Pour en
déterminer une base, on résout le systéme qui définit F5 :

r+5y—3z =0 — r+5y—3z =0 — r+2z =0
—x—4y+2z =0 LocLotly y—z =0 Li«Li-5L, y—z =0

(r,y,2) € Fy < {

= { z i;2z = (v,y,2) = (—22,2,2) = 2(—2,1,1).

Ainsi Fp = Vect((—27 1, 1)), i.e. la famille ((—27 1, 1)) est génératrice de Fy. De plus c’est une famille formée
d’un seul vecteur non nul, elle est donc libre, et il s’agit finalement d’'une base de F5. On en déduit que
3. F3={P € Rs[z] | P'(1) = 0}.
Montrons que F3 est un s.e.v. de Rs[z] :
e Il est clair que F3 C R3z].
e Si P est le polynome nul, alors P’ aussi, donc P/(1) = 0. Ainsi le polynéme nul appartient & Fj.
e Soient P,Q € F3, et soit A € R. Alors :

(P+2Q)'(1) = (P'+2Q")(1) = P'(1) + AQ'(1) = 0,

puisque P'(1) = Q'(1) = 0. Ainsi P + \Q € F5.
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Finalement Fj est bien un s.e.v. de Rg[x]. Pour en chercher une base, on va se ramener a la résolution d'un
systéme. Soit P : z +— pg + p12 + paz? + p33, alors pour € R, P'(x) = p1 + 2pox + 3p3z?, ainsi :
PeF; < P(1)=0 < p1+2p2+3p3=0 < p1 = —2ps — 3p3
— Vz €R, P(x) =po + (—2p2 — 3p3)z + pax? + p3a® = po + pa(2? — 2z) + p3(a® — 32)
— P =poQo + p2Q2 + p3Qs,
en notant Qo : x> 1, Q2 : & — 22 — 2w et Q3 : v + 23 — 3. On a montré que F3 = Vect(Qo, Q2, Q3),

autrement dit (Qo, @2, @3) est une famille génératrice de F3. De plus elle est libre car ¢’est une famille de
polynomes de degrés deux-a-deux distincts, il s’agit donc d’une base de F3. En particulier, dim(F3) = 3.
4. Fy ={P e Ry[z] |Vz € R, (z — 1)P'(x) —aP"(xz) = 2P(x)}.
Montrons que Fy est un s.e.v. de Ry[z] :
e Il est clair que Fy C Ralz].
e Si P est le polynome nul, alors P’ et P” aussi, donc pour z € R, (x — 1)P'(x) — xP"(z) = 0 = 2P(x).
Ainsi le polynome nul appartient & Fy.
e Soient P,(Q € Fy, et soit A € R. Alors pour tout z € R :

(z =P+ Q) (z) — z(P +AQ)"(x) = (z = 1)P'(2) + Az — 1)Q'(z) — 2P"(2) — \2Q"(x)
= (z = 1)P'(z) —2P"(z) + M((z - DQ'(z) — 2Q"(x))
=2P(z) + \2Q(z) = 2(P + A\Q)(x)
Ainsi P 4+ \Q € Fy.
Finalement F; est bien un s.e.v. de Ry[z]. On en cherche une base, en se ramenant a la résolution d’un
systéme. Soit P : x + po + p1o + pex?, alors pour € R, P'(x) = p1 + 2pox et P”(z) = 2po. Ainsi :
PeF; < Vz R, (z—1)(p1 + 2p2z) — z(2p2) = 2(po + p1& + p2z?)
< Vx e R, —p1 + (p1 — 4p2)z + 2pox? = 2po + 2p1x + 2poa®

—-p1 = 2po
Po = 2p2
— —4py =2 —

D1 — 4p2 D1 { 1 = —4p,

2py =12ps
< Vz €R, P(x) =2py — Apox? + por® = po(2 — 4z + 1'2)
Ainsi, en notant R : x — x? — 4z + 2, on a montré que Fy = Vect(R). Ainsi la famille (R) est génératrice
de Fjy, ainsi que libre puisque formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Fy, de sorte que
dim(F4) =1.
5. F5 = S3(R), lensemble des matrices symétriques de taille 2 x 2.

On peut directement écrire F5 comme un s.e.v. de Ma(R) engendré par une famille de vecteurs. En effet,
une matrice M € Mo (R) est dans F5 si et seulement s’il existe des réels a,b, ¢ tels que :

T A R T R )

Autrement dit F5 = Vect ((é 8) , <(1) (1)> , (8 ?) >, notamment Fj est bien un s.e.v. de Mo(R). Vérifions

que la famille ((1 0> , <0 1) , <O 0)), qui est génératrice de Fj, est également libre : soient a,b,c € R

00 10 01
tels que a <(1) 8) +b <(1) (1)> +c <8 ?) = (8 8), alors on vérifie bien que a = b = ¢ = 0. Ainsi cette
famille est bien libre, c’est donc une base de F5, de sorte que dim(F5) = 3.
a b c
6. Fs = b ¢ al|(ab,c)ceR?
c a b

De méme que dans la question précédente :

a b ¢ 100 010 00 1
MeFs < da,b,ccR, M=1|b ¢ a|l=al0 0 1])+b|1 0 O] +c|0 1 O
c a b 0 10 0 0 1 1 00
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1 0 0 010 0 0 1
Ainsi Fg = Vect 0 0 1|,{1 0 0]),[0 1 0], c’est bien un s.e.v. de M3(R). Vérifions que la
010 0 0 1 1 00

1 00 010 0 0 1
famille qui ’engendre est libre : si a,b,c € R vérifienta ([0 0 1 [4+b|1 0 0)+c|0 1 0] =0prm),
010 0 0 1 1 00

a b c 0
alors | b ¢ a| = 0 ,donca=b=c=0.
c a b 0

O = O O O O
O~ O O O O

10 10 0 01
Finalement 00 0 0],{0 1 0 est une base de Fg, de sorte que dim(Fg) = 3.
0 1 01 1 00

7. Fr={M € My(R) | MN = NM}, oa N = (Aol AO> avec A\, Ay € R fizés.
2

On vérifie que F; C M3(R), et que la matrice nulle 02 appartient a F7, puisque 02N = 02 = NO0y. Enfin, si
My, My € F7 et X € R, alors :

(Ml + )\MQ)N = M{N 4+ AMsN = NM; + ANM, = N(Ml -+ )\MQ),

ainsi My + AMs € F7. On a donc bien montré que F7 est un s.e.v. de Ma(R).
Soit M = (a b), alors :
c d
. a b )\1 0 . )\1 0 a b
ek ey e (2 92 (b 0y (e Y
)\1@1 )\Qb . )\1&1 )\16 /\Qb = Alb

A ()\10 A2d> - ()\gc A2d> A { Ae = Age

Pour pouvoir résoudre le systéme, il faut distinguer deux cas :

e Si \; = )y : alors les équations ci-dessus sont toujours vérifiées, ainsi F7 = Mso(R). En effet, dans ce
cas N est une matrice scalaire, i.e. de la forme N = A1ls, et commute donc avec toutes les matrices de

Ms(R).

Une base de Fy; est par exemple la base canonique de M2 (R) : ((3 8) , <8 é) , <(1) 8) , (8 (1)>> ;

de plus dim(F7) = 4.
e Si A1 # Ao : en reprenant le systéme ci-dessus,

Ma—A)b =0
()\1—)\2)0 =0

= (p ) =e(3 D) 100 )

Ainsi F7 = Vect <<1 0> , (0 0>> Cette famille génératrice de Fr est formée de deux matrices non

MeF7<:>{ = h=c=0

00 01

0 0 0 1
Dans ce cas, Fy est donc l'ensemble des matrices diagonales de Ma(R).

colinéaires, donc elle est libre. Ainsi ((1 O) , (0 O)) est une base de F7, de sorte que dim(F7) = 2.

Exercice 12 - Matrice de passage

. (10 (1 2 (1 2 (1 2
OnconszdereA-(O 0>,B—<0 0>,C—(3 0> etD—(3 4>.

1. Montrer que la famille B = (A, B,C, D) est une base de Msy(R).
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Montrons que B est une famille libre : soient a, b, ¢, d € R tels que aA + bB 4+ ¢C 4+ dD = 0q, alors :

a+b+c+d =0

a+b+c+d 2b+2c+2d\ (0 O . b+c+d =0
3¢+ 3d Ad “\o o) ¢ c+d =0 -
d =0

On en déduit bien que a = b = c = d = 0. Ainsi B est une famille libre, de plus son cardinal est 4, qui est la
dimension de Ms(R). Finalement B est bien une base de Ms(R).

2. Ecrire la matrice de passage P de la base canonique de Ma(R) a la base B.
Notons C = (E1, Fs, E3, E4) la base canonique de My (R), ou :

10 0 1 0 0 0 0
2o o) 2= (0o) 5= (0) 2=

Alors A=FE, B=F1+2Ey, C = FE1+2FEy+3FE3et D= FE; + 2FEy + 3E3 + 4FE4, de sorte que :

P=rFp=

SO O =
S O N
S W N
=W N =

3. Justifier Uinversibilité de P et déterminer son inverse.

P est une matrice triangulaire dont les termes diagonaux sont tous non nuls, donc P est bien inversible. Pour
déterminer P~!, on utilise la méthode de Gauss-Jordan :

1111 1 0 00
0 2 2 2 0100
0 00 R 1 000 1 =L o o
0 0 0 4 0 0 01 010 0 . ;2 O
(1) i i 1 (1) (1) 8 8 La<La—L3 0011 0O 0 % 0
- 2o 0001 0 0 o0 1
Loein, |0 0 11 00 2 (1] L. VR
X =
ij:gﬁi 0 0 01 0 0 0 3 - 010 0 0 % _% 0
1 1 000 1 =L o0 o0 L3+L3—Ly 00 1 0 0 0 % _1%
2
0111 0 5 00 0 001 0o 0 0 12
Li+L1—Lo 0 011 0 0 % 0
0 001 0 0 0 3
1
1 2 O1 0
Finalement, P~1 = 0 3 3 01
0 0 3 1
0 0 0 %

6 4
4 4

On résout le systéme suivant, d’inconnues a,b,c,d € R :

4. Déterminer les coordonnées de M = ( ) dans la base B directement (sans utiliser la matrice de passage).

a+b+c+d =6

M — aA+bB 4+ cC +dD «— C%+b+c+d %+QC+%§_‘C34><;$ 2 +2c+2d =

3c+ 3d 4d 4 4 3c+3d =4

4d =4
at+b+c+d =6 a =4
b+c4+d =2 b =2
= 4 = ?
C+d = 3 L1+ Li1—Lo c = 3
d =1 2Epip ld =1
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Ainsi, la matrice des coordonnées de M dans B est : Matg(M) =

— Lol i

5. Retrouver le résultat en utilisant la matrice de passage.
D’aprés les régles de changement de base, Matg(M) = PgcMate(M). Or la matrice des coordonnées de M

6
dans la base canonique est Mat (M) = j .Deplus : Pgc = Pc_é = P~ ! Ainsi :
4
1 -3 0 0\ /6 4
0o & -1 0 4 2
Matp(M) = - =11
00 5 —z]|4 3
00 0 3/ \4 1
[ Exercice 13 - Introduction a la diagonalisation
-2 =2 1
On considére A = | =2 1 —=2|. Pour tout réel \, on note Ex(A) l'ensemble des vecteurs colonnes X de
1 -2 -2

M1 (R) solutions de Uéquation AX = \X.
1. Justifier que E3(A) est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et en déterminer une base et la dimension.

Tout d’abord E3(A) est bien une partie de M3 1(R), qui n’est pas vide car elle contient le vecteur nul 03 :
en effet A x 037 =031 =3 x 037. Soient X,Y € E3(A) et A € R, montrons que X + \Y € E3(A) :

A(X + AY) = AX + MY = 3X + A3V = 3(X + \Y).

Ainsi E3(A) est bien stable par combinaison linéaire, finalement c’est un s.e.v. de M3 1(R).

x
Soit X = | y |, alors :
z
—2x—-2y+z =3z —5r—2y+z =0
X € E3(A) < AX =3X = 2r+y—2z =3y — —2r—2y—2z =0
r—2y—2z =3z r—2y—5z =0
r—2y—>5z =0 r—2y—95z =0
L<:z —2x—-2y—2z =0 . <L:>L —6y — 122 =0
Okl sp— 2yt =0 2O | —12y—242 =0
r—z2 =0 z 1
- y+2z =0 <= X=|-2z]|=2z|-2
Lo<——=L _
Llf—Llfhzg 0 =0 : !
L3<L3+12Lo
1
Ainsi E3(A) = Vect —2] |, il est engendré par une famille formée d’un seul vecteur non nul, elle est
1

donc libre et c’est une base de E3(A). Notamment, dim(E3(A)) = 1.

2. Justifier que E_3(A) est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et en déterminer une base et la dimension.

De méme que dans la question précédente, on montre que E_3(A) est un sous-espace vectoriel de M3z 1(R).
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De plus, avec les mémes notations pour X € M3z 1(R) :

—2x—-2y+z =-3x r—2y+z =0
X eE 3(A) < AX = -3X — 2r+y—2z =-3y <— —2rx+4y—2z =
rT—2y—2z = -3z r—2y+z =0
r—2y+z =0 2y — z 2 -1
L<L:>2L 0 =0 <= X = Y =y|1l]+=2| 0
L23<(_—L23tL11 0 =0 z 0 1
2 -1
Ainsi E_3(A) = Vect 11,1 0 , il est engendré par une famille formée de deux vecteurs non coli-
0 1

néaires, elle est donc libre et c’est une base de E_3(A). Notamment, dim(F_3(A)) = 2.

3. Montrer que la concaténation des bases trouvées dans les questions 1 et 2 forme une base de M3 1(R) que
I’on notera B'.

2 -1
Notons B = 1], 0 , montrons que c’est une famille libre. Soient a,b,c¢ € R tels que
0 1
2 -1
a —2 +b|1]+c| O | =031, alors:
1 0 1
a+2b—c =0 2b—2¢ =0 3b =0
—2a+b =0 <= b+2c =0 — b+2c =0
at+c =0 [Zl:lil_i,_;ﬁ; at+c =0 Lilitls at+c =0

< a=b=c=0.
Ainsi B’ est bien une famille libre, or son cardinal est 3, qui est la dimension de M3 1(R). On en déduit bien
que B’ est une base de M3 ;(R).

4. Déterminer la matrice de passage P de la base canonique B a la base B'.
Par définition d’une matrice de passage,

1 2 -1
P=Pgp = MatB(B') =|-2 1 0
1 0 1

5. Déterminer la matrice de passage de la base B' a la base B.

On sait que Pgr g = PBTB, = P~!. On calcule donc P! avec la méthode de Gauss-Jordan :

1 1 2
1 -1 100 10 3 ;3 0
-2 1 0 010 ~ 01 —% iU
L1+ L1—2Lo 6 1 g
1 0 1 0 0 1 L3« L3+2Lo 0 0 gl —15 52 1
- 1 0 —= 1 _2 9
12 -1 1 00 3 3
LocLy+al O 2 10 Ly 51 0 1 =3 ﬂ?g
3 L3
BT \o -2 2 10 1 : 010010 - 4 3
1 -1 1 00 I
~ o ) o ST CES U
Li+Li+1L; 1 3
Laesle \g -2 2 -1 0 1 SNt i 001 S A
5
% -3 B 1L 2
Finalement, P~' = [ 3 % i =3 9 9 9
-5 3 3% -1 2 5

6. Calculer P~LAP.
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(1 21\ /-2 21 1 -1
plap=>12 2 2|][-2 1 =2|[-21 o0
6\_1 2 5 1 -2 =2 1 0 1)
L1 21 3 -6 3 3 0 0
=3 2 2 2|1-6 =3 0]=(0 -3 0
-1 2 5 3 0 -3 0 0 -3

Remarque : Si on note f I'endomorphisme de Ms(R) défini par f(X) = AX, alors A = Matg(f), et
d’aprés les formules de changement de base, P~ AP = Matg (f). En notant B’ = (U, V, W), on vérifie bien
que f(U) =3U, f(V)= -3V et f(W) = —-3W. On dira que 3 et —3 sont les valeurs propres de A (et de f),
que U, V, W en sont des vecteurs propres, et que A est diagonalisable.

2.2 Applications linéaires et matrices

Exercice 14 - Applications linéaires, mais pas endomorphismes

Soient f l'application de R? dans R? définie par f((x,y)) = (v — 2y,x,3z +9) et g Uapplication de R? dans R?
définie par g((z,y,2)) = (z + 3y + 2z, =2z + 2).
1. Déterminer Uapplication g o f et montrer que c’est un endomorphisme de R?.
L’application g o f est bien définie de R? dans R?, et pour (x,y) € R? :

go f((z,y) =9((z — 2y,2,3z +y)) = ((z — 2y) + 3z + 23z + y), —2(z — 2y) + 3z +y))
= (10z,z + 5y).

Vérifions rapidement que g o f est une application linéaire : soient (z,y), (a,b) € R? et soit A € R, alors :

go f((z,y) + Aa,b)) =go f((z+ Aa,y + Ab)) = (10(z + Aa), (z + Aa) + 5(y + b))
= (10z,z + 5y) + A(10a,a + 5b) = g o f((z,y)) + Ago f((a,b)).

Ainsi g o f est une application linéaire de R? vers R?, c’est donc un endomorphisme de R2.
2. Qu’en est-il de Uapplication fog?
L’application f o g est cette fois définie de R? vers R?, et pour tout (z,y,z) € R3 :

fog((x,y,2) = f((x + 3y + 22,2z + 2))
= ((#+ 3y +22) —2(—2z + 2),z + 3y + 22,3(x + 3y + 22) + (-2 + 2))
= (52 + 3y, + 3y + 22,2 + 9y + 7z).

De méme que dans la question précédente, on vérifie rapidement que f o g est linéaire, c’est donc un endo-
morphisme de R3.

3. Retrouver ces résultats en se servant des matrices d’applications linéaires.
Pour déterminer 'expression de ces composées, on peut plutot calculer des produits matriciels. En effet, en
notant Co la base canonique de R? et C3 celle de R3, alors :

b= 1 3 2
Mat63,02 (f) =11 0 et 1\/[84‘602703 (f) = <_2 0 1> .
3 1
Ainsi :
13 2\ (L 2 10 0
Matc, (g o f) = Matc, ¢, (9)Matc; ¢, (f) = 1 0])= :
-2 01 - 1 5
c’est bien la matrice de 'application obtenue & la question 1. De méme :
1 -2 1 3 9 5 3 0
Mate, (f o g) = MatCs,Cz(f)MatCQ,C%(g) =11 0 <_2 0 1) =11 3 2
3 1 197
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Exercice 15 - Applications linéaires, image, noyau, matrice

Montrer que les applications suivantes sont des applications linéaires, puis donner leur noyau et leur image, préciser
st elles sont injectives ou surjectives, et enfin donner leur matrice dans les bases canoniques des espaces de départ
et d’arrivée.

e R? = R3
O (wy) e (w20 -3y v+ dy)

Vérifions d’abord que f est bien linéaire : soient (z,%), (a,b) € R et X € R, alors
f((z,y) + Aa, b)) = f((z+ Aa,y + Ab)) = (2 + Aa, 2(z + Aa) — 3(y + Ab), (z + Aa) + 4(y + Ab))
= (2,2z — 3y, z + 4y) + A(a,2a — 3b,a + 4b) = f((z,y)) + Af((a,b)).

Ainsi f est bien une application linéaire de R? vers R3.
Déterminons Ker(f). Soit (z,y) € R?, alors :

z =0
(z,y) € Ker(f) <= f((z,y)) =0rs < { 20-3y =0 <= z=y=0.
rx+4y =0

Ainsi Ker(f) = {Op2}, on en déduit que f est injective.
On rappelle que Im(f) est engendré par les images par f des vecteurs de la base canonique de R? :

Im(f) = Vect(f((1,0)), f((1,0))) = Vect((1,2,1),(0,—3,4)).

On peut vérifier que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre, et par
conséquent une base de Im(f). Ainsi dim(Im(f)) = 2, donc Im(f) # R3, i.e. f n’est pas surjective.

Remarque : On peut retrouver ce point 4 1’aide du théoréme du rang : dim(R?) = rg(f) +dim(Ker(f)), donc
dim(Im(f)) = rg(f) =2 — 0 = 2. Notamment, la dimension de Im(f) est toujours inférieure a la dimension
de ’espace de départ. Dans cette question, et méme les deux suivantes, I’application ne peut donc pas étre

surjective.
1 0
Enfin, en notant Cy et C3 les bases canoniques respectives de R? et R? : Matc, ¢, (f) = |2 -3
1 4

5 o R? - R3
I (@) - (—r4y -y 20+ 2)

De méme que dans la question 1 : soient (x,v), (a,b) € R? et A € R, alors
g((z,y) + Ma,b)) = g((z + Aa,y + Ab))
=(—(z+Xa)+ (y+Ab), (z+ Aa) — (y + Ab), 2(z + Aa) + 2(y + Ab))
=(—z+y,z—y,22+2y) + A(—a+ba—b2a+2b) = g((z,y)) + \g((a,b)).
Ainsi g est bien une application linéaire de R? vers R3.
Déterminons Ker(g). Soit (,y) € R?, alors :

—z+y =0 R
(z,y) € Ker(g) < g((m,y)) = Ops <— rT—y = — 4
4r =10
20 +2y =0

= z=y=0.
Ainsi Ker(g) = {Og2}, on en déduit que g est injective.

De méme que dans la question précédente :

Im(g) = Vect(g((1,0)),9((1,0))) = Vect((—1,1,2), (1, -1,2)).

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre. Ainsi dim(Im(g)) = 2, donc
Im(g) # R3, i.e. g n’est pas surjective (comme annoncé dans la remarque précédente).

-1 1
Avec les mémes notations que précédemment : Mate, c,(9) = [ 1 —1

2 2
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3. h=2f—3g.
L’application h est la combinaison linéaire de deux applications linéaires de R? dans R3, donc c’est encore
une application linéaire. En effet, £(R?,R3) est un espace vectoriel.
Avant de déterminer Ker(h) et Im(h), donnons son expression explicite : pour (z,y) € R2,

h((z,y)) =2f((z,y)) —39((z,y)) = 2(z,2z — 3y,z + 4y) — 3(—z + y,z — y, 2z + 2y)
= (bz — 3y,z — 3y, —4x + 2y)

Déterminons Ker(h). Soit (z,y) € R?, alors :

5r—3y =0 4 =0
(z,y) € Ker(h) < h((z,y)) = Ogs <> x—3y =0 = x—3y =
Li<Li1—L2
—4drx+2y =0 —4dx+2y =0

= z=y=0.

Ainsi Ker(h) = {Og2}, on en déduit que g est injective.
De méme que dans la question précédente :

Im(h) = Vect(h((1,0)), h((1,0))) = Vect((5,1, —4), (-3, —3,2)).

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre. Ainsi dim(Im(h)) = 2, donc
Im(h) # R3, i.e. h n’est pas surjective.
5 -3
Avec les mémes notations que précédemment : Mate, c,(h) = | 1 —3
-4 2
Remarque : On aurait pu déterminer cette matrice en début de question : ¢’est 2Matc, ¢, (f) —3Mate, ¢, (9).
R* — M3 (R)

2 —t y+t\ .
R N

Remarque : Contrairement aux questions précédentes, les espaces de départ et d’arrivée sont de méme

dimension 4, on ne peut pas conclure immédiatement sur la non-surjectivité (ou non-injectivité).

Commencons par vérifier que ¢ est une application linéaire : pour (z,y, z,t), (a, b, c,d) € R* et pour \ € R,
(((z,y,2,t) + Aa,b,c,d)) = £((z 4+ Aa,y + Ab, z + Ac, t + Ad))

_((x—l—)\a) (t+ Ad) (y—|—>\b)+(t—|—>\d)>
 \3(z+Xa) + (2 + Ac) 0

_(2z—t y+t 2a—d b+d
_<3:U+z >+)\(3a+c 0 )
=(((z,y,2,t)) +)\€((a, b,c,d)).

Ainsi £ est bien linéaire.
Déterminons Ker(f) : pour (z,y,z,t) € RY,

20—t =0 t =2z
(z,y,2,t) € Ker({) <~ E((:L’,y,z,t)) =0y < y+t =0 < y =—t=—2z
3r+2z =0 z =—-3x

— (z,y,2,t) = (z, -2z, —3z,2z) = z(1, -2, -3, 2).

Ainsi Ker(¢) = Vect((l, —2,-3, 2)), donc Ker(¥) est engendré par un unique vecteur non nul, qui forme alors
une famille libre et donc une base de Ker(¢). On en déduit que dim(Ker(¢)) = 1, en particulier £ n’est pas
injective.

D’aprés le théoréme du rang, dim(R*) = rg(¢) + dim(Ker(¢)), donc dim(Im(¢)) = rg(f) = 4 — 1 = 3. Ainsi
m(¢) # Ma(R), i.e. £ n’est pas surjective. Or :

Im(¢) = Vect(¢(1,0,0,0), £(0,1,0,0),£(0,0,1,0),£(0,0,0,1))
v (5 6)-6 o) (0 0)- (3 0)
—vee(00)-(10)- (0 0):
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uisue20——2_11+201+300
Pusque \ g ) = 0 0 00 1 0)

Remarque :

e On s’est bien ramené & une famille génératrice de cardinal 3, qui est la dimension de Im(f) d’apres le calcul
précédent, il s’agit donc bien d’une base de Im(f) (on peut aussi vérifier que c’est une famille libre).

e On pouvait aller plus vite pour la surjectivité : puisque les dimensions au départ et & ’arrivée sont identiques,
¢ est surjective (resp. injective) si et seulement si elle est bijective (résultats a retrouver a ’aide du théoréme
du rang). Or on a déja montré qu’elle n’est pas injective, elle n’est donc pas bijective, donc pas surjective.

1 0 0 1 0 0 0 0
Enfin, notons C4 la base canonique de R*, et B = <<0 0> , <0 0> ) <1 0) , (0 1>> celle de M3(R). Alors :

-1
1\/,[21‘53704 (6) =

S W o N
OO = O
o= O O
o O =

[ Exercice 16 - Polyn6me annulateur et matrice inversible

Soit P € Ry[x] défini par P(x) = 2% — 5 + 4, montrer que P est un polynéme annulateur de A =

— =N

— N

N~
&=
3

déduire que A est inversible, puis donner A™L.
Calculons A? :

2 11 2 11 6 5 5
A*=11 2 1||1 2 1]=(5 6 5
1 1 2 1 1 2 5 5 6
On vérifie donc bien que :
6 5 5 10 5 5 4 0 0
P(A)=A>-5A+43=1|5 6 5| |5 10 5|+|0 4 0] =03,
5 5 6 5 5 10 0 0 4
donc P est un polynome annulateur de A. On en déduit que :
1
5A — A? = 41y, e (L —A)xA=1I.
1 1 3 -1 -1
Ainsi A est inversible, et son inverse est A = = (5[3 —A)=- [ -1 3 -1
4 S R R

Exercice 17 - Matrice d’application linéaire et changement de base

Soit R3 muni de sa base canonique By, et soient u = (1,0,1), v = (=1,1,0), w = (0,1,2). On admettra que
C1 = (u,v,w) est une base de R>.
1. Donner la matrice de passage Pi = Pg, ¢, de By a Cy.
La matrice P; contient les coordonnées des vecteurs de C; dans la base canonique B; de R3 :

1 -1 0
=0 1 1
1 0 2

2. Soit f € L(R?). On note A = Matg, (f) et B = Mate, (f). Exprimer B en fonction de A, Py et P['.
Avec les régles de changement de bases :

B = Mate, (f) = Pe, g, Matg, (f) P, ¢, = P{ 'AP,.
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3. Soit f l’endomorphisme de R3 défini par : f(x,y,2) = (—2x+2y —4z, —3x+3y — 42,3z —y+62). Déterminer
la matrice de f dans Cy.
La matrice de f dans Bj est :

-2 2 -4
A=DMatp, (f)=|-3 3 -4
3 -1 6
D’aprés la question précédente, Mate, (f) = B = P~1AP.
2 2 -1
Grace a la méthode de Gauss-Jordan on obtient P ! 2 —1], donc finalement :
-1 -1 1
2 2 -1 -2 2 -4 1 -1 0 2 2 -1 -6 4 —6
B=|1 2 -1)(-3 3 —-4|)(0 1 1})=(1 2 -—-1){(-7 6 =5
-1 -1 1 3 -1 6 1 0 2 -1 -1 1 9 —4 11
=35 24 33
=1-29 20 -—-27
22 —14 22
2.3 Exercice de concours
Exercice 18 - EDHEC ECE 2021 (ex3 adapté)
1 0 0
On considére un nombre réel a dans ]0;1[, ainsi que la matrice M, = [1—a a 0]. On note égale-
0 l—a a

ment I la matrice identité de M3(R). On rappelle que si A est une matrice de M3(R), alors : Ker(A) =
{X e M31(R) | AX =03} et Im(A) = {AX | X € M3:1(R)}.

1. (a) Montrer que F = Ker(M, — I) est un espace vectoriel, et déterminer une base de F, qu’on notera Bp.
Remarque : On pourrait montrer que F' est non vide et stable par combinaison linéaire, mais on
va directement ’écrire comme l'espace engendré par une famille de vecteurs, qui sera en fait la base
recherchée. Aprés les révisions sur les applications linéaires, on pourra méme simplement dire que c’est
le noyau d’une matrice.

x
On rappelle que a est un réel fixé dans |0; 1[, de sorte que a —1 # 0. Soit X = [ y | € M31(R), alors :
z
0 0 0 T 0
XeEF & (My—DX =03, « [1-a a—=1 0 y| =10
0 l—a a-1 z 0
0 =0
r—y =0
= (l1-a)z+(a—1)y =0 <:>{ L L Ta=y=z
lI-a)yy+(a—1)z =0 4 N
z 1
= X=|z]|==2|1
z 1
1 1
Ainsi F' = Vect 1 , notamment F' est bien un sous-espace vectoriel de M3 1(R), dont 1
1 1

est une famille génératrice. De plus cette famille est formée d’un seul vecteur non nul, elle est donc libre
et il s’agit d’une base de F', notée Br.

(b) On admet que G = Ker(M, — al) est également un e.v., déterminer une base de G, qu’on notera Bg.
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x
Soit X = [y | € M31(R), alors :
z
1—-a 0 0 T 0
XeG <= (Mg—al)X=03; <= [1—-a 0 0 y|l =10
0 1—a O z 0
(I1—a)x =0 0 0
= (I-—a)z =0 <:>{ 0<:>X:0:z0
(1—-a)y =0 4 z 1
0 0
Ainsi F' = Vect 0 , B.€. 0 est une famille génératrice de G. De plus cette famille est formée
1 1

d’un seul vecteur non nul, elle est donc libre et il s’agit d’une base de G, notée Bg.

(¢) On note B la famille formée des vecteurs de Br et Bg (i.e. la concaténation de Br et Bg). La famille

B est-elle une base de M3 1(R) ?

1 0
D’apres les questions précédentes, B = 11,10 . Puisque son cardinal est seulement 2 et que
1 1

M3 1(R) est de dimension 3, alors B ne peut pas étre une base de M3 1(R). En revanche on vérifie que
c’est une famille libre.

2. On note E lespace vectoriel engendré par I, M, et M2,

(a)

Quelle est la dimension de E 2

Par définition, la famille (I, M,, M?2) est génératrice de E. Vérifions que c’est également une famille
libre.

1 0 O 1 0 0 1 0 0
Tout d’abord, M2 = [1—a a 0 l-a a 0= 1-d? a? 0
0 1-a a 0 1-a a (1—a)? 2a(1—a) a?

Soient A, u1, v des réels tels que A + uM, +vM?2 = 03, alors en considérant la premiére colonne de cette
matrice, on obtient les relations suivantes :

Adp+v =0 A =0
p(l—a)+v(l—a?) =0, donc w =0,
1/(1—&)2 =0 v =0

puisque 1 —a #0,1—a? #0et (1 —a)? #£0.
On a donc bien montré que la famille (I, M,, M?) est libre, il s’agit donc d'une base de E, ainsi
dim(E) = 3.

0 0 O 1 00
Onpose J=|1 -1 0 | eeK=1[1 0 0]. Calculer JK? puis en déduire (M, — I)(M, — al)?.
0 1 -1 010
0 0 O 1 00 1 00 0 0 O 100 0 00
JK*=(1 -1 0 1 00 1 00)={0 0 O 10 0]=10 00
0 1 -1 010 010 1 -1 0 010 0 00

Ainsi JK? = 03.
OrM,—I=(1-a)Jet My —al =(1—a)K. Ainsi :

(Mg —I) (M, —al)* = (1 —a)J) (1 —a)K)* = (1 —a)* JK? = 03

d’aprés ce qui précéde.
En déduire que M3 appartient a E.
En développant le produit calculé a la question précédente :

(M, — I)(M, — al)* = (M, — I)(M? — 2aM, + a*I) = M2 — (2a + 1)M? + (a® + 2a) M, — a*I.
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3. (a)

(b)

10

Or ce produit est la matrice nulle, donc :
M3 =a*I —a(a+2)M, + 20+ 1)M? € E,

car E = Vect(I, M,, M?2).

Montrer que pour tout n € N, il existe un unique triplet de réels (un, vy, wy,) tels que : M = u, M2 +
Mg + wpl. On donnera les valeurs de ug, vo et wo, et on exprimera Uni1, Unt1 €t W1 en fonction
de Up, Uy et wy.

Montrons par récurrence ’existence de telles suites (un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen-

e Initialisation : Pour n = 0, on peut écrire MY = I = 0 x M2+ 0 x M, + 1 x I. On pose donc
UOZO,UOZOGtszl.

e Hérédité : Soit n € N, on suppose qu’il existe des réels uy,, v, et wy, tels que M? = u, W2 +
v My + wyd. Alors :

MM = M, x M = My(unM? + v, My 4 w,I) = uy M3 + v, M2 + w, M,.
Or d’aprés la question précédente, M3 = a?I — a(a + 2)M, + (2a + 1) M2, ainsi :
MM = ((2a + Dy 4 v,) M2 + (—ala + 2)uy, + wp) My + au, 1.

Unt1 = (2a+ Duy + v,
On pose donc : V1 = —ala + 2)u, +w, , de sorte que M = uy, M2+ v, 11 My +wpi1 1.
Wnp1 = a’uy,
De plus (I, M,, M?) est une base de E d’aprés la question 2.(a), ainsi l’expression obtenue pour
Mg“ est la décomposition de M "1 dans cette base, et elle est donc unique.
e Conclusion : Par principe de récurrence, on a bien montré que pour tout n € N, il existe un unique
triplet de réels (un, vn, wy) tels que : M? = u, M2 + v, My + wy 1.
Unt1 = (2a + Duy + vy
De plus ug = vg =0, wg = 1, et pour tout n € N, Unt1 = —ala+ 2)u, +wy .
Wnp+1 — azun

En utilisant les relations précédentes, expliquer pourquoi le script Python fourni ne permet pas de calculer
et d’afficher les valeurs de uy, v, et w, lorsque n et a sont renseignés par Uutilisateur. On pourra
examiner attentivement la boucle for.
Comme indiqué dans I’énoncé, le probléme de ce script se trouve dans la boucle for. En effet, au début
de I'étape k, les variables u, v et w contiennent uy, vi et wy respectivement. On veut utiliser les relations
obtenues & la question précédente, on exécute donc d’abord la ligne 7 : u = (2*a+1)*u + v. A issue
de cette opération, u continent maintenant w1, et c’est cette valeur de u qui sera utilisée dans les deux
lignes suivantes : ce n’est pas la bonne, il faudrait utiliser uy...
Réécrire ce script en le corrigeant pour qu’il calcule correctement uy,, v, et wy.
Pour éviter le probléme décrit & la question précédente, il faudrait garder en mémoire la valeur de wug
(par exemple dans une variable u_prec) pour pouvoir 'utiliser dans le calcul de vgyq et wyi 1. Ainsi,
méme aprés avoir modifié u, on aura accés a la valeur de uy.

n = int(input(’Entrez une valeur pour n :’))

a = float(input(’Entrez une valeur pour a :’))
u=20

v =20

w =1

for k in range(n)
u_prec = u

u = (2xa+1)*u + v
v = —ax(a+2)*u_prec + w
W = akxaxu_prec

print(u, v, w)
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4. Montrer que : Yn € N, i3 = (2a + Dupso — ala + 2)un1 + auy,.
D’apres les relations obtenues en 3.(a), pour tout n € N :

Unys = (2 + Dtpgo + Vpyo = (20 + Dgyo — a(a + 2)un1 + wop1 = (2a + Do — ala + 2)up g1 + a*uy,.

On a appliqué les relations de récurrence aux rangs n + 2, n + 1 et n respectivement.

_ (n—=1a"—na™" 141

On admet qu’on peut en déduire 'expression suivante pour (up) : Vn € N, u, = (@12
Lo n __ . 2 . .
On admet que : HEEI}OO M) = (ngl—}—loo un> M7+ (ngg_loo Un> M, + <nll>r_£100 wn> I.
5. Déterminer lim wu,, lim v, et lim w,.
n—-+00 n—-+oo n—-+00
n—1a" —na" 1t +1 i
D’aprés Iénonce, pour n € N, u,, = ( )( 2 . Or a €]0; 1[, donc par croissances comparées :
a —
lim (n—1)a" =0 et lim na"!'=0.
n—r+o00 n—+00
. . . 1
Finalement, par somme et quotient : lim u, = ———.
n—+o0 (a—1)2
2
a
De plus pour n € N*, w,, = a®up_1. Ainsi  lim w, = ——.
n—r+o00 (a—1)2
. —a(a +2) a® —2a
De méme, v, = —a(a + 2)un_1 + wyp_1. Ainsi  lim v, = = .
; Un ( + )nl"’ n—1 naJroon (a—1)2 +(a_1)2 (a—1)2
6. En déduire la matrice Lo, = lim M.
n—-+oo

D’aprés 1’énoncé :

7. Vérifier que L2 = L,.

1 00 100 1 00
En calculant le produit, on vérifie que : L2 = |1 0 0 1 0 0)J=|1 0 0] =L,.
1 00 1 00 100

Remarque : Fn admettant des régles opératoires sur les limites de matrices, on pourrait montrer le point
précédent ainsi : M7" = (M})* —— L2, or M7" ——— L.

n—+o0o n—+0o00
8. (a) Montrer que : VX € Ker(M, —I), L, X = X.
1
D’apres 1.(a), Ker(M, — I) = Vect 1] ]. Soit X € Ker(M, — I), il existe donc x € R tel que
1
x 1 00 x x
X=[xz|. Alors: L, X=\|1 0 0 z|l=1z)]=X.
x 100 x x

(b) Montrer que : VY € Im(M, —I), L,Y = 03;.
Soit Y € Im(M, — I), alors il existe X € C31(R) tel que : Y = (M, —I)X = (1 —a)JX, en utilisant les
notations de la question 2.(b). Alors :

100\ /0 0 0
LyY=(1—-a)LyJX=(1-a)[1 0 0] |1 =1 0 |X=03X=03,.
100/ \o 1 -1
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3 Probabilités

3.1 Probabilités, indépendance, conditionnement

[ Exercice 19

Soit n € N*. On lance n fois une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir « face » est %

1. Quelle est la probabilité de n’obtenir aucun résultat « face » 7 et d’obtenir au moins un résultat « face » ?

On modélise 'expérience avec ['univers 2 = {pile, face}", et on considére que tous les lancers sont indépen-
dants. Notons Fj, ’événement « on obtient face au k-iéme lancer », alors pour k € [1;n], P(Fy) = %

n
L’événement « n’obtenir aucun résultat face » est donc m F}. (ot les événements Fj, sont indépendants), et

k=1
=) T T2 (2)
sa probabilité est alors : P (ﬂ Fk> = H P (Fk) = H 3= (3> )
k=1 k=1 k=1
n
L’événement « obtenir au moins un résultat face » est U F}, c’est le complémentaire de I’événement précé-
k=1
n n 2 n
ent. Ainsi (H k) <D1 k) <3>

Notamment, plus n est grand, plus cette probabilité est proche de 1.

2. Pour k € [1;n], quelle est la probabilité d’obtenir le premier « face » au k-iéme lancer ?

Notons Ay I’événement « on obtient le premier face au k-iéme lancer ». Cet événement se réalise quand les
k — 1 premiers lancers donnent tous « pile », et que le k-iéme donne « face ». Ainsi :

kfli k—1 o 9 k—1 1
Ak = (ﬂ Fz) N Fk, donc P(Ak) = <H P (Fz)> X P(Fk) = <3> X §
=1

i=1

3. Quelle est la probabilité qu’au cours de ces n lancers, il n’y ait jamais un résultat « pile » a la suite d’un
résultat « face » ?
Notons B cet événement, déterminons la forme d’une issue w € B. Pour qu’un résultat « face » ne soit jamais
suivi d’un « pile », la contrainte suivante doit étre respectée : dés qu’on obtient un résultat « face », tous les
résultats jusqu’au dernier lancer doivent donner « face ». Une issue dans B est donc entiérement déterminée
par le premier lancer ot on obtient « face ». On peut ainsi écrire B comme une union disjointe :

n n k n
B:U(ﬁm...mEkaHm...an):U <ﬂﬂ>m ﬂFj

k=0 k=0 \ \i=1 j=k+1
Finalement :
n k n n k n—k n 1
— 2 1 1 k on+l _ 1
P =3 (117 E) < 1] PE) =Z<3> (3) RE TP IR
k=0 \i=1 j=k+1 k=0 k=0

[ Exercice 20

On joue avec deuzr dés équilibrés, de la maniére suivante : on lance successivement les deuzx dés a la fois, en on
considére la somme des deux résultats. Si cette somme vaut 7 on gagne, si elle vaut 6 on perd, dans les autres cas
on relance les dés.

1. Pour n € N*, quelle est la probabilité de gagner au n-iéme lancer (et pas avant) ?
On considére que tous les lancers sont indépendants.
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On introduit quelques notations : soit Vi ’événement « obtenir 7 au k-iéme lancer » (victoire), Dy I'événement
« obtenir 6 au k-iéme lancer » (défaite), et Cy = Vi U D (on n’obtient ni 6 ni 7, on continue). On peut
déterminer la loi de la somme des résultats de deux dés équilibrés a 6 faces, ainsi :

1 ) 25

P(Vi) = 1 P(Dy) = 36 et P(Cy)=1-P(Vy)— P(Cy) = 36"

On considére ’événement G,, : « on gagne au n-ieme lancer ». Il se réalise si et seulement si : V,, se réalise,
et lors des n — 1 premiers lancers, Cj s’est réalisé (on n’a ni gagné ni perdu avant le lancer n). Ainsi, la
probabilité de gagner au n-iéme lancer est :

n—1
P(G) (Clﬂ .NCh— 1ﬂV (HPOk> (Vn):é(gz) 5

car les événements C1, ...,Cy_1, V, sont indépendants.

2. Pour n € N*, déterminer la probabilité p, de gagner en n coups ou moins.
D’aprés la question précédente, puisque les événements GG, sont deux-a-deux disjoints :

" 25\* 1 1 1-(&)" ¢ 25
pn—P(HGk> ZPGk 2(36) _6X71—% _11(1 <36>>‘

3. Pour n € N*, déterminer la probabilité q, de perdre en n coups ou moins.
On peut effectuer les memes calculs que dans la question 1 pour déterminer la probabilité de perdre au n-iéme

lancer : elle vaut 356 (gg) . Ainsi :
n k—1 25 n
5 (25 5 1 5 25
oY) e R (-()),
P 36 \ 36 36 56 11 36

4. Déterminer limp, et lim q,, et interpréter ces résultats.
On constate que limp, = % et limg, = % On peut en donner linterprétation suivante : si on continue
de lancer les dés autant de fois que nécessaire, on finira toujours par gagner ou perdre (et le jeu s’arrétera),
puisque lim p,, + ¢, = 1.
Remarque : Pour justifier correctement ce point, il faudrait utiliser le théoréme de convergence monotone
pour les probabilités (au programme de Maths Approfondies).

[ Exercice 21 - Probabilités conditionnelles et relation de récurrence

On dispose d’un dé équilibré o 6 faces numérotées de 1 ¢ 6 et de deux piéces A et B ayant chacune un coété Pile
et un coté Face. Un jeu consiste & lancer une ou plusieurs fois le dé. Aprés chaque lancer de dé : si l'on obtient 1
ou 2, alors on retourne la picce A ; si l'on oblient 3 ou 4, alors on retourne la picce B ; el si l'on oblient 5 ou 6,
alors on ne retourne aucune des deuz picces. Au début du jeu, les deux piéces sont du coté Face. Pour tout entier
naturel n, on note :

o A, l’événement : « a lissue du n-iéme lancer de dé, les deux piéces sont du coté Face » ;
e B, l'événement : « a l'issue du n-iéme lancer de dé, une piéce est du cété Pile et ['autre coté Face » ;
o () lévénement : « a l'issue du n-iéme lancer de dé, les deux piéces sont du cété Pile ».

De plus on note, pour n € N : a,, = P(Ay), by, = P(By) et ¢, = P(Cy).

1. Donner les probabilités ag, by et co; puis calculer a1, by et c1.
Au début du jeu, les deux piéces sont du cété Face, autrement dit Ag est réalisé. Ainsi ag = 1, et bg = ¢ = 0.
1l y a trois possibilités pour le résultat du premier lancer de dés, qui arrivent chacune avec probabilité % :
e Si on obtient 1 ou 2, on retourne la piéce A qui sera donc codté Pile, et By sera réalisé.
e Si on obtient 3 ou 4, on retourne la piéce B qui sera donc coté Pile, et By sera encore réalisé.

e Si on obtient 5 ou 6 on ne retourne aucune piéce, elles sont donc encore toutes deux coté face, et A; est
réalisé.
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Finalement, a1 = %, by = % et ¢c; = 0.

2. On admet que pour tout n € N, P(A,,) # 0. Justifier que pour tout n € N, Py (Apt1) = %
On raisonne de la méme maniére que dans la question précédente. Si A,, est réalisé, i.e. si les deux piéces sont
du coté Face aprés le n-iéme lancer, alors la seule possibilité pour que A,+1 soit réalisé est de tirer un 5 ou
un 6 au (n + 1)-iéme lancer (sinon on retourne 'une des piéces), ce qui arrive avec probabilité % Autrement
dit, Pa, (An+1) = 3.
Remarque : Dans le cas ou le (n + 1)-iéme lancer donne un résultat entre 1 et 4, B,,11 sera vérifié, ainsi
Py, (Bpy1) = % (on g’en servira en 5.(b)).

3. Cualculer bs.

On peut utiliser la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements (A;, By) (on a
justifié que C7 n’était jamais réalisé) :

P(B2) = P(A1)Pa,(B2) + P(B1)Pp, (B2) = a1Pa, (B2) + b1 P, (B2).

De méme que dans la question 1, on justifie que Py, (B2) = % En effet, si les deux piéces sont coté Face
aprés le premier lancer, pour que By soit vérifié il faut en retourner une, i.e. il faut que le deuxiéme lancer
donne 1, 2, 3 ou 4.

De plus, Pp,(B2) = % En effet, si I'une des piéces est sur Pile et 'autre sur Face aprés le premier lancer,
pour que B» soit vérifié il ne faut pas en retourner, ¢.e. il faut que le deuxiéme lancer donne 5 ou 6.
Finalement by = %al + %bl = % X %—i—% X % = %.
4. Pour tout entier naturel n, exprimer ¢, en fonction de a, et by,.
Pour tout n € N, (A, By, Cy,) est un systéme complet d’événements, donc P(A,)+ P(B,)+ P(Cy) =1, i.e.
cn=1—a, —b,.
5. Soitn > 2. On admet que b, # 0 et ¢, # 0.
(a) Sans justifier, donner Pp, (Bpn+1) et Po, (Bpt1).
De méme que dans les questions 1 et 3, on peut montrer que Pp, (Bpt1) = %, et que Pg, (Bpt1) = %
(b) Etablir : byt1 = 3an + 3bn + 3cn
En utilisant la formule des probabilités totales, de la méme maniére qu’a la question 3, on obtient :

P(Bn-I—l) = P(An)PAn (Bn+1) + P(Bn)PBn (Bn+1) + P(Cn)PCn(Bn—H)a
2

. 2 1
r.e. bpy1 = gan + §b” + gcn.

On a utilisé les probabilités conditionnelles données a la question précédente, et & la question 3.
(¢) En déduire : byy1 = —%bn + % Cette relation est-elle encore valable quand n € {0;1} ¢
D’aprés les deux questions précédentes,

2 1 2 1 2
bn = Z0an =b, s —ap—"0by)=—5b, 9
+1= 30 + 3 + 3( a ) 3 + 3

Vérifions que cette relation est toujours vraie aux rangs 0 et 1 :
e pour n =0 : by =0, donc —%bo—i—%:%:bl.
. pournzl:blzg,et —%b1+%:—%+g:%:b2.
6. Déterminer le terme général de la suite (by)nen puis en déduire sa limite. Interpréter le résultat.

D’apres la question précédente, (b,) est une suite arithmético-géométrique. Pour déterminer le terme général
de (b, ), on cherche le point fixe de la relation de récurrence pour se ramener a une suite géométrique.

P eR : —1+2<:>4—2<:>—1
our xr : xr = 3% 3 3.1‘—3 x—z.

On pose donc u, = b, — %, de sorte que (uy,) soit une suite géomeétrique de raison —%. En effet, pour n € N :
b 1 1b n 2 1 y 1 N 2 1 b 1 1
Uu = _——_— = —— _—— _—— —_ —_ e _—— = ——Un.
KanR R M 372" 3 3\ 2 3"
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Ainsi, pour tout n € N, u,, = (—%)nuo, ol ug = by — % = —%. Finalement, pour tout n € N :

by b (L))
n=Un Ty Ty 3 notoo 2

On peut interpréter ce résultat ainsi : apreés un grand nombre de lancers, la probabilité que les deux piéces
soient sur des cotés différents est proche de %

3.2 Variables aléatoires

Exercice 22

Soient n € N* et p € |0;1], et soit X une variable aléatoire de loi B(n,p). Montrer que la variable Y =n — X suit
une loi binomiale dont on donnera les parameétres.

Puisque X est a valeurs dans [0;n], on en déduit que Y = n — X est aussi a valeurs dans [0;n]. De plus, pour
tout k € [0;n] :

P =B = Pla=X =8 = PO ==k = (" ot 00 = () -,

n —

car (,",) = (}). Puisque p=1— (1 — p), on en déduit que Y suit la loi B(n,1 — p).

Exercice 23

Soit p € 10; 1] et soit X une variable aléatoire de loi G(p).

1. Pour tout k € N, déterminer P(X > k).
Puisque X est & valeurs dans N*, alors pour tout k € N*, on peut écrire :

+oo +o0 +oo ‘
(X > k] = U (X =1, donc  P(X >k)= Z P(X =1) = Z p(1 —p)it,
i=k+1 i=k+1 i=k+1

car il s’agit d’'une union disjointe. On peut calculer cette série en effectuant le changement de variables

j=i—k—-1:
+00 _ 400 _ 1
P(X >k)=> p(l—pft=p1-p~> (1-p) =pl1-pFx —a=p U —p)*
j=0 Jj=0

2. En déduire que pour tous k. € N, Py (X > k+/{) = P(X > /).
P(IX >kN[X >Ek+{])
P(X > k) '
Or [ X >k+{ C[X >k],donc [X >k]N[X >k+{ =[X>Fk+{]. Ainsi, d’apres la question 1 :

Soient k, £ € N, alors par définition, Pix~y(X >k + () =

Ry
P >kt 0) = P50 CEP D gyt pxs )

[ Exercice 24 - Loi géométrique tronquée

Soient n € N* et p € |0;1[. On lance une piéce donnant Pile avec probabilité p, jusqu’a obtenir le premier Pile ;
dans tous les cas, on s’arréte aprés le n-iéme lancer. Les lancers sont supposés indépendants. On note X la variable
aléatoire égale au nombre de lancers effectués.

n—1 n— n
1. Montrer que : ¥n € N*, Vz € 10;1[, 3 kab~1 = 1222 (11_2()721_1)3: .
k=1

On montre cette proposition par récurrence.
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1—2040

0
e Initialisation : Pour n = 1, kak_l = 0 (c’est une somme vide) et N
-z

k=1

= 0. Ainsi ’égalité

est vérifiée au rang 1.
e Hérédité : Soit n € N*| supposons 1'égalité vérifiée au rang n : pour tout = € ]0; 1],

S g1 1 —na" 1+ (n—1)z"
xr = .
k=1

(1 —z)?
Alors :
n n—1
1—nz" 4+ (n—12" na"1(1-2)?
kbl = kab=l 4 pant = +

2T (=2 -2

1+ na" a2 -22)+ (n—1)2"  1—(n+1)z" + na™!

- (1—x)? - (1—z)? '

L’égalité est donc encore vérifiée au rang n + 1.
e Conclusion : Par principe de récurrence, on a bien montré la proposition pour tout n € N*.

2. Montrer que X(Q) = [1;n], et déterminer la loi de X.
Vue la description de 'expérience, on effectuera entre 1 et n lancers, donc X est bien a valeurs dans [1;n].
De plus, notons A; I’événement « le i-éme lancer donne un Pile ».

e Pour k € [1;n—1], 'événement [X = k| est réalisé quand le premier Pile arrive au k-iéme lancer. Ainsi :

k-1
(X =kl =A1N..NAg_1N A, donc  P(X =k)= <H P (Ai)> P(A;) = (1 —p)F1p,
i=1
puisque les lancers sont supposés indépendants.
e I’événement [X = n] est réalisé si les n — 1 premiers lancers ont tous donnés Face, quel que soit le
résultat du n-iéme lancer. Ainsi, de méme qu’au-dessus :

(X =n]=A4N..NA, 1, domc PX=k=][[P(&)=0-p""

3. Calculer l'espérance de X.
D’aprés les questions précédentes, 'espérance de X est :

n n—1
E(X)=) kP(X =k)= <Z k(1 —p)k_1p> +n(l—p)n!
k=1 k=1

1l—n(l-p" '+ n-1)01-p"

=p 2 +n(l—p)"!
_1-n(d-p" '+ (r-1)A—p)" +pn(l—p)""
p
_l4np-DA-p)" '+ m-1)1-p)"
p
_1-Q0-p)"
PE—

4. Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulX(n,p), dont Uexécution simule lexpérience décrite et renvoie
une réalisalion de la variable aléatoire X.

1 |import numpy.random as rd

def simulX(n,p)
for k in range(l,n)
5 if rd.random() < p
return k
return n
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Exercice 25 - Urne de Pélya

On considére une urne contenant initialement N1 boules blanches et No boules noires, ot N1, No € N*. On réalise
des tirages successifs dans l'urne, avec le protocole suivant : o chaque étape, on replace la boule tirée dans l'urne, en
y ajoutant une autre boule de la méme couleur. Ainsi, & la fin de Uétape n, ['urne contiendra un total de N1+ No+n
boules. On note X,, la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule tirée a l’étape n est noire, et 0 si elle est blanche.
1. Les événements [ X1 = 1] et [Xo = 1] sont-ils indépendants ?

Comparons P([ X1 =1]N[X2 =1]) et P(X; =1)P(Xy=1).

La loi de X7 est simple, mais pour la loi de Xo, il est nécessaire de conditionner au résultat de X;. La

probabilité que les deux premiéres boules tirées soient blanches est donc :

No « No +1
N1+ No N+ Ny+1°

P(Xi=1n[Xy =1)) = P(X1 = )Py, —y(X2 = 1) =

En effet, on tire la premiére boule dans une urne contenant N1 + Ns boules, dont Ns noires ; et sachant que
la premiére boule tirée était noire, on tire la deuxiéme dans une urne contenant Ni + N2 + 1 boules, dont
Ny + 1 noires.

Pour déterminer P(Xy = 1), utilisons la formule des probabilités totales. On raisonne de la méme maniére
que ci-dessus pour calculer Pix,—_q (X2 = 1) : sachant que la premiére boule tirée était blanche, on tire la
deuxiéme boule dans une urne contenant N1 + Ny + 1 boules dont N7 noires. Ainsi :

P(X2 = 1) = P(Xl = O)P[lezo} (X2 = 1) + P(X1 = 1)P[X1:1](X2 = 1)

. Nl % N2 i N2 « Ng—i-l
N1+ Ny U Ny +Nag+1 N +No ' Ny+Np+1
No(Ny+ Ny +1) Ny

(N1 + N2)(N1 + Na+ 1) TN+ N

2
Ainsi P(X; = )P(Xp = 1) = ( NijQ) £ P([X; = 1] N [Xs = 1]). Finalement, X; et X5 ne sont pas

indépendantes.

Remarque : On a cependant montré que X7 et Xo on la méme loi : ce sont des v.a. de Bernoulli de paramétre
Na

N1+N2*

2. Montrer que P([X1 =0]N[X2 =1]) = P([X1 =1]N[X2 =0)]).

Avec le méme raisonnement que dans la question 1 :

Ny N Ny
N1+ Ny Ny +Ny+1

P([X1=0]N[Xz=1]) = P(X1 = 0)Px,=)(X2 = 1) =

N1 Ny
(Nl + NQ)(Nl + Ny + 1)7

et

No Ny

P([Xlzl]m[XQZO]):P(Xl:1)P[X1:1}(X2:0):N1+N2 N TNy g1

N1 No
(N1 + No)(Ny + No+1)

Ainsi P(X1=0,Xo=1)=P(X; =1,X5 =0).

3. Plus généralement, montrer par récurrence la proposition suivante : pour n € N*, si ay,...,a, € {0;1} et si

n—snp—1 Sn—1
. I[1 (Ni+d)x T (N2 +7)
Sp = Zak; alors : P([ X1 =a1]N...N[X, =ay]) = i=0 _ =0
. [T (N1 + No+ k)
k=0
e Initialisation : Aurangn = 1, on a déja justifié que : P(X; =0) = M et P(X1=1) = L
Nl + N2 Nl + N2

Cela correspond bien & la formule donnée pour n = 1, avec s; = 0 pour la premiére probabilité et s; = 1
pour la seconde.

33 sur



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CORRECTION DES EXERCICES DE REVISIONS — ETE 2026

e Hérédité : Soit n € N*, on suppose que la propriété est vérifiée au rang n. Soient ay, ..., ap+1 € {0;1},
déterminons P([ X1 = a1]N...N[X,+1 = an+1]) en conditionnant par rapport a [X1 = a1|N...N[X,, = a,].

P([X1=ai]N...N[Xnp1 = ant1]) = P([X1 = a1] 0 ... 0 [ Xy = an]) Py, —ag ). Xn=an] (Xnt1 = an1)

On peut exprimer P([X; = a1] N ... N [X,, = a,]) grace a I'hypothése de récurrence, calculons la
probabilité conditionnelle suivante. Sachant que les résultats des n premiers tirages étaient aq, ..., an,
alors au moment d’effectuer le (n + 1)-iéme tirage, l'urne contient N; + N3 + n boules, dont Ny + sy,

sont noires et N1 + n — s, sont blanches. En effet, pour chaque résultat a; valant 1 on a rajouté une
n

boule noire, ¢.e. on en a rajouté s, = E aj, en tout; pour les n — s, autres tirages, on a rajouté une

k=1
boule blanche. Finalement :
NZ + sn

Py _ —an)(Xnp1 =1) = =————

X1=ar )N Xn=an] (Xn+1 ) N1+ No+n

Ni+n—sp,

¢ Py, o) (X1 = 0) =

e [Xl_al]m..n[xn—an]( ntl ) N1+ No+n

Ainsi, pour le cas an4+1 = 1 : puisque Sp4+1 = Sp + Gpt1 = Sp + 1, alors

n—sp—1 sp—1
IT (Nu+d)x [T (N2 +7) Nyt
P([X1 = a1]N... N [X = ap] N [Xpyr = 1]) = —— 7= x 21 5n
n=1 Ni+No+n
[T (N1 + Na+k)
k=0
n—sp—1 . Sn ‘ (n+1)—sp4+1—1 . Sn41—1 .
[T (Ni+id)x J[T(N2+) I MM+ix JI (N2+47)
=0 =0 B i=0 §=0
- n - (n+1)—1
AL+ N+ h) [T (Ni+DNa+k)
- k=0

Et pour le cas ap1 = 0 : puisque sp4+1 = Sp + @41 = Sp, alors

n—sn—1 sp—1
IT (Ni+d)x [T (N2 +7) I
P([X1 = a1]No. N [Xn = an] O [Xpp1 = 0]) = —— 7= x LT O
n-l Ni+No+n
H (N1 + Ny + k)
k=0
n—=sn Sn—1 (n+1)—spy1—1 Sn+1—1
[T (M+12) x JT (N2 + ) [T Wi+i)x I (N2+37)
=0 3=0 B i=0 3=0
B n - (n+1)—1
kHo(N1+N2+k) [T (Ni+DN2+k)
- k=0

Dans les deux cas, la formule est bien vérifiée au rang n + 1.

e Conclusion : Par principe de récurrence, on a bien vérifié¢ la propriété annoncée. Notamment, la
n

probabilité P([X; = a1] N ...N[X,, = ay,]) ne dépend que de n et s, = Y ay.
k=1

3.3 Exercice de concours

[ Exercice 26 - Ecricome Appli 2024 (extrait de ’exercice 1)

Partie 1
Pour toute variable aléatoire discréte X a valeurs dans N*, on pose : Rx(k) =P(X > k).

1. Soit p un réel dans ]0;1[. Dans cette question uniquement, on suppose que X suit la loi géométrique de
parameétre p.
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(a) Calculer Rx (k) pour tout entier naturel k.
Puisque X suit la loi G(p), alors X (Q) = N* et pour tout £ € N*, P(X = /) = (1 — p)*~p.
Soit k € N, alors :

+oo +oo +00
Rx(k)=P(X > k) = Z P(X =/) = Z (1—p)€_1p:Z(1—p)i+kp avec i =0 —k—1
t=k+1 (=k+1 =0
+oo
=p(1 p)kiz;(l —p)' =p(1-p)*x 1_&_}9) =(1-p)"

(b) Vérifier que : Yk € N*, }5:((7]&)1) =1-p.

Rx(k) _ (1-p*
Rx(k—1) (1-p)*!

2. Soient X etY deuzr variables aléatoires discrétes a valeurs dans N*.

D’aprés la question précédente, pour k € N* : =1-p

(a) Pour tout entier naturel k non nul, exprimer P(X = k) a l'aide de la fonction Rx.
Soit k € N*. Puisque X est & valeurs entiéres, on peut écrire : [X >k —1] = [X = k]U[X > k], et cette
union est disjointe. Ainsi : P(X > k—1) =P(X =k)+P(X > k), i.e. Rx(k—1) =P(X = k) + Rx(k).
Finalement, P(X = k) = Rx(k — 1) — Rx (k).

(b) En déduire que X etY suivent la méme loi si et seulement si : Vk € N, Rx (k) = Ry (k).
Les variables X et Y sont toutes deux & valeurs dans N*.

e Supposons qu’elles suivent la méme loi, alors : V¢ € N*, P(X = {¢) = P(Y = ¢). Ainsi, pour tout

keN: .
Rx (k) =P(X > k) Z P(X = Y P(Y =) =Ry(k)
l=k+1 {=k+1

e Réciproquement, supposons que Rx (k) = Ry (k) pour tout k& € N. Alors d’aprés la question précé-
dente, pour tout k € N* : P(X = k) = Rx(k—1) — Rx(k) = Ry(k—1) — Ry (k) = P(Y = k). Donc
X et Y suivent la méme loi.

Partie 11
3. (a) Déterminer deuz réels a et b tels que : Vn € N*, ﬁ =& — (n%)!.
b 1) —
Soient a,b € R quelconques, alors : @ = aln+1) . Pour que ce numérateur soit toujours
n! (n+1)! (n+1)!
n 1 1

égalan,ﬂsufﬁtquea:bzl.Ainsi:m—a—m-

. est convergente, et déterminer sa somme Z L

(b) En déduire que la série Zn>1 n+1) R EsuE
On reconnait une série télescopique & 'aide de la question précédente. En effet, pour N € N* :

N N

n 1 1 1
nz::l (n+1)! ; n! (n+1)! (N 4+1)! Notoo

—+00

n
Ainsi cette série converge et sa somme est : — =
vers Zl (n+1)!
4. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que : Yn € N*, P(X =n) = ﬁ
n !

(a) Montrer que la variable aléatoire X + 1 admet une espérance et calculer E(X + 1). En déduire que X
admet une espérance et calculer E(X).

D’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire X +1 admet une espérance si et seulement si la série

1 1
Z(n + 1)P(X = n) converge absolument. Or, pour n € N* : (n +1)P(X =n) = (n+ Ln = :
= (n+1)!  (n—1)!

Ainsi cette série est a termes positifs et, pour N € N* :

N N-1 1
> (n+ B(X = T 2l v
n=1 n=1 m=0
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Cette série est donc bien absolument convergente et sa somme est e. On en déduit que X + 1 admet une
espérance et E(X 4+ 1) =
Puisque X = (X + 1) — 1, alors par linéarité de ’espérance, X admet également une espérance, et de
plus: E(X) =E(X +1) —E(1) =e— 1.

(b) Montrer que la variable aléatoire (X — 1)(X + 1) admet une espérance et calculer E((X — 1)(X +1)).
En déduire que X admet une variance et calculer V(X).
De méme que dans la question précédente : d’aprés le théoréme de transfert, (X — 1)(X + 1) admet

une espérance si et seulement si Z(n —1)(n+ 1)P(X = n) converge absolument. Or cette série est a
n>1
termes positifs, et pour NV € N* :

ol al n—l—l n—l) Yo =2
—1 1 L S
I N D D el

(le terme de rang 1 de la série était nul, on a donc pu simplifier et effectuer le changement d’indice
m = n — 2). Finalement (X — 1)(X + 1) = X2 — 1 admet bien une espérance, ou E(X? — 1) =e.

Par linéarité de 'espérance, X? = (X2 — 1) + 1 admet encore une espérance, et : E(X?) = E(X2 - 1)+
E(1) = e+ 1. Notamment X admet une variance, et d’apres la formule de Koenig-Huygens :

VIX)=EX?) -EX)? =e+1-(e—1)2=3ec—e’=¢(3—e).

Partie 111

Soit (ax)ken+ une suite de réels strictement compris entre 0 et 1. On étudie la durée de vie d’un appareil, mesurée
en années. Tout au long de 'année initiale k = 0, on suppose que Uappareil fonctionne. Puis, pendant chaque année
numéro k (ot k € N*), Uappareil a une certaine probabilité de tomber en panne. Plus précisément, pour tout entier
naturel k non nul : st la machine n’est pas tombée en panne pendant l'année k — 1, alors elle tombera en panne lors
de l'année k avec probabilité oy, et elle continuera de fonctionner pendant toute ’année k avec probabilité 1 — ay,.
On note X la variable aléatoire égale o la durée de vie en années de Uappareil : si ’appareil tombe en panne pendant
lannée k, sa durée de vie aura été égale a k.

5. Justifier que pour tout entier naturel k non nul : Rx (k) = (1 — ax)Rx(k —1).
Pour tout £ € N, notons Ay, 'événement « I’appareil n’est pas tombé en panne lors de 'année k », autrement
dit Ay = [X > k|. L’énonceé peut alors étre traduit par : Vk € N*, Py, | (Ax) =1 — ay. Ainsi :
P(X>k—-1N[X>k) PX>Ek)  Rx(k)
PX >k —1] S P(X>k-1) Rx(k—1)
Finalement Rx (k) = (1 — ax)Rx(k — 1), et ce pour tout k € N*.
6. En déduire que pour tout entier naturel k non nul : Rx (k) = Hle(l — ;).
On montre ce résultat par une récurrence immédiate sur k € N*.

1—ap =Py (X > k)=

e Initialisation : D’aprés la question précédente, Rx (1) = (1 — a1)Rx(0), or Rx(0) = P(X > 0) =
car appareil fonctionne pendant toute I’année 0. Ainsi la propriété est vraie au rang 1.

k
e Hérédité : Soit k € N*, on suppose que Rx (k) = H(l — ;). Alors d’aprés la question précédente :
i=1
k k41
Rx(k+1) = (1= aps)Rx (k) = (1 — aprn) [ J(1 = ) = J](1 = ),
i=1 =1

de sorte que la propriété est encore vraie au rang k + 1.
e Conclusion : Par principe de récurrence, on a bien montré le résultat pour tout k € N*.
7. A Uaide de la partie I, en déduire une expression de P(X = k) pour tout entier naturel k non nul, en fonction
des termes de la suite (a;)ien--
D’apreés la question 2.(a), pour tout k¥ € N*, P(X = k) = Rx(k — 1) — Rx(k). Ainsi, d’aprés la question
précédente, pour k > 2 :

k-1 k k-1 k-1
PX =k =]J0-a)-[[Q-)=(1-0—ap) [J(O—ai) = [ - ).
=1 =1 =1 =1
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Pour k =1:P(X =1) = Rx(0) — Rx(1) = 1— (1 — aq) = «;. La formule précédente est donc toujours
0

valable pour k = 1, car par convention : H(l — ;) =1 (c’est un produit vide).
i=1
8. (a) Dans celte question uniquement, on suppose que : Vk € N*, oy = p € ]0; 1[. Reconnaitre la loi de X .
D’aprés la question 7, pour k € N* : P(X = k) = p(1 — p)*~1. Ainsi X suit une loi géométrique de
paramétre p.
Remarque : On aurait aussi pu vérifier que la fonction Rx est la méme que pour une variable de loi
géomeétrique, en utilisant les questions 1.(a) et 2.(b).

k
(b) Dans cette question uniquement, on suppose que : Vk € N*, o = Tl Détermaner la lot de X.

D’apreés la question 7, pour tout k € N* :

k-1 . k—1
k i k 1 ko1 k
PX=k=—T[(1- — - . -
(X =k k+1H< 7;+1> il (k+1)

=1 i=1

1l s’agit donc de la loi étudiée dans la partie II.
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