(Solution des exercices calculatoires)

Theme 1 : Fractions Mettre les fractions suivantes sous forme irréductible :

1+4
3 2 11 2+% 1\(2 1 15 46 77 15 77 3 1+%
a=—-———-X — = c=|(1—- —+1—- = — X — X — e=— X —+ — f:
5 5 7 2—% 3J\5 2 22 35 69 11 10 14 4
1 1 . 3+1% . 1 11 2021 x 2022 +2 023 x 23 +1 999
g=— h=1+—v— i= J=2x3x5x1)[-+-+-+— =
l_l 94 1 %_% 2 3 5 11 2023x2022-2021x2022
1
6 4 3+Z
Theme 1 : Fractions - Solutions
a:—% b:—% c:g d=1 e=149 fz%
g=-12 h=% i=3 j=371 k=201

Théme 2 : Identités remarquables Simplifier les nombres suivants :

2
A=@v3+37 B=(\/3-\/2) C=(-vZ+V3? D=6-2VD6+2VD) E=(/3-2+VD)(3+2+V2) F=

4002
1000 x1002-999 x1 001

Théme 2 : Identités remarquables - Solutions
A=21+12v3 B=1 C=5-2V6 D=-3 E=1+2V6 F=2

Théme 3 : Formes canoniques Mettre sous forme canonique les expressions suivantes :
fx)=x*+4x+6 g(x) =x*-6x+21 h(x)=x*>+x+7 k(x)=x?—x+1 Ox)=x*-3x* -1 m(x)=3x>+7x+1

Theme 3 : Formes canoniques - Solutions

fO=@+22+2 g =@-32+12  h@=x+3)+E  k@=(x-1)  f0=02-3-3  mw=3(2+I)-%

Théme 4 : Racines carrées
Mettre les nombres suivants sous la forme de avb avec a € Q et b € N, b le plus petit possible ou simplifier au mieux les nombres suivants :

5 4

A=+/50+/18 B=3v75-v27 == D:( 2\/5) E=+/24x/56 F=@+VID? - (4—VI1)2
1+v3 V3-2V2 V6+2
22x 33 x5 H=\/6+\/7+\/2+\/3+\/T I=v21x75%x510 J= K=—""- L=—"°
2-3 5vV2+v3 V3+V2

Théme 4 : Racines carrées - Solutions
A=8V2 B=12V3 C=3v2 D =20 E=8v21 F=16V11
G=150V15 H=3 1=49000v14 J=5+3V3 K = =2840/6 L=V2

Theme 5 : Puissances de 10 Mettre les nombres suivants sous forme d’écriture scientifique :
a=0,001> b=20008 ¢=0,03* d=3x10"7-0,000005 e=24x10"%+3x107°-140x10"" f=13x10%+70x10%-3x10'°

104 x 013 he20°x0.02-2 . 0,0172x10007* . (625%0,5)? 1,64 4 x 1078 +0,0000005
= X , = X , = —-—e—e—e—e—e—e—e— = -_—— =

§ 1002 x 0,0013 / 1,253 0,0323 x 64001 29x 1076 -20x 1077
Theme 5 : Puissances de 10 - Solutions

a=107" b=2,56 x 10%6 c=8,1x107" d=4,7x107° e=4x107° f=-1x10'0
g=10""! h=2x10" i=10° j=5x10* k=1,28x10° ¢=2x1072

Theéme 6 : Puissances Exprimer les nombres suivants sous la forme d'une puissance de 2, 3 et 5. (2* x 3Y x 5% avec (x, y, z) € 73

A= 123 B2 _81° _20%3x47? ' 6°x972 _25x1573x 9
B , , B . T 278 T 5-2 %502 T8 T 183 x 102
(3%)” x (23) 32" x 28 2\5 (3)2 ([ 9\ 27 x 10% x (6% x 5)72 322 4321 22
= =0 =|l—-=| x[=| x|—= = K=—— =22
(22)3x(33)2 223 « 33 4 2 (3-1x10)-3 322 -321
Theéme 6 : Puissances - Solutions
A=26x33 B=5* c=3"1 D=5 E=2"1x3! F=26x313x575
G=2"x30=1 H=2!x3"1 I=2"2x33 J=23x3"4x5° K=2 L=216

Théme 7 : Suites géométriques Mettre les expressions suivantes sous la forme a x b, avec (a, b) € Q? :

a, = 2n+1 _2n bn — 22n x 3*71 = 4l’l+l _22”*3

dn — 2(3n+1 _?n) —3n en= (_1)n+122—3nl fn =2x (_4)?1 + (_1)n+122n+3
—3x 4" 6" _ no

gnzznT hn: 37 ln:1+];)2
93n+2 2 (271 —21) An _o2n-1

i, = ——— = ), = ——mM—
In 32n-1 n 3n (3n_3n—1) n 9n 4 (—3)2n



Theme 7 : Suites géométriques - Solutions
ap=2" b,=(%)" cp=34n dp=3.3" en=—4(-3)" fn=—6(-4)"

gn=-6.2" h, = 12" in=2.2" jn=12(%)" kn=3(2)" l=-1()"

Théme 8 : Développements et décomposition en éléments simples

xX+2 x-4 1-x
Ax)=3(x-2)(x+1) B(x) = 3 s + 5 -Xx CxX)=x(x=-2)(x+3)—x%(x+1) D(x)=5(x—-4)%2-11 E(x)=(2+x)°3

Fx)=(x-222x+3)-Bx+22%(x+5 Gx)=0Bx-1° Hx)=x-DE+x+D)-x+DE2-x+1) Jx) =&2+v2x+ DA -v2x+x?)

Théme 8 : Développements - Solutions
—-31x+49

Ax)=3x*-3x-6 B(x) = —0 C(x) = —6x D(x) =5x%—40x + 69 E(x) =8+ 12x +6x2 + x°
F(x)=-7x3-62x%>-68x—-8 G(x)=27x3-27x2+9x—1 Hx)=x3-1 Ix)=x3+1 Jx) =x*+1
1 -1 1 4 2 2 4x 1 3 2x—1 -3 5

=+ — = + = + = +
x(x-1) x x-1 4x2-1 2x-1 2x+1 x2-2x-3 x+1 x-3 x2-5x+6 x—-2 x-3

Theéme 9 : Factorisation ou mise au méme dénominateur

25

a(x)=(x—-2)3x+5) - 2x-1(2x—4) b(x):x2—5x+z c(x)=4x2 -1+ (x-3)2x+1) dx)=(x-1%-4
e(x) = 3Bx—-5)°2—(x-7)% f(x)=3x-6+(x+1)(x-2) g(x) =x*-49-3x(7-x) h(x)=6Gx+2)Bx-7)+(Bx+2)
k(x)=x%—ﬁ ‘(x)=x*-1 i(,)) =X+ X2y +2x° +2xy+x+y j(x, ) =x*+6xy+9y* —169x?
Theéme 9 : Factorisation ou mise au méme dénominateur - Solutions

ax)=(x-2)(—x+7) b(x) = (x—g)2 c(x)=2x+1)3x—4) dx)=x-3)(x+1)
e(x) =8(x+1)(x—-3) f)=x-2)(x+4) gxX)=(x-7@4x+7) h(x) =30Gx+2)(x-2)
k(x) = (Z;_jj)ﬁ (X)) =(x-Dx+1(x%+1) i(x,1)=(x+D%*x+y) jx,y) = (14x+3y)(—12x+3y)

Théme 10 : Second degré
Trouver mentalement les racines des trindmes suivants sans passer par le calcul du discriminant ; on utilisera le résultat suivant :

Le produit des racines du trinéme ax? + bx + ¢ vaut < etlasomme —%
1. x% —24x+ 144 2.x%+3x 3.25x% - 256 4. x> +166x — 167 5.5x% +24x+19
6.(b—c)x*+(c—a)x+(a—Db) 7. (x+a)(x+Db)—(m+a)(m+Db) 8. mx’>+(@2m+1)x+2 sachant que m est racine
Former un trindme du second degré ayant pour racines les nombres suivants :

m+1l m-2
9.7etll 10.2+V5et2-/5 11. m+vVm?-3etm-vVm?-3 12. —— et ——
Déterminer I’ensemble des valeurs sur lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles :

5 9 3x-1

13. 13- 12x—x 14. x> - (V2+ Dx+V2 15—
En admettant que les trindmes suivants ont deux racines distinctes, déterminer le signe de ces racines sans les calculer :
16. 15x% - 167x + 11 17. 17x* +674x - 13 18. 23x% +451x + 17
Theéme 10 : Second degré - Solutions
1.12 2.0et-3 3.+ 4.1et-167 5. —let—+
6.%6‘[1 7. met—(m+a+Db) B.met%
9. x*> - 18x +77 10. x* —4x-1 11. x* —2mx +3 12. m*x*> - m@2m—-1)x+(m?> - m-2)
13. [-13;1] 14. | —o0; 1] U [V2; +00| 15. | —oo; 1] U {3}

16. les racines sont de signe strictement positif 17. les racines sont de signes contraire 18. les racines sont de signe strictement négatif

Theme 11 : Polyndmes
Factoriser les polynomes suivants en cherchant des racines évidentes: a. x% +2x%> — x -2 b. x> +2x+3

Theme 11 : Polynémes- Solutions a (x-Dx+1D(x-2) b. (x+1)(x*> - x+3)

Theéme 12 : Valeur absolue
Résoudre les équations et inéquations suivantes :

a.|x—6]=2 b. |x+5|=% c.|5-2x|=1 d.|x-7/<107! e. [3x+5/=1
£.15x-6/>0 g l4+7x|<-1 h.|5-|x-1||]=2 i|lx-1-3]=1 j [12x—61+2|=3
Theéme 12 : Valeur absolue - Solutions

a. & ={4;8} b.y:{—_T“;—_Tg} c. F =1{2;3} d. ¥ =16,9;7,1] e.yz]—oo;—z]u[—%&oo[
f.7=R~{g} g =0 h. & = {-6;-2;4;8} i #=[-3;-1]U[3;5] j. # =]-00; 3| U[Z;+00|

Théme 13 : Exponentielle
Simplifier les expressions suivantes :
A = (€21’ x (€73%)® B = Vet® 16 Cx)=e (1+2e™) Dx)=Ve? E@)=(e"+e )2 (e"—e 2 Fx)=(e"+1)2- Ve -1
2 1 )3 (eJC)Z e(x+1)2 1+62x e ¥+ e¥
X

e* +x eX4+e ¥ er + e4x
J(x) = (— Kx)=—— L(x) =

H = I = +
e e~ ="z e~ e—1? l-e¥ 1-e*

G(x) =

ex



Théme 13 : Exponentielle - Solutions

x2
A =e’ B(x) = 28 Cx)=e"+2 D(x)=e? E(x)=4 F(x) =2¢"
G(x)=e* H(x)=1+e™ 2" I(x) = e** J(x)=e ! K(x) = e* L(x)=0
Theme 14 : logarithme
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 etIn5:

- _nl _ 1 1 —n 1 _ 7 498 499
a=1n2048 b=Iny c=3lng+4Inz d=In e=In21+2In14-3Ing f—ln +ln +...+Inggg +In g5
Simplifier les expressions suivantes :

g(x) = e3Inx h(x) = In(ve%) i(x)=In% j(x) = e 2Inx k(x) =In(e”2) 1(x) =In oz
Transformation d’expressions grace au logarithme :
m(x) = 2% n(x) = (1+x)% o(x) = xIn*

Théme 14 : logarithme - Solutions

a=11In2 b=-2In2 ¢=-9In2-4In5 d=-In2-2In3 e=9In2+In3 f=-2In2-3In5
gx)=x3 h(x)=£ i(x)=x-In2 j =% k(x)=-% I(x)=-
m(x) — exln2 n(x) —ex ln(l+x) O(X) — e(lnx]z

Theme 15 : Dérivation
Sans se préoccuper des domaines de dérivabilité, calculer formellement les dérivées des fonctions suivantes :

AX) = (X2 -3)Vx B(x) = 3x% —2x—1)e* Clx) = e2* Dx) =vVxZ—x+3 E(x) = (4x-7)3 F(x) = (x® —4x+5)°
G(x) = 2* Hey= E+3%71 )= — J(x) = In(n x) K= -5 Lix) = 2225
- T x+4 T Bx-74 - T x2-3x+1 T e

Theéme 15 : Dérivation - Solutions

5x* -3 : 2x— V2 —x+3
Allx) = G -9V B'(x) = (3x* +4x—3)e" C'(x) = xez* D'(x) = 2x—-DVx=—x+
2x 2x2—2x+6
/ 5 2 , > 4 , . , x*+8x+13
E'(x)=3@x-7)3 F'(x)=10(x—2)(x*—4x+5) G'(x)=In2x2 H'(x) = Y
W= J0 = — K = &St D=2
T (Bx-7)° " xlnx T (x2-3x+1)2 T e2x

Théme 16 : Primitives
Sans se préoccuper des domaines, calculer formellement une primitive des fonctions suivantes :

fa)=—— (x) = — h(x) = &1 =2 ) = —= k(x) = 3xe2s !
Tx-1 = o2 - T2+ 1= a2 -
I = In? x ) = 8e?* () = 3x%+x-4 () = 1-x8 () = 2 +8 o) = x-3
T X T (3—e2x)3 B x? P T1-x2 4= x+2 T ox+1
Theéme 16 : Primitives - Solutions
-3
F(x)=In(x-1) G =— H(x) =11 I(x) =In2+ x%) J(x) =5V3+x2 k(x) =3¢ 1
4 3 .5 3
L(x):%ln3x M(x):m N(x):3x+lnx+; P(x):x+%+€ Qx) = ——x +4x r(x)=x—-4In(x+1)
Theme 17 : Calcul intégral
Calculer les intégrales suivantes :
2 1 1 1dx 2
Azf 3x% +4x—-5dx Bzf 6x° —4x> +7x dx sz 3vx—4xdx D= / = Ezf |x®=3x+2| dx
-1 -1 0 2 0
5] 2 1 g 2
sz =L sz e 2541 dy H=| = sz (3x-2)° dx ]=f 022 dx
10X -1 o 1+x -1 0
Théme 17 : Calcul intégral - Solutions
3
A=0 B=0 C=0 — _g E=1
F=1(In©)’ G=3(-e H=In2 I=24w4*-5% J=2(e*-¢?)

Theme 18 : Intégration par parties
Calculer les intégrales suivantes en effectuant une intégration par parties judicieusement choisie :

2 Lr+1 e 41 L d !
a:f tez dt = — dr y:j‘mtdt 5= f 1 e:f(ﬂ+3p3w”dt
0 0 e 1 0

Theéme 18 : Intégration par parties - Solutions
Calculer les intégrales suivantes en effectuant une intégration par parties judicieusement choisie :

a=4 p=2-3 y=1 §=4(2In2-1) €=2-%




Theéme 19 : Sommes et produits
Calculer les sommes suivantes :

n+2 n+1 n n+2 n-1 n-1

a=)Y k b= 3k c=Y kk-1) d= e=Y 3* f=Y okgnti-k
k=1 k=2 k=0 k=1 k=1 k=0

Calculer les sommes suivantes :

n n n n n n
g=2 21 h=22 5 (=32 1
i=1j=i i=1j=i i=1j=i

Calculer les produits suivants :
n B nok+1 n 1
m=1]s o=1]2 p=115 a=110-7)
k=1 k=1 k=1 k=2
Theme 19 : Sommes et produits - Solutions
n+2)(n+3 nn+3 . .
= ( )2( ) bh=3 ( 5 ) c:d(n—l)g(lﬁl) d=n+2 623(3"71—1) f:ZETS(Sn_Zn)
 aneD@nel) o 1n+3) . nn+1)3n®+11n+4)
6 4 24
y n(n+1) 1
m=3" 0= p=n+1 q=—
n
Théme 20 : Changements de variables et d’indices
Calculer les intégrales suivantes en suivant le changement de variable indiqué :
2 42 5 1
A:f dx avecu=2+x° B:f V2x-1dx avecu=v2x-1 C:f dx avecu=e*
0 2+x3 1 0 2+e*
Calculer les sommes suivantes en suivant le changement d’indice indiqué :
n no1 1 n+2
D=) n-k aveci=n-k E=) ————— aveci=n+1-k F=Y (j-2® aveck=j-2
=0 otk n+l-k =
Théme 20 : Changements de variables et d’indices - Solutions
_ 1 _26 _ 19, (2etl
A=3In5 B=3 C_élnz(eTz)
_ n(n+1) _ _ n°(n+l)
D==5= E=0 F= 7
Théme 21: Systémes linéaires
Résoudre les systémes linéaires suivants :
x+4y=1 b 15x-21y=-51 6x+5y=7 d X+2y+z=1
a. . c. .
2x-5y=-11 —-10x+14y =34 4x-3y=11 3x+y—-2z=3
2x-y+3z=13 x+3y+z=1 x+y—-z=1
e.{x+4y—z=-10 f.{2x—y+2z=-1 8 Xx+2y+3z=2
3x+2y+z=2 x+10y+2z=0 2x+3y+2z=3
Theme 21: Systemes linéaires - Solutions
Résoudre les systemes linéaires suivants :
a. ¥ ={(-31)} b. & ={(x,2x+ ), xR} c. & ={2;-1)} d. #={(z+1,-2,2),z€R}
e. ¥ ={(1;,-2;3)} f.=9¢ g. ¥ ={56z;—4z+1,2),z€eR}
Theme 22 : Factorielles et coefficients binomiaux
Simplifier et si possible donner la valeur des expressions suivantes :
51! 11! 1 1 6 12 n+1
a=— = c=—+— d= e= f= avecn=3
49! 8! 5! 6! 4 3 3
Autour du biné6me de Newton : , ;
1. Développer (1 +2x)° 2. Factoriser kz (12~ 3. Calculer kz )
=0 =0
Theme 22 : Factorielles et coefficients binomiaux - Solutions
a=2550 b =990 c=% d=15 e =220 [f=plnn=l)
’ n n
1. (1+2x)° = 32x° +80x* +80x> +40x% + 10x + 1 2. ) (Pek=3n 3.) (f=2"
k=0 k=0
Théme 23 : Calcul matriciel
L o 2 0 -1 I 2 2 -1
Soient A, B, C, D et E les cinq matrices suivantes : A= B=]0 5 0 C= D=]1 E=|1 0
5 —4 0o -2 4
1 3 4 -1 -2 0
a. Calculer les produits suivants: A x E, Bx D, AxC, CxE, ExC, 'Dx B, A2 A3 et B?
g -y (L0 -2y (1 -10 _11 i _11 _11
b. Calculer les inverses des matrices suivantes : 0 2 -3 0 2 1| et
-5 2 -1 -1 -1 1
00 5) 38 -12 11 1



Théme 23 : Calcul matriciel - Solutions

i . 5 L - —2-2-2
a. le produit A x E n'est pas licite, BxD= (?), AxC=(Z1579)), CxE=(%%), E x C(_zl e 12), 'DxB=(326),
, X ) . 5 (3-3-6
2_(11 -6 3_(-19 46 2_ (3
A =(Y526), A’=(115 1%) et B —(g 2 105)
_ _ . 11 -1-1\"1 0-10 -1
_1y-1 10-2\"1 ;1004 1-10\"1 (521 -1/2 . 1
b. (31 =(21 (02—3) :—(053) (021) :(3/2171/2) il =11 100
(572 (53) 00 5 10{p 02 352 3 -1 1 I 2\ ety

Theme 24 : Equations différentielles

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes sur R :

1.y =4y et y(0)=20 2.y=-y+12 et y0)=4 3.y'=2y+5 et y(0)=20
4.y"—y=0 avecy(0)=5 et y'(0)=5 5.y"—4y' +3y=0 avec y(0)=1 et y'(0)=2 6.y '+4y' +4y=0 avecy(1)=1 et y'(1)=-3

Théme 24 : Equations différentielles - Solutions
Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes sur R :

1. {x— 20e**} 2. {x— -8e ¥ +12} 3. {x— e -3}
4. {x—5e*} 5. {x — %63*' + %ex} 6. {x— (2—-x)e* %}
Théme 25 : Séries
Dans chaque cas, donner 'argument qui permet de justifier que la série concernée est convergente et calculer la somme indiquée :
i 1\ < 1 i 1 i 1!  k
A= (_) B=Y ~ c= D= k(—) E=Y X
k=0\3 im2 2k f=0 5**! . k=1 4 k=1k2k
00 k(k— 1) 00 —k x 3 % ] © 2 +1
F=)Y ——— G=Y k2 H=)Y — 1=y — J=3.
i 3F7 k=2 i=o k! i=o k! i k!
Theme 25 : Séries - Solutions
—_3 _1 _1 _16 _
A=3 B=1 c=1 D=1 E=21
F=2 G=3 H=¢ I=e J=2¢-6



