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CORRECTION DS 2 - PROBABILITES DISCRETES, ALGEBRE LINEAIRE

Exercice 1 - Ecricome ECS 2010

1. Convergence de la suite (u,)p>1-
(a) Pourn>1ette[0,1], on a:

1 1 (1=t (1 +t+t2+- -+t
—(1-1t) = -
1+t4+t2 4. 4 tnt I4+t4+t2 4 +tn! I+t4+t2 4 +tnt
_ 1 I—t+t—t2+2 -3 4. gt —qn
S L4t 4t Lt +t2 44 n!
B 1 1—"
B e L A N
tTL

T+t 412 4. F

Puis en multipliant au numérateur et dénominateur par (1 —1¢) :

1 (1 —t)tn (1 —t)tn

—(1-1)= = :
L+t4+t2 4. ot ( ) Q-t)A+t+t24-- -+t 1—tn

Or pour ¢t € [0,1[, ¢t > t". Donc 1 — ¢ < 1 —t" puis £=% < 1. Pour t € [0,1[, on a donc 0 <

— (1 —t) < t™. Par croissance de I'intégrale (sur un segment), on obtient :

1 1 1 )
s —(1—t))dt< [ t"dt
/00 /0 <1+t—|—t2+...+tn—1 ( )) /O
1

tn+l
n+1

1
TFt+t2 41

1
c’est-a-dire 0 < uy, — [t — ﬁ}o < [

5 } que 'on peut enfin écrire :
0

1

0 un = n+1

<

N | =

Par encadrement, on a u, — 1/2 tend vers 0 et donc :

lim =2
n—l>I-lI-looun 9

(b) On pose l'application ¢ définie sur [0,1] par p(t) = t". ¢ est C! et strictement croissante sur cet
intervalle. On peut donc faire un changement de variable.
On a limy 0 () = ©(0) = 0 et lim;_,;— = 1. En posant u = t", on a du = nt"~'dt.

Donc les intégrales suivantes sont de méme nature :

/1 wl/m — u2/ndu o /1 (tn)l/n _ (tn)2/nntn71dt
0 1—u 0 1—tn '

Or pour t € [0,1[, on a :

tnl/n_th/n t— t2 (1 — ¢t 1
( ) ( ) tn—lzn tn—lzn ( ):’I’L 7(17t) .
1—tn 1—tn 1 —tn Lt +t2 4. 4l
Ainsi l'intégrale fol %Wnt”_ldt est faussement impropre en 1 et donc est convergente. D’ou

les deux intégrales sont convergentes et :

1,1/n _ ,2/n 1 1 1
vn:/ uudu:n/ dt—n/(l—t)dt:nun_n
o l—u o L+t+t24 . tnt 0 2

Donc, on a bien :
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2. Résultats intermédiaires.

(a)

Pour tout entier £ > 1, et x € R} \ {1}, on a:

(Inz)*  (In(1+ (z — 1))k

r—1 r—1
et donc lim,_,; (lgzl_xik = limy, 0 Un(l;ru))k, Or :(ln(lzu))k ~ %k ~ w1 Comme k >1,onak—1>0
u—> u—>
et ainsi u¥~1 — 0. D’ou :
1 k
lim 82 g
z—1 x—1

est polongeable par continuité en 1. Ainsi I'intégrale est faussement impropre en 1.

(Inz)*

k
L’intégrale fol (1;1 xz dz est a prior: généralisée en 0 et en 1. La question précédente montre que z — ~—

En 0, on a:

\/5(7 ~ Vz(n(z))¥ — 0

r—1 z—0 z—0

k
. . _ 1 11 s .
par croissance comparée. On a donc ~— —— = (ﬁ) Or fo ﬁdx converge (intégrale de Riemann).

z—0

1 (Inz)k
0 x—1

Donc, par domination, dz converge | (et méme absolument).

f est C? (par opérations usuelles) sur R et on a donc pour z €] — 00, 0] :

M(z — 0)?

(@) = f(0) = (= = 0)£'(0)] < 5

ou M est un majorant de |f”| sur [z,0].

Or pour x € R_, on a f/(z) = e® — 2" et f"(x) = e* — 4e?® = &”(1 — 4e%).
SurR_,ona0<e”<1 Etdoncl>1—4e”>-3. Dou: |f’(z) <3.

Et donc :

2

le” —e** + 1| < %

3. Application

(a)

U + % fol %du‘ Commengons par remarquer que les intégrales sont bien convergentes. On
1 1 1,1/n_ ,2/n 1 1
’un+/ Y qu| = /Hdu—i-/ Y du
nJjy 1—u 0 1—u nJjo 1—u
/1 (ul/"—u2/” 1 Inu )
+ = du
0 1—u nl—u

(linéarité de l'intégrale)

Calculons

a ensuite :

Lt/ —u2/" 1 Inw
< — du
0 1—u nl—u
(inégalité triangulaire)
1
< / elnTu—QQh]Tu—ilnu X 1 du
0 n 1—-wu
1 2
3 /1 1
< / 3 (muy" 1 g
0 2\ n 1—-u
1
(inégalité de Taylor précédente avec z = oy <0)
n

3 [ (lnu)?
— (Inw) du
27’L2 0 1—U

N
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(b) Divisons l'inégalité précédente par % (I est non nulle car u +— % est continue négative sur |0, 1[ et non

identiquement nulle). On a donc :

3 fl (Inwu)? du

nov -
n 1‘ < 2 % 0 1—u
1 2n 1
~~
0 constante
n—-+4oo
donc, par encadrement, *7* tend vers 1, c’est-a-dire : v, ~ L | Puis :
n—+oo "
1 o, I
Up — = = — ~ —.
"2 n no+oo n2

Exercice 2 - ECRICOME ECS 2008

J'ai failly écrire « cf DS précédent ». Mais bon, pour que vous puissiez regarder dés la sortie du DS, revoici la

correction.
1. (a) Soit x > 0. Pour n € N*, on a :

() 1 1 n+x—n x T
xTr) = — — = = ~ _
" n n+xz  nn+z) nln—z)nstoo n?

La série Y %5 -5 converge (critére de Riemann). Donc par équivalence de séries & termes positifs,

‘la série de terme général f,(x) converge également. ‘

(b) On a:
+oo
1 1
F fd _ ey
-3 (3 -w0)
n=1
On a également F(1) = > (% - ﬁ) Passons aux sommes partielles. Pour N € N*, on a :

Donc | F(1) = 1.

2. Commengons par remarquer que f, est effectivement dérivable sur R4 dés lors que n > 1. On a pour x € Ry :
1
/
Xr) = —%= ~ _
fn( ) (n+1:)2 n—+o00 ng
Encore une fois E:{g # converge d’aprés le critére de Riemann. Donc, par équivalence de termes positifs,
‘la série de terme général f] () converge. ‘

3. (a) ¢ est de classe C? sur R%. On a pour z € R* , ¢ (z) = x% Cette dérivée seconde est décroissante, donc

sur l'intervalle [n,4o00[, on peut la majorer par sa valeur en n.
Donc l'inégalité de Taylor-Lagrange nous donne a l'ordre 2, au voisinage de xy € [n,+oo[ :

a — @) x — 10)? T — x0)?
o(a) = plao) = (o = an)ef o) < 570y < 0 B < el

3 sur 16



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies CORRECTION DS 2 - PROBABILITES DISCRETES, ALGEBRE LINEAIRE

(b) Soit z € Ry et soit h # 0 tel que z+h € R4. On a :

, _ l_ 1 _l 1 B 1
|fn(x+h)_fn(x)_hfn(x)| - n n+x+h n+n_’_$ h(n+x)2
= ‘—cp(n+x+h)—|—<,0(n—|—x)+((n+x—|—h)—(n—l—a:))go'(n+:c)‘

= [o(n+x+h) —p(n+a) = ((n+z+h) = (n+2)¢(n+a)

signe inversé

h2
= n3’

.. 2 oy : :
Or la série :i’i % converge (critére de Riemann). Donc, par comparaison,

‘la série de terme général |f,(x + h) — fn(z) — hf] (z)| converge absolument donc converge. ‘

(c) Soit x € Ry et soit h #0 tel quex +h € Ry. On a:

F(x+h) - F(x) ' Sl ) =SS fale) XX
—Gz)] = |== = - ful@)
‘ h n=1
+0o0 1
= Zg(fn(x"i_h)_fn(x)_hf;z(x))
n=1
(somme de séries convergentes)
+00
1
S T D (e +h) = fule) = hf ()]
n=1
(inégalité triangulaire)
+00 ;9
1 h
< -
< W2
+oo 1
< Y=
n=1

constante

Ainsi, en posant K = Zz?i %, on a bien :

F - F
‘ (z+ h]i @) _ @) < &l
(d) Ainsi, on a :
F - F
0<’ @+h) = F@) ol < &l
h ~—~—
h—0 0

F(z+h)—F(x)
h

Donc, par encadrement limy_.q = G(x) c’est-a-dire la limite existe et est réelle.

‘F est donc dérivable en x ‘ et on a :

4. (a) x € Ry est fixé. On étudie alors la fonction ¢ : t — % — w%x Elle est dérivable sur R* et pour ¢t € RY,
Onawl(t):—t%—i—ﬁé()
Donc 1) est décroissante et donc pour k € N* :

Vi € [k, k4 1], bk + 1) < (1) < (k)

qui peut aussi s'écrire Vt € [k, k + 1], fri1(z) < 1 — H% < fr(x). Par croissance de l'intégrale, on
trouve :
k+1 k+1 1 1 k+1
dt < - — dt < dt.
[ amwaes [ (G- e [ A
—_ —_—
=fr+1(@) =fr(z)
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(b) On somme l'inégalité de droite précédente, avec n > 2 :

n k+1 1 1 n
) A e R WC

k=1

=" (G- )t

On obtient bien la premiére inégalité.
Pour 'autre inégalité, on procéde de maniére similaire :

n—1 - k+1 1 1
kaJrl Z/ <t_t—|—x)dt.
k=1

:ZZ/:Q frr () :fln(%—t_ﬁ)dt

On rajoute alors le premier terme manquant de la somme :

kzn:lfk(x)é fl@ +/1n<1_t—|1—x)dt'

_ 1 _ =z
=1- 1fe  1+x

On a bien finalement :

ntl o/ 1 " x n1 1
- dt < < - = dt.
ﬂ <t t+x> D (@) x+1+z)<t t+$>

k=1

Le but est de passer a la limite n — 4o00. Calculons d’abord la forme des termes de gauche et droite.

n(l+ x)
n+x

/In (1 - x) dt = [In(t) — In(t + 2)]} = In(n) — In(n + ) — (1) + In(1 + ) = In

n(l+z)
Ona ntz ml—i—xdonc fl (t t+x)dtmln(1+l’)

Par passage a la limite, on en déduit ’encadrement :

=F(z)

Puisqu’on étudie la limite  — 400, on peut diviser par In(1 + x). On obtient pour z > 0 :

S In(14+2) " (z+1)In(1+2)

+1.

0

T—+00

@) ¢est-a-dire :

Donc par encadrement, Wm(+2) 257
T—r+00

F(z) ~ In(l+x).

Exercice 3 - EDHEC ECS 2016

1. (a)

On a:

(f =10 +foAd—f) = f2-2f+1d+2f - f=1d |

(car f et Id commutent)
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(b) Pour x € R, on a donc | (f —Id)?(x) + (f o (2Id — f))(z) = Id(z) = .
(c) Le résultat permet de montrer que R"” = Ker(f) + Im(f). En effet, pour x € R, on a :

z = (f —1d)*(z) + (f o (21d - f))(=).
Or (f o (21d — f))(z) = £((2Id — f)(z)) € Im(f) par définition. De plus, on a :
FU(f =1d)*(2)) = (f o (f = 1d)*)(z) = 0.
Donc (f —1d)?(x) € Ker(f). Ainsi, on peut écrire :

z=(f —1d)%(x) + (f o (21d - f))(z).

eKer(f) €lm(f)

Donc on a bien x € Ker(f) + Im(f) et donc ’R" = Ker(f) + Im(f). ‘

Il reste a prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. Faisons-le par un calcul sur les dimensions.
On a:

dim(Ker(f) + Im(f)) = dim Ker(f) + dim Im(f) — dim Ker(f) N Im(f).
Or dim(Ker(f) + Im(f)) = dimR"™ = n. De plus, d’apres le théoréme du rang, on a :

dim Ker(f) + dimIm(f) = dimR" = n.

Donc nécessairement :

‘dimKer(f) NIm(f) = 0. ‘

Cela implique que Ker(f) NIm(f) = {Orn} et donc que ‘Ker( f) et Im(f) sont en somme directe.
Donc finalement ‘R” = Ker(f) @ Im(f). ‘
2. (a) Soit P € R;[X]. On écrira P = aX + b avec a,b € R. On a :

%(X—l)(X—4)+XP(X) =1
@%(X2—5X+4)+X(aX+b) =1

& X2 - 5X +4+44aX? + 40X =
S (da+1)X2+(4b-5)X =

4da+1 = 0
4b—-5 = 0
1
1

s YT
b = 2

Ainsi | P = —%X + % est I'unique polynome de degré 1 | tel que :

%(X )X —4)+ XP(X) = 1

(b) Comme f et Id commutent, on peut faire les mémes calculs en remplagant X par f. On trouve alors :

1 1. 5
4(f—1d)<>(f—41d)+fo (—4f+41d> =1d.

On en déduit que pour tout z € R™ :

r= i((f —1Id) o (f —41d))(z) + (f o <—if + Zld>)(ﬂf)-
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Comme dans la premiére question, on peut alors remarquer que :
1 5 1 5
(fo —Zf‘f' Zld )(z) = f( —Zf‘f‘ ZId () € Im(f)

et : f(3((f —1d) o (f = 4Id))(x)) = 1f o (f —1d) o (f — 41d)(z) = Ogn.
Donc 3((f —1Id) o (f — 41d))(z) € Ker(f). Dot :

1

v = H((f 1) (F — 1)) () + (F o (—if+ Zld) (2).

GK;;‘(f) €Im(f)

Ainsi, on a‘R” = Ker(f) + Im(f)‘

Il reste & prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. On procéde exactement comme dans la
question 1 :

dim Ker(f) NIm(f) = dim(Ker(f) + Im(f)) — (dim Ker(f) + dim Im(f)) = 0.

=n =n

D’ou ‘R” = Ker(f) @ Im(f). ‘

Comme P est de degré p, il existe ag,a1,...,a, € R tel que P = ag + a1 X + asX? 4 -+ apXP ou
ap, #0. On a P(0) = 0. Donc :

a0+a1><0—|-a2><02+~--+ap><0p:0.

=ag

Donc|P=a1 X +as X%+ --- + apXP.
De plus P'(X) = aj + 2a2X + -+ + pa,XP~L. Donc P'(0) = a;. Et comme P'(0) # 0, on a :

Donc| il existe bien (a1,...,a,) € RP avec a; # 0 (et méme a,, # 0) tel que P = a; X + a2 X? + -+ + a, XP.

Soit z € Ker(f) NIm(f). Montrons que x = 0.
Comme z € Im(f), il existe y € R", tel que z = f(y). Comme P est un polynéme annulateur de f, on

a:
arf(y) +aa(fo [)y) +---+apfP(y) =0

que l'on peut réécrire dans ce contexte : ajz + asf(z) + -+ + ap fP~H(x) = 0.

Or z € Ker(f). Donc f(z) = -+ = fP~1(x) = 0 puis :

aix = 0.

Et comme a; # 0, on a finalement

‘Donc Im(f) et Ker(f) sont en somme directe. ‘

De plus, d’apreés le théoréme du rang, on a : dim Im(f) 4+ dim Ker(f) = dim R". Et ainsi, par égalité des
dimensions, on a :

| Im(f) ® Ker(f) = R".|

Les deux questions précédentes sont I’application de cette question avec P = X(X — 1)2 et P =
X (X —1)(X —4) respectivement. On a bien dans chaque cas que ce sont des polynémes annulateurs de
degré au moins 2, avec P(0) = 0 et P'(0) # 0.

Probléme 4 - Ecricome ECS 2018

Partie I -

Variables vérifiant une relation de Panjer
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1. (a)

(b)

Procédons par récurrence sur k. On pose pour tout k£ € N la proposition :

k
Hy : «P(N=k)= %P(N =0). »
e Initialisation : pour k =0, ona: P(N =k) = P(N =0)
et : YLP(N =0) = 5 P(N =0) = P(N = 0).

Donc ’ Hy est bien vérifiée. ‘

e Hérédité : Soit k € N. On suppose Hj, vérifiée. Montrons que Hy1 'est aussi.
OnaP(N=k+1)= (O + 1%1) P(N = k) car N vérifie une relation de Panjer. Donc :

bk

P(N =0)

d’aprés ’hypothése de récurrence. On peut simplifier en : | P(N =k + 1) = %P(N =0).

Donc ’ Hj. 11 est bien vérifiée. ‘

‘Par récurrence sur k, la relation est bien vraie pour tout k € N. ‘

On a donc, sous réserve de convergence :

400 +oo bk
Y P(N=k)= PV =0).
k=0 k=0

La deuxiéme série est une série exponentielle qui converge pour tout b € R (et donc pour b > 0). On a
donc :

+o0
> P(N =k) =exp(b)P(N =0).
k=0

Or S/ P(N = k) = 1 car les [N = k] forment un systéme complet d’événements. Donc P(N = 0) =
exp(—b). On en déduit la loi de N donnée pour k € N par :

L.
P(N=k)= e

C’est bien une|loi de Poisson de paramétre b. ‘Son espérance est | E(N) = { |et sa variance est| V(N) = ;.
Montrons d’abord que P(N =2) =0. On a :
b
P(N=2)= <a+2> P(N =1)
car N vérifie une relation de Panjer. Puis b = —2a. Donc :
—2a
P(N =2)= <a+2> P(N=1)=(a—a)P(N=1)=0.

Comme les termes suivants s’obtiennent en multipliant le terme précédent, on a par une récurrence
immédiate ‘ P(N = k) =0 pour tout k > 2. ‘

Posons p € R tel que 1 —p = P(N = 0). Comme P(N =0) € [0,1], on a p € [0,1].

Comme Y % P(N =k) =1,ona P(N =0)+ P(N =1) = 1 et donc P(N = 1) = p. Donc N suit
bien une loi de Bernoulli. Il reste & préciser p.

Onap=PN=1) = (a+ %) P(N =0) = (a—2a) (1 —p) = —a(l —p). On résout alors 'équation
d’inconnue p avec une solution en fonction de a :

p=—-a(l—p) & p=-—a+ap
& p—ap=—a < (l—a)p=-a

—a a
< P = =




Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies CORRECTION DS 2 - PROBABILITES DISCRETES, ALGEBRE LINEAIRE

(b)

()

On peut voir ici que p €]0, 1] est garanti par a < 0 et on comprend donc l'origine de la condition sur a

dans I'énoncé. | N suit donc une loi de Bernoulli de paramétre p = —%5.

On commence par rappeler la loi de Z. On a pour k € [0,n] :

Soit désormais k € [1,n]. On a :

Plz=Fk = (Z) P(i-p) = Mpk(l —p)" "
k x (Z!En&(f__(l;z)_ 1))!pk_1 x p(1—p)"~ ) x 1ip
= 7 fp o Z +1 = 1)!(nni = 1))!pk—1(1 _p)n=D)
— | x e Pz =k

ou toutes les régles de calcul s’appliquent sans probléme car k # 0.
Remarquons que 'on peut écrire :

1
D Xn—k+1x__L+p(1rL:;o)
1—p k  1—p k
— 1
Si on pose |a = 17]? (qui est négatif donc on a bien a < 1) et |b= p(ln—i—) , les premiers termes de
-p -p

la loi de probabilité de Z semblent bien suivre une relation de Panjer. Il faut encore vérifier que c’est le
cas pour k > n + 1.

Vérifions que P(N =n+1) et P(N = n) sont bien correctement relié. Les autres termes ne posent pas
probléme car ils sont tous nuls et vérifient donc la relation de Panjer ci-dessus.

Calculons :
p(n+1)
p 17p p p(n+1)
P P(N=n)=[— P(N =
Tt | PV = (1—p+<1—p><n+1> (N=mn)
_ p p o o o
_ <_1_+1_>P(N_n)—0><P(N_n)_O_P(N—n+1).

‘La relation de Panjer est donc bien vériﬁée‘ pour k < n (question précédente) pour k = n + 1 (voir

ci-dessus)et k > n + 1 (trivial car tous les termes sont nuls).

OnaP(N=1)=(a+bP(N =0).

Si P(N = 0) = 0 alors par une récurrence immeédiate, P(N = k) = 0 pour tout k& € N. C’est impossible
car > ;25 P(N = k) = 1. Donc P(N =0) # 0.

Ainsi a+b = E% Og Comme les probabilités sont toutes deux positives, on a
Soit m € N*. On a :

m m m k‘
> kP(N=k) = Zk(a+ ) (N = k—l_aZkPN k—1)+ bZEP(N:k—l)
k=1 k=1 k=1 k=1
m—1 m—1
= |a) (K+1)P(N=K)+b> P(N=F)|avec k¥ =k — 1.
k' =0 k'=0
Soit m € N*. On a en réordonnant les termes :
m m—1 m—1 m—1
> kP(N=k)—a) kP(N=k)=a) P(N=k)+b> P(N=k)
k=1 k=0 k=0 k=0
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Et donc (1 —a) 7' kP(N = k) = (a+ b) Y7, P(N = k) — mP(N = m).
Ainsi, pour tout m’ > 1 (en posant m' =m — 1), on a :

(1-a)Y kP(N=k) = (a+b)Y P(N=k)—(m'+ 1)P(N =m'+1)

k=1

1=

< (@+0)) P(N=k)|<(a+b)Y P(N=Fk) <a+b.
0

el
Il

Donc |la suite ((1 —a)y it kP(N = k‘)) - est majorée.

Comme la suite est croissante (c’est une somme partielle d’une série & termes positifs), elle converge vers
un réel. On en déduit que la série de terme général kP(N = k) converge (absolument puisque positive),

c’est-a-dire que ’ N admet une espérance. ‘

Pour calculer 'espérance, on s’appuie sur la relation Y 1, kP(N = k) = a 7' (k + 1)P(N = k) +
62?2_01 P(N = k) valable pour m > 1. On l'écrit plutot :

m m—1 m—1
> kP(N=k)=a) kP(N=k)+(a+b) > PN =k).
k=1 k=0 k=0

Puis on passe a la limite (qui existe d’aprés ce qui précéde). On a 2?2_01 P(N = k) ﬁ 1. Et les
m—-+00

deux autres sommes ont la méme limite (le terme & = 0 n’a pas d’importance car il vaut 0) et tendent
vers E(N). Donc E(N) = aE(N)+ (a+b). D'ou :

a-+b
1—a

E(N) =

C’est une question un peu longue & traiter et c’est une redite des deux précédentes.

On commence par remarquer que :

m m b
2 — k) = 2(ga 2 —k—
kZ:k:P(N_k:)_kZ_lk < +k)P(N k—1)

=1
m m m— 1 m—1
= aY KP(N=k-1)+b) kP(N=Fk-1) (N=k)+b) (k+1)P(N =k).
k=1 k=1 k:() k=0

Encore une fois, cela permet d’étudier avec m’ =m — 1 :

m/ / ’

3
3

(1—a) Z PN =k)=)Y (2a+bkP(N =k)+ bZP(N =k) —a(m +1)*P(N =m' +1).
k=1 k=0 k=0
On a donc (1—a) k:2 P(N =k) < (2a+b)E(N)+b. Donc de la méme maniére que dans la question

précédente, la série Zk 2\ k*P(N = k) converge.
On revient alors & :

-1
ZkZ N=k)=a) KP(N=k)+(2a+b) Y kP(N=k)+(a+b)> PN =k).
0 0

En passant a la limite, on obtient : E(N?) = aE(N?) + (2a + b)E(N) + (a + b). Dot :

3
L
3
L
3

b
I
o
B
Il
=~
I

E(N?%) =

((2a + b)E(N) + (a +b)).

—a
Et en utilisant la formule de la question précédente, on obtient :

) = o (et s oy ) - DD
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(e) N admet un moment d’ordre 2 donc d’aprés le théoréme de Koenig-Huygens, N admet une variance et :

B _(a+b)a+b+1)
V() = B0V - (v = ) (

a+b\* | a+b
1—a

C|A=a)®

(f) L’implication (<) découle des propriétés sur les lois de Poisson.

On considére donc 'implication (=-). Montrons que si E(N) = V(N) alors N — P(\) pour un certain
A € R%. Supposons E(N) = V(N). D’aprés les questions précédentes, on a alors :

a+b a+b

l—a (1—-a)?

On trouve alors que 1 — a = 1 c¢’est-a-dire que @ = 0. Comme a + b > 0, on en déduit que b > 0.
De plus b # 0, car sinon P(N =1)=0x P(N =0) =0 et donc P(N =0) =1 ce qui est exclus.

Donc b > 0 et on se retrouve dans le cadre de la premiére question. Et ainsi ‘ N suit bien une loi P(b). ‘

Partie II - Fonction génératrice

5. Soit 2 € [0,1]. Pour tout £ € N, on a : 0 < ppa® < py.
Or la somme des py, converge vers 1. Par comparaison de séries a termes positifs, » .- prz® converge donc
bien.

6. Notons déja que f est C* puisque 1 — ax # 0 puisque x € [0,1] et a €]0, 1] et donc la proposition sur les
dérivées successives a du sens.

Montrons la proposition par récurrence. Pour tout k£ € N, on pose :
Hyp : «Voe[0,1], fO(z) =k x pp(1 —az)**.»
e Initialisation : Pour k = 0, on a d’une part :
vr € [0,1], fP(2) = fOx) = f() = |po(1L - az)®
et d’autre part :
Vo € [0,1], k! x pr(1 — az)®F = 0! x po(1 — az)®™° =|po(1 — az)®.

On a donc bien Hy.
e Hérédité : Soit k£ € N. On suppose que Hj, est vraie. Montrons que Hj1 I'est également.
Soit = € [0, 1]. Calculons :

fE @) = (FYY (@)

= k' % ppla—k)(—a)(1l — azx)*F1
(Calcul de dérivée)

= K xp <_<aa+b) - k) (—a)(1 - az)—*-1
(Formule de «)

= kl'(a+ b+ ak)pp(l — ax)*F1
= Kl(a(k+ 1)+ b)pp(1 — ax)>F!

= kl(k+1) (a + k:—?—l) (1 — az) k-1

(On sort un k+ 1)
= | (k+Dppy1(1 — az)**L

(Formule de Panjer)

Donc Hy4 est vraie.

Par récurrence sur k£ € N, on a bien la formule vérifiée pour tout k.
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7. (a) Soit n € N. f est de classe C*, on peut donc appliquer la formule de Taylor avec reste intégral en 0 et
a l'ordre n. Toujours pour z € [0,1], on a :

~ fM(0) A0 n

Or pour tout k € [0,n], on a : f®)(0) = klpp(1 —a x 0)*F = klp et de plus pour ¢t € [0,1] :
FOH#) = (n 4+ 1)!pnr1 (1 — at)* 1. Donc :

n

fa) = pra* + /:m + Dpasa (1 —at)* " e — 1)t

k=0

que 'on peut réécrire :

f@)=> pea® + (n+ Dppsa /Ox(l —at)* "z — t)"dt.

k=0

(b) Soit ¢ € [0,z]. On a les équivalences suivantes :

x—t <
1—at

< x—t<1l—at (car 1 —at>0)

r—1

S rz-1<t(l—a)&
. ( 2 1—-a

<t (car 1 —a > 0 puisque a < 1)

Orxz—1<0ett>0.Donc la derniére inégalité est vraie. On en déduit que effectivement :

x—t
1—at —

Encondrons désormais, pour ¢ € [0,z] et n € N la quantité (1 — at)* "}z —¢)". On a :

(1—at)* "o — )" = (1 —at)* """ <1‘”_Jt>n (1—at) = (1 at)*! (1“3_;)”

Tous les termes sont positifs et on peut appliquer I'inégalité précédente pour obtenir :
0<(1—at)* " Haz—t)" < (1 —at)* L.

Puis par croissance de I'intégrale (les bornes sont dans le bon sens), on a :

/ 0dt < / (1—at)* " Yz —t)"dt < /Ox(l — at)*1dt.
0 0

D’ou effectivement :

0< / (1= at)*"=(z — )"dt < / (1 — at)>Ldt.
0 0

(c) D’apreés la question précédente, on a :

0< / (1—at)* " Ha—t)"dt < / (1 —at)*1de.
0 0

Donc en multipliant par (n 4 1)pp41 >0 :

0<(n+ 1)pn+1/ (1—at)*™ "z —t)"dt < (n+ 1)pn+1/ (1 — at)*1dt.
0 0

Or N admet une espérance d’aprés la premiére partie. Donc la série des np, converge et ainsi (n +
D)pnt1 T> 0. Dans le terme de droite, l'intégrale ne dépend pas de n et donc est une constante.
n—-—+0oo
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La terme de droite tend donc vers 0 lorsque n tend vers +oo. D’aprés le théoréme des gendarmes, on a
donc :

lim (n+ 1)pnt1 / (1 —at)* " Iz —t)"dt = 0.
0

n—-+00

Donc en passant & la limite dans 1’équation :

f@)=> pea® + (n+ Dpni / (1 —at)* " Yz — t)"dt,
k=0 0 ,
~——
- G(z) -0

on obtient : f(x) = G(z), c’est-a-dire :

|G(a) = po(1 —ax)”"|

Calculons désormais : G(1) = po(1 — a)®. Mais on a aussi :

G)=> "pel*"=> pe=1.

k>0 k>0

Donc pp(1 —a)*=1. Et on a ainsi : |pg = (1 —a)~*.

De méme, calculons :

G'(1) = poa(—a)(1 —ax1)*t=(1-a)“a(-a)(l —a)*!

—aq —a X —(GT'H?)

l—a l1—a

a+b
= =FE(N
= P

en utilisant 'expression de F(N) trouvée en premiére partie.

Partie III - Formule de récursivité

8. Notons pour cette question g = P(X} = 0). ¢ est bien définie car les X}, suivent toutes la méme loi.
Les événements [N = k| pour k € N forment un ensemble complet d’événements. On peut donc appliquer la
formule des probabilités totales :

+00 “+o0o
P(S=0)=> P(S=0/N[N=k)=> P(N=k)Py_y(S=0).
k=0 k=0

Remarquons ici que la formule précédente n’est pas entiérement juste : si 'une des probabilités P(N = k)
s’annule, alors P(N = k)Pny_y(S = 0) n’est pas défini. Mais dans ce cas, il suffit d’exclure le terme
correspondant (qui était nul de toute fagon a la ligne précédente).
Commencons par traiter le cas P(N = k) # 0. On verra comment ajuster la formule pour les autres cas
aprés. On cherche alors a caractériser S = 0 sachant N = k. Distinguons deux possibilités :

e Sik=0,alors S =0 et donc Py_p(S=0)=1

e Si k # 0, remarquons que, comme les X} sont & valeurs dans N, on a S = 0 (sachant N = k) si et

seulement si tous les X; = 0 pour ¢ € [1,k]. On peut donc écrire :

K
Pin=k)(S =0) = Pn=yg (ﬂ[Xz‘ = 0]) -

i=1

Détaillons la formule :

P (IN =K 0 [Nk X =0]] )
P(N =k) )
Or les variables sont mutuellement indépendantes. Donc :

Pin—g)(5=0) =

_ k -
Plvey(s = 0) = 2= ’2(1}\;'11 f:)(XZ Do [IPei=0=¢

ot on a utilisé la notation ¢ = P(X; = 0).
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9.

Ainsusi P(N =k) #0,on a :

P([S=0]N[N =k]) = P(N = k)¢*

et on remarque que la formule est bien valable pour k = 0 également.
Revenons maintenant au cas ot P(N = k) = 0. Dans ce cas,ona: 0 < P([S =0]N[N =k]) < P(N =k) =0.
Donc P([S = 0]N[N = k]) = 0. D’autre part P(N = k)¢* = 0. Donc dans tous les cas, on a bien :

P([S=0]N[N =k]) = P(N = k)¢*.

Donc on peut écrire :

+oo +oo
P(S=0)=> P(N=k)q" =) pq"=Glq)
k=0 k=0

ou on a utilisé la notation py = P(N = k) de la partie précédente. On en déduit, dans les notations de
I’énoncé :

|P(S=0) = G(P(X; =0))|

ou l'on peut choisir arbitrairement la variable X; puisqu’elles suivent toutes la méme loi. On peut aussi
I’écrire :

P(S=0)= <1 —aP(X; :0)>a

1—a

en utilisant la formule de G et celle de py trouvées dans la partie précédente.

(a)

()
1

10

Les calculs précédents fonctionnent de maniére similaire sauf que cette fois a = 0 et b = A. On obtient
donc :

+oo
P(S=0)=> P(N = k)"
k=0

Mais on ne peut pas utiliser la formule de G puisqu’il fallait a €]0,1[. On utilise plutot le fait que N

suit une loi de Poisson de paramétre A et donc que : P(N = k) = )‘k—l!ce_)‘.

Dot P(S =0) =3/ )‘k—’;e_Aqk. Et ainsi :

+oo k
P(S=0)=¢? Z (qu') — e et = | M),
k=0

Et on peut encore I’écrire :

P(S = 0) = 2PX=0-1),

Dans la fonction Python, la condition rd.random() < 1/2 est réalisée avec une probabilité 1/2. Cette
partie simule donc une épreuve de Bernoulli de paramétre 1/2. La boucle for i in range(l,n+1):
répéte n fois cette condition, et le le code y = y +1 incrémente un compteur qui compte donc le nombre
de succés. Les réalisations étant indépendantes, y contient finalement le nombre de succés de n épreuves
de Bernoulli indépendantes de paramétre 1/2. La valeur y renvoyée permet donc de simuler une variable
de une loi binomiale de paramétres n et 1/2.

On propose la fonction suivante :

def simulS(mu,n):

N = rd.poisson(mu)

if N ==
# Si N wvaut 0, il suffit de renvoyer 0
return 0

# Sinon, on va simuler X plusieurs fois et

# on accumule les resultats dans une variable S

S =0

for k in range(1,N+1):
# Attention , c’est un grand N dans range mais un petit n dans simulX
S =S + simulX(n)

return S
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Noter que 'on peut se passer du if initial en remarquant que la boucle ne s’exécute pas si NV = 0. Cela
permet un code légérement plus compact :

1 |def simulS_v2(mu,n):
N = rd.poisson(mu)

S =0
# Si N =0, cette boucle prend range(1,1) qui ne contient aucun
) # element et donc la boucle me s’execute pas laissant S a 0.

for k in range(1,N+1):
S =S + simulX(n)
return S

10. (a) Suivons lindication de I'énoncé et calculer pour n € N et k € N* la quantité S0 E(X;|Sn41 = k).
Commengons par remarquer que cette quantité existe puisque les X; sont positifs et tous majorés par k
presque stiirement sachant S,4+1 = k. On a donc :

n+1 n+1
S E(Xi|Su=k) = E (Z Xi‘sn+1 - k)

i=1 i=1
(linéarité de I’espérance)
= F (Sn—l-l Sn+1 = k)

(définition de Sp41)

= k. (espérance d’une variable aléatoire constante)

Or les X; suivent tous la méme loi et ont donc tous la méme espérance sachant S,; = k. Pour
i€ [l,n+1], on a donc :

S E(X|Sei=k) [k
n+1 Cin+1

E(Xi|Sni1=k) =

(b) Soit j € [0, k]. On a par définition des probabilités conditionnelles :
P[Sn+1:k} (Xn+1 = ])P(SnJrl = k) = P([Sn+1 = k?] N [XnJrl = ]])
Or Sp+1 =5, + Xnt1. Donc :

Bis, 1=k (Xnt1 = J)P(Spt1 = k) = P([Sn + Xpt1 = k]| N [Xnt1 = j])
= P([Sp+j=knN] n+1—.7]) P([Sp =k — j] N [Xnt1 = j])
= P(Xp+1=7)Px, ,—j)(Sn —J4)-

Or S, et X,,+1 sont indépendantes (c’est le lemme des coalitions). Donc P[Xn+1:j](Sn =k—j)=P(S, =
k —j). De plus P(X,4+1 =j) = P(X1 =j) = ¢; car X; et X,,41 ont la méme loi. D’ou :

s, 1=k (Xnt1 = §)P(Snt1 = k) = ¢; P(Sy, = k — j).

(c) Soit k€ N*. On a :

k . k
b ) bj .
> <a * lj) GP(Sn=k—j) = ) <a * > P, 1=k (Xnt1 = J)P(Sn+1 = k)
=0 =0
b bj
= P(Sur1=k)) (a+ . ) Pig, 1=k (Xn+1 = J).
=0

A ce moment, on constate que I'on peut séparer la somme en deux. On a d’une part :

k

> aPs, . —(Xni1=5)=a) P, —y(Xn1=4) =ax L.
- =
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puisque [X,41 € [0, k]] est quasi-impossible sachant [S,4+1 = k]. Et d’autre part, on a :

k
b )
E kP[SnH k]( nt1 = Jj) %E JP[SnH k] Xn+1=J)
Jj=0 =0
b b k b
= pPXnnlSnn = k) = pxomg = 0o

Donc :
k .
bj ) b
g a+—=|q¢P(Sp=k—j)=|a+——=) P(Sp+1 =k).
= k n+1

11. (a) Soit j € [0, k].

Considérons le systéme complet d’événements ([N = n|),en. On applique alors la formule des probabi-
lités totales :

PS=k—-j) = ZP ([S=k—-7]N ZP ([Sn =k —j]N[N =n])(car S =S, si N =n)

- ZP(S“ =k—j)P(N =n) = anP(Sn =k—j).
n=0 n=0

(car S, et N sont indépendantes)

(b) On a:
k k

Z<a+l;€j>qu(S:k—j):Z<a+k'f)qupn Sy =k —j)

J=0 Jj=0

- anz< b )e.uP(Sn:k—j)

(I'interversion des sommes est légitimes puisque toutes les séries de départ convergent)

b =
= an <a + > P(Sp+1 =k)| = an+1P(Sn+1 = k).| (car N suit une relation de Panjer)
= n+1 o

(c¢) On considére encore une fois le systéme complet d’événements ([N = n]),>o et on applique la formule
des probabilités totales :

P(S=Fk) = ZP S=kn ZP N[N =n))

= Z P(S, = k)P(N =n) = anp(sn =k
n=0 n=0

(Lemme des coalitions appliqué a I'indépendance de N et S,)

+oo ~+00
= > pPSn=k)|=> pnr1P(Sn1 = k).
n=1

n=0

(S() =0etk Z 1)
(d) En combinant les deux questions précédentes, on a immédiatement : P(S = k) = Z?:o (a + %) q; P(S =
k— 7).

On isole alors le terme j = 0 : P(S = k) = aqoP(S = k) + Z?:l <a+ %) ¢;P(S =k —j). Et en
résolvant pour P(S = k), on obtient :

P(S =k) =

1_aq0]zk;<a+ ) P(S = k- j).
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