ECG 2 -2026-2027

Programme de Kholle des semaines 0 & 1

Khélle 0 & 1 ompétences d'ECG-.

» FONCTIONS POLYNOMIALES

— Factoriser un polyndme a I’aide d’ :
— un facteur commun
— une identité remarquable

— une ou des racines évidentes puis une identification des coefficients ou une division euclidienne

de polyndmes
— un facteur donné dans 1’énoncé
— Résoudre des équations faisant intervenir un polyndme :
— soit directement
— soit apreés un changement de variable

— Résoudre des inéquations faisant intervenir un polyndme, étudier le signe d’un polyndme

— Résoudre des équations polynomiales avec un parametre
— Décomposer une fonction rationnelle en éléments simples
rt+y=a

— Ré&soudre des systemes de la forme {
xy=>

— Utiliser le degré pour résoudre une équation dans laquelle I’inconnue est un polyndme

— Etudier les variations d’une fonction polynomiale en étudiant le signe de sa dérivée
— Etablir puis dresser un tableau de variations

Exercice I.1 [CoORRECTION p. 14] S ——

Soient p et g dans N, et P = (1 + X)?, Q = (1 + X)4.

Calculer de deux maniéres différentes le terme en X" du produit PQ.

Quelle relation peut-on en déduire ?

(&) v

OTATIONS Z ET H

— Savoir utiliser les symboles Z et H
— Calculer des sommes finies :
— en utilisant des sommes remarquables (sommes usuelles, etc.)
— en utilisant un changement d’indice
— en utilisant un télescopage
— en ajoutant/retranchant des termes
— en utilisant une réorganisation des termes

Exercice 1.2 [CORRECTION p. 14] S —

Etudier la monotonie des suites (u,, )

nen €t (), . définies pour tout n € N* par :

2n

1 1
un:kz P et vn:ZE.
=n+1 k=n
Exercice I.3 [CORRECTION p. 14] S —
1. Trouver des réels a, b et c tel que, pour tout k € N*,
1 a b c

EED A TSR )

avec x, y les inconnues et a, b deux réels fixés

(L1)
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. 1
2. En déduire le calcul de K, = .
" ; k(k+1)(k+2)

Exercice I.4 [CorrecTioN P. 15]

On considere x, un nombre réel, et n un entier naturel.

1. Montrer que Z (n) 2¥(1 — 2)"* = 1. En déduire Z (n) .
o \F o \F
2. Montrer que Z k (Z) 2¥(1 — 2)" % = nx. En déduire Z k (Z) )

k=0 =0
3. Montrer que Z k(k—1) (Z) z¥(1 — 2)"* = n(n — 1)22. En déduire Z k2 (Z) )
k=0 k=0

i n x(1—=
4. Déduire des questions précédentes que g (m — —) Rl —z)"F = g
— n k n
- n
5. Dans la méme idée, calculer E (
k=

)

Exercice 1.5 [CorrecTiON P. 16]

Calculer :
n n . .
6. min(z, j). 10. 211I
2. (Z+]). 7. Z li — j| 11. Z Z oi+i
1<i,5<n 0<i,j<n 0TI i
. N2 SIS
1<i5<n 8. Z . 12. Z ‘7 2i+J
4. Z Z]. 0<ig<y<n J 0<i<j<n (3
(4,5)EN? /i+j=n ; n ]
S T Y (‘7) 3.y ) (‘7>
1<i<j<n 0<i<j<n \! o<igg<n \7 /) \i

Exercice 1.6 [CorrecTiON P. 17]
Pour n € N*, calculer :

1. H ', 3. H i, 5. iy
1<i, j<n 1<i, j<n 1<i,j<n J

1 .

.. = (3

2. II i 4. I 27 6. Z.
1<i, j<n 1<i<j<n 1<i<j<n J

» FONCTIONS USUELLES
— Résoudre des équations ou inéquations faisant intervenir les fonctions usuelles (polynome, valeur
absolue, exp, In, puissances, partie entiere)
— Ré&soudre une équation en effectuant un changement de variable
— Déterminer I’ensemble de définition d’une fonction

— Décomposer une fonction a I’aide des opérations (cas d’une somme, des produits, d’une composée,
etc.)

— Etudier les variations d’une fonction :

I-9)H.d STIONALIIINO))

— a partir du signe de la fonction dérivée calculée a 1’aide des formules de dérivation du prébac
complétées
— en décomposant la fonction a partir de fonctions usuelles

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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ECG 2 - 2026-2027 Programme de Kholle des semaines 0 & 1

— FEtudier la parité d’une fonction
— Déterminer un majorant, un minorant, le minimum ou le maximum d’une fonction :

— a partir du tableau de variations
— en utilisant des inégalités

— Comparer des expressions algébriques en s’appuyant sur :

— un enchainement d’opérations
— une étude du signe de la différence en passant par une étude de fonction appropriée

— Ftudier une fonction du type u(z)"® = ev(®)In(u(z))
Exercice 1.7 [CoRRECTION p. 18] S ——
x
Etudier puis représenter la fonction définie par f(x) = (1 + l) .
x

1. Domaine de définition.

2. Limites aux bornes du domaine de définition.
3. Domaine de dérivabilité et tableau de variation.
4. Courbe représentative.

Exercice 1.8 [CorgrecTiON p. 19] S ———
Etudier puis représenter la fonction définie par f(x) = |In |z||.
1. Domaine de définition et domaine d’étude.
2. Limites aux bornes du domaine de définition.
3. Domaine de dérivabilité. Dérivabilité en 1 et —1.Tableau de variation.
4. Courbe représentative.

« SUITES REELLES
— Etudier la monotonie d’une suite (montrer si elle est croissante, décroissante ou ni I’une, ni I’ autre) :

— par signe de la différence u,, .1 — u,
Up+1

— par comparaison du quotient avec 1, lorsque w est strictement positive

n
— par étude de fonction associée

— Reconnaitre des suites usuelles (arithmétique, géométrique, arithmético-géométrique, récurrente
linéaire d’ordre 2)

— Déterminer la forme explicite des suites usuelles

— Calculer la somme des n premiers termes

— Utiliser une suite auxiliaire pour se ramener a une suite usuelle.

— Encadrer le terme général notamment par un raisonnement par récurrence
— Etablir la valeur d’'une somme par un raisonnement par récurrence

®)
Exercice 1.9 [CorrecTiON p. 2(] M —— g
Etudier le sens de variation des suites suivantes : ;
2 2\ " | g
2 _ n!
Loty =n?—n+2 4 v, = () 6. k, = <. Z
wy = 3 n @)
2. { 2" Z
Wyl = W, — N 7. e, =———.
n 1 (n =+ 1)' U\.
3.H, =) - 5. { %o = =
; k Opt1 = (n2 + 1)an O
2
[y
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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Exercice I.10 [CORRECTION p. 2]] ' ——

Vg = 1
On considere la suite (v,,),,c définie par : 9
Up+1 = 6

j— /l)n '
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < v,, < 3.

2. Etudier la monotonie de (v,,),cp-

3. En déduire 1’éventuelle convergence de la suite (v,,),,cn-

Exercice I.11 [CORRECTION p. 2]] e ——

n

. P 1
Montrer que les suites (u,,),,>1 et (v,,),>1 définies pour n > 1 par u,, = Z —

sont adjacentes. =
* RAISONNEMENTS PAR RECURRENCE
— Utiliser et rédiger un raisonnement par récurrence en 4 points :
— Enoncer la propriété
— Initialisation
— Hérédité
— Conclusion

— Applications

Exercice .12 [CORRECTION p. 21| s —

Soit la suite (u,, ),,c définie par ug = u; = —letVn € N,

Upio = DUy 1 — Buy,.

Montrer que, ¥V n € N, u,, = 3" — 2"+,

Exercice I.13 [CoORRECTION p. 2]] ' ——

Soit la suite (u,, ),y définie par ug = u; = letVn € N¥,

2
Upt1 = Up + n—unfl'

+1

Montrer que, ¥ n € N*, 1 < u,, < n?.

* SYSTEMES LINEAIRES
— Résoudre des systemes linéaires :

— dans le cas ou le nombre d’équations est égal au nombre d’inconnues

— dans le cas ou le nombre d’équations est strictement supérieur au nombre d’inconnues 9
— dans le cas ou le nombre d’inconnues est strictement supérieur au nombre d’équations E
— Montrer qu’un systeme linéaire carré est ou non de Cramer ﬁ‘
— Résoudre un systeme linéaire a parametre %
Exercice .14 [CoORRECTION p. 22| e —— (%
Résoudre le systéme S,
=
x — Yy + z 4+t = 2 Q
(S) 2 — y + 3z + t = 3 G.:

x — 2y + 3z — t =0

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Exercice I.15 [CoRrRRECTION p. 23] S ——

Résoudre le systeme suivant :

xr + 2y + 2z + 3t = 1
x + z + = 3
S):
() , T
x + y + z + 2t = 2
Exercice I.16 [CorrEecTION p. 23] S —
Déterminer 1’ensemble des solutions du systeme linéaire

T 4+ 2y + z + 3t = 1

z + 2z + t = 3

Y + t = -1

Il
DO

r + vy + z + 2t

d’inconnue (x, y, 2, t) € R%

* MATRICES

— Calcul matriciel
— Résolution d’une équation matricielle
— Calculer la puissance d’une matrice
— Montrer qu’une matrice est ou n’est pas inversible et, si elle 1’est, déterminer son inverse :
— en utilisant la définition
— en utilisant un systé¢me linéaire
— en utilisant des opérations élémentaires sur les matrices avec la méthode du pivot de Gauss
— en utilisant une égalité matricielle.
— Déterminer I’inverse (si elle existe) d’une matrice carrée d’ordre 2 en utilisant la proposition du
cours

— Utiliser I’inverse d’une matrice (si elle existe) pour résoudre un systéme linéaire.

Exercice 1.17 [CORRECTION p. 24| S —

[Puissances de matrice et bindme de Newton]

1 1 0
l. SoitA=1] 0 1 1 |etsoitB=A—15.
0 01

a. Montrer que B est nilpotente d’indice 3.
b. En déduire A™ pour tout entier 7.

» DENOMBREMENT ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

— Dénombrer un ensemble :

11 2 ®

2. SoitA= {0 1 0 S
00 1 =

=

1 n 2n ;

Pour tout n € N, montrerque A" = [0 1 0 8
00 1 <

=

e

Q

[,

— en utilisant une réunion disjointe, une partition,
— en utilisant le complémentaire,

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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— en utilisant un produit cartésien,

— en utilisant un p-uplet d’éléments non distincts d’un ensemble,
— en utilisant un arrangement,

— en utilisant une permutation,

— en utilisant une partie d’un ensemble

— Calculer des coeflicients binomiaux :

— en utilisant la définition
— en utilisant leurs propriétés dont le triangle de Pascal

n n!
— en utilisant la relation =
P pl(n —p)!

— Utiliser la formule du bindme de Newton :

— pour calculer des sommes faisant intervenir des coefficients binomiaux

— pour déterminer la puissance 7™ d’une matrice.

Exercice 1.18 [CorrecTiON p. 24] S——
On compte dans cet exercice les mots des trois lettres choisies parmi les 26 lettres de 1’alphabet, avec
ou sans signification. Déterminer le nombre de mots de trois lettres :
1. en tout;
deux a deux distinctes;
ayant exactement deux lettres identiques ;
commengcant par une voyelle et finissant par une consonne ;
contenant au moins deux voyelles distinctes et une consonne ;
contenant deux consonnes identiques et une voyelle ;
contenant au moins une consonne;

e A A o

contenant au moins une consonne et une voyelle.

« PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

— Expliciter I'univers d’une expérience aléatoire

— Traduire un énoncé en terme d’événements

— Utiliser la formule de Poincaré (dans le cas de 2 ou 3 événements)

— Calculer des probabilités en situation d’équiprobabilité et a 1’aide des propriétés d’une probabilité

Exercice 1.19 [CorrecTioN p. 25] S—

On considére un jeu de dominos. Chaque domino présente deux faces égales (doubles) ou différentes
(simples). Ces faces portent un numéro de 0 a 6. Tous les dominos sont différents et toutes les
associations existent.

1. Combien y a-t-il de dominos dans le jeu ?
2. On tire au hasard deux dominos. Quelle est la probabilité pour qu’ils aient une face commune ?

« LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
— Déterminer une limite sans une forme indéterminée
— Déterminer une limite avec une forme indéterminée :
— en transformant I’expression algébrique
— en utilisant la régle sur les polynémes ou les fractions rationnelles
— en utilisant un changement de variable

— en utilisant I’expression conjuguée ou son opposé

I-9)H.d STIONALIIINO))

— en utilisant une majoration, une minoration ou un encadrement

— Etudier la continuité d’une fonction en un point (ainsi que la continuité 4 gauche ou a droite)

F. PUCCI Lycée Gerville Réache




ECG 2 -2026-2027

Programme de Kholle des semaines 0 & 1

— Prolonger, si c’est possible, une fonction par continuité en un point
— Justifier les asymptotes et les branches infinies de la courbe représentative d’une fonction

Exercice .20 [CORRECTION p. 26] S ——

Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent :

2?42z tan(x) — sin(x)
. im ——— 10. lim —
z—0 T z—0 sin(z)(cos(2z) — cos(x))
. 2?42z
2. lim ——
Toee @ 11. lim x+m—\/g?
. ¢ —4 T—+00
3. hrré -5 y— Vi
z=2 x4 —3x _ _ _
sin? z 12, lim Y2 a T a, (> 0)
4. lim ——— r—at 2 — o2
a—m 1 + cos(x) )
_ 2 13. 1i L—J
5. lim Vit Vita wli%w T
z—0 x . 9
6. lim vVz+5—vz—3 14. lim ——%
T—+00 z—2 2 +x—6
oY1+ 22-1 4
7 lim —— 15. lim L acR
r—1 T—+oo | 4 x®sin“ x
8. hm1 1
w2l g™ — 1 — cos
o 1i gt — gt 16. lim arctan L — cos(z)
. wli?l W T—T 1+ COS(CE)

« CONTINUITE SUR UN INTERVALLE
— Montrer qu’une fonction est continue :
— en un point
— sur un intervalle
— Etudier les variations d’une fonction, établir son tableau de variations, calculer des limites, ...
— Résoudre une équation du type f(x) = k (avec k € R ), suivant les cas :

— en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires (donne 1’existence éventuelle de solutions)
— en utilisant le théoréme de la bijection continue (donne I’existence et I’unicité de la solution)

— par le calcul
— Montrer qu’une fonction est une bijection
— Dans le cas ol une fonction f est bijective, déterminer, si possible, la bijection réciproque f~*
— Savoir exploiter les propriétés de la bijection réciproque f~!

Exercice I.21 [CORRECTION p. 20| —

. y , . . 3T ) s .
Justifier I’existence d’une unique solution o dans ]77 ; 5 [ de I’équation tanx = =x.

Donner une solution approchée de a2 1072 prés.

Exercice 1.22 [CORRECTION p. 29] S ——

Soit f : R — R une fonction continue telle que

lim f(z)= lim f(z)= +oo0.

T——00 T—+00

Montrer que f admet un minimum sur R.
Exercice 1.23 [CORRECTION p. 20| S ——

1. Montrer que f : x réalise une bijection de |0 ; 1[ dans R.

x(x—1)

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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2. Déterminer la limite de f~* (2%) lorsque n tend vers +-o00.
» PROBABILITES CONDITIONNELLES ET INDEPENDANCE
— Déterminer une probabilité conditionnelle :
— en utilisant la définition
— en interprétant I’énoncé
— en utilisant la formule de Bayes

— Utiliser la formule des probabilités composées pour calculer la probabilité de I’intersection d’éve-
nements

— Montrer qu’une famille finie d’événements est ou n’est pas un systeme complet d’évenements
— Utiliser la formule des probabilités totales pour calculer la probabilité d’un évenement
— Montrer que des évenements sont ou non :

— deux a deux indépendants
— mutuellement indépendants

— Utiliser I'indépendance d’une famille finie d’événements pour calculer la probabilité de I’intersec-
tion d’événements

Exercice 1.24 [CorrecTiON p. 3(] ——

10 garcons et 15 filles descendent de maniere désordonnée d’un bus. Quelle est la probabilité que les
3 premiers a descendre soient des garcons et que la quatrieme soit une fille ?

Exercice 1.25 [CorrECTION p. 3()] ———

Dans un jeu télévisé, trois portes sont fermées.
Derriere I’'une d’entre elles se trouve une voiture, derriere chacune des deux autres, un porte-clé.

Le candidat choisit I’une des portes. Le présentateur, qui sait quelle porte cache la voiture, ouvre alors
I'une des deux autres portes, derriere laquelle se trouve un porte-clé.

11 propose alors au candidat de changer de porte. Que doit faire le candidat ?

« LIMITE DE SUITES REELLES
— Suites réelles usuelles
— FEtudier la monotonie d’une suite réelle
— FEtudier la nature d’une suite en utilisant :
— les opérations sur les limites (limites de fonctions, limites usuelles)
— des sous-suites

— une suite auxiliaire qui permet de se ramener a une suite usuelle
— des encadrements (théoreme des gendarmes)

— la comparaison (compatibilité avec 1’ordre...)

— deux suites adjacentes

— le théoréme de la limite monotone

— FEtudier une suite définie par des équations
— FEtudier une suite construite a partir d’une somme

Exercice 1.26 [CorrecTioN p. 3(] S—

[Moyenne arithmético-géométrique] Soient 0 < b < a et (u,,) pens (Vn )new les deux suites définies
par

I-9)H.d STIONALIIINO))

Uy + Uy
Ug = a, Vg =b, Uy = 9 €l Uy = /UpUp-
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On admettra (ou on démontrera) que les suites (u,,) et (v,,) sont bien définies avec u,, > 0 et v,, > 0
pour tout entier n.

1. Démontrer que pour tous réels positifs x et y, on a

r+y

Ty < 5

2. Démontrer que, pour tout n = 1, u,, = v,, U, = Uy q LU, 1 2 U,

\VARRY,

‘ 1
3. Démontrer que, pour toutn > 0,0na 0 < Uy, — Uy < 5 (U, — V).

4. Démontrer que (u,,) et (v,,) convergent vers la méme limite. Cette limite est appelée moyenne
arithmético-géométrique de a et b et est notée M(a, b).

5. Ecrire une fonction Python nommée moyenne (a,b,ecart) qui donne un encadrement de
M(a, b), avec une amplitude inférieure ou égale a ecart.

* DERIVATION

— Montrer qu'une fonction est dérivable (a gauche et a droite) en un point (avec un calcul de limite...)
— Montrer qu’une fonction est dérivable sur un intervalle (avec opérations et fonctions de référence...)
— Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative d’une fonction en un point

— Déterminer le développement limité d’une fonction a 1’ordre 1 au voisinage d’un point

— Calculer de fonctions dérivées

— Etudier les variations d’une fonction.

— Utiliser les Inégalités des accroissements finis pour I’étude de la convergence d’une suite récurrente
d’ordre 1

— Montrer qu’une fonction est continue, dérivable, de classe C!, de classe C", de classe C°° sur un
intervalle

— Montrer qu’une fonction est de classe C' a I’aide du prolongement par continuité de la dérivée
— Calculer la dérivée n-ieme d’une fonction :
— en utilisant une récurrence
— en utilisant la formule de Leibniz
— Etudier une fonction en utilisant ses dérivées successives
— Montrer qu’une fonction est convexe ou concave
— Utiliser la convexité d’une fonction pour montrer une inégalité
— Déterminer les coordonnées des éventuels points d’inflexion de la courbe représentative d’une

fonction

Exercice 1.27 [CorrecTiON p. 31| —

3
1. Montrer que, Vo € R,, z — % <sin(z) < x.
sin(z)
. . siz#0 ..
2. Montrer que la fonction f définie par f(x) = est dérivable sur R.
1 siz=0.

« THEORIE DES GRAPHES

— Maitrise du vocabulaire (Sommet, aréte, chaine, etc.)

— Déterminer la matrice d’adjacence

— Représentation graphique d’un graphe

— Recherche du plus court chemin a I’aide de 1’algorithme de Dijkstra

I-9)H.d STIONALIIINO))
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Exercice 1.28 [CORRECTION p. 32| S ——

On considere le graphe G suivant :

@) ®

@ ©

1. Donner la matrice d’adjacence M de ce graphe.
2. L’exécution du programme ci-dessous affiche le résultat suivant.

import numpy as np

M=np.array ([[0,1,1,1,0,0],[1,0,1,0,1,1],
(1,1,0,1,1,01,[1,0,1,0,1,1],
[o,1,1,1,0,11,[0,1,0,1,1,011)

print(np.dot (M,M))

[ N N

[[312132]
[1 4242 1]
[2 2422 3]
[1 4242 1]
32224 2]
[2 1312 3]]

a. Combien existe-t-il de chaines de longueur 2 dont le départ et I’extrémité sont respective-
ment les sommets B et D ? Donner ces chaines.

b. Justifier que le graphe S est connexe.

3. Ce graphe possede-t-il une chaine eulérienne ? Si oui, en donner une.

4. Justifier que ce graphe ne posséde pas de cycle eulérien. Quelle aréte ajouter pour qu’il en
posséde un ?

5. Expliquer ce que permet de renvoyer I’exécution de mystere (M) dans le cas ou M est le tableau
représentant la matrice d’adjacence du graphe G.

def mystere(M):
S:[lAl,lBl’lcl,lDl’lEl,lFl]
n=len(S)
L=[[] for k in range(n)]

for i in range(n):
for j in range(n):
if M[i,j]!=0:
L[i].append(S[j])

=T = T I N SC R SR

S

return L

I-9)H.d STIONALIIINO))

« PROBABILITES SUR UN UNIVERS INFINI

— Traduire un événement a 1’aide d’une réunion infinie dénombrable ou d’une intersection infinie
dénombrable

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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— Calculer la probabilité d’une réunion finie d’événements :
— si les événements sont deux a deux incompatibles, en utilisant la propriété de o-additivité
— sinon, en utilisant la formule de Poincaré ou des évenements contraires

— Calculer la probabilité d’une réunion infinie dénombrable d’éveénements :
— si les événements sont deux a deux incompatibles, en utilisant la propriété de o-additivité

— si les évenements forment une suite croissante d’événements, en utilisant le théoréme de la
limite monotone

+o00 n
— sinon, en utilisant P U A,| = lim P U Ay
neo n—-+00 =0

— Calculer la probabilité d’une intersection finie d’événements :
— si les événements sont mutuellement indépendants, en utilisant le produit des probabilités
— sinon, en utilisant la formule des probabilités composées ou les événements contraires
— Calculer la probabilité d’une intersection infinie dénombrable d’évenements :

— si les événements forment une suite décroissante d’évenements, en utilisant le théoréme de la
limite monotone
400 n
— sinon, en utilisant P ﬂ A, = lim P ( ﬂ Ak>
k=0

n—0 n—-+oo

— Calculer la probabilité d’un évenement a 1’aide de la formule des probabilités totales

Exercice 1.29 [CorrecTiON p. 33| ——

Un individu I dispose d’une information binaire (Vrai ou Faux).
Il la transmet a I, qui la transmet a I, ..., qui la transmet a .

Chacun transmet I’information recu (ou son inverse) avec la probabilité p (ou 1 — p). Quelle est la
probabilité p,, pour que I,, dispose de I’information correcte ?

Exercice .30 [CorrecTiON p. 33| S—

Des boules indiscernables et en nombre infini sont placées au hasard et une a une dans deux boites (U
et V). On place les boules indépendamment les unes des autres.

Pour tout k& > 1, on note U, I’événement « La k-iéme boule est placée dans I'urne U » et V;, = U,
c’est-a-dire I’éveénement « La k-ieme boule est placée dans I’urne V ».

1. Déterminer la probabilité de I’événement A, : « Les deux boites sont non vides pour la premiére
fois lorsque 1’on place la k-iéme boule » pour k£ > 2.
2. Montrer qu’il est quasi-certain que les deux boites deviennent non vides.

« SERIES REELLES

— Etudier la convergence et, si elle converge, calculer la somme d’une série liée & une série usuelle
— Montrer qu’une série est convergente ou divergente :

— en utilisant la suite des sommes partielles

— en utilisant la linéarité et les séries usuelles

— en utilisant la suite des sommes partielles et un encadrement, une majoration ou minoration

— en utilisant les suites des sommes partielles d’indices pairs et impairs

— de maniére plus générale en utilisant toutes vos connaissances sur les suites

— en utilisant la condition nécessaire de convergence (uniquement pour la divergence)

F. PUCCI Lycée Gerville Réache

I-9)H.d STIONALIIINO))

[y
[y




ECG 2 - 2026-2027 Programme de Kholle des semaines 0 & 1

Exercice I.31 [CoOrRrECTION p. 34] —

Déterminer la nature des séries de terme général :

2
1. Lln (1+L> 12. In <Ln+1>
vn vn nZ+n—1

2. n~(1+3) 13. 1
3 Inn n+ (=1)"v/n
" In(e” —1 "
4.e—<1+5) "\2n+1
5. ch®(n) — sh®(n). 15 n?
6. 2In(n® + 1) — 31In(n? + 1). " (n—1)!
7. Yn+1— T\L/ﬁ 16. nlnnef\/'fz
(n3 + 1) 1
8. arccos | — . 17, ———
. 2 In(n)In(chn)
a
9. . /2 2
1+ a’ 18 ST 4y
10 1'+2'++n' ’ 0 n2+cos2$
' (n+2)! . 1 =
1 19. —S(n) o S(n) = ZF'
n" p=2

« INTEGRATION SUR UN SEGMENT
— Calculer une intégrale en utilisant :
— une primitive
— une décomposition en éléments simples
— une intégration par parties
— un changement de variable
— Utiliser les propriétés de I’intégrale (Relation de Chasles, positivité, inégalité, etc.)
— Etudier une suite définie par une intégrale
— Etudier une fonction définie par une intégrale

Exercice I.32 [CoORRECTION p. 36] S ——

n

. P 1
1. Montrer que les suites (u,,),cn €t (V,,)pen définies par u,, = Z —etv, =u, +

— k! n(n!)

sont

adjacentes.

1 n
2. a. Onposel, = / x—'elﬂ/’ dz. Calculer I, et montrer que (I,,),,.,, converge vers 0.
o T

b. Montrerque I,,_; — I, = % pour tout k € N*.

c. En déduire que u,, = e — I, pour tout n € N puis déterminer lim wu,,.
n—-+0oo

3. En déduire que e est irrationnel.

« EQUATIONS DIFFERENTIELLES

— Résolution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constant du premier ordre
— Résolution d’une équation différentielle linéaire a coeflicients constant du second ordre
— Recherche d’une solution particuliére

Exercice 1.33 [CORRECTION p. 37] e —

I-9)H.d STIONALIIINO))

1. Résoudre sur ]2 ; +ool, I’équation différentielle (2% — 3z + 2)y’ +y = 2% — 2z + 2.
2. Résoudre sur R, I’équation différentielle y” — 2y" + y = xe”.

F. PUCCI
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* V.AR DISCRETES

— Déterminer une loi de probabilité

— Déterminer I’espérance, la variance et 1’écart-type d’une variable aléatoire

— Déterminer la loi, I’espérance, la variance d’une variable aléatoire de la forme Y = g(X), disposant
de laloi de la v.ar X :

— Théoréme de transfert
— Formule de Koenig-Huygens
— Linéarité de I’espérance
— Variance de aX + b.
Exercice 1.34 [CorrecTiON p. 3§] ——
On considére qu’a un concours, un candidat a 20% de chances de réussir. On prend un groupe de 25
candidats au hasard.
1. Quelle est la probabilité qu’au moins un candidat réussisse ?
2. Quelle est la probabilité qu’au plus deux candidats réussissent ?
3. Quelle est la probabilité que dix candidats réussissent ?
4. Calculer le nombre moyen de candidats qui réussissent sur 25 qui passent le concours.

I-9)H.d STIONALIIINO))
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B (CORRIGES =

Correction de ’exercice 1.1 : [EnoncE]
Soit n € N.

Ptq

1. Comme (1+X)?(14X)? = (14 X)P"1 le terme de degré X" est (
n

) d'aprés la formule

du bindbme.
2. Soit (ay,)nen €t (by)nen les coefficients de P et Q respectivement et (¢, ),,cn ceux de PQ. On

Cp = akbnfk = .
" (D q
Finalement, Vn € N, pta = Z . ldentité dite de Vandermonde.
k n—=k

n k=0

Correction de ’exercice 1.2 : [ExoncE]

Il suffit d"étudier le signe de deux termes consécutifs :

2n+2 2n
1 1 1 1 1
unJrl_un:Z __Z - = + — >0
oo kS5 k 2nt2 2n+1 n+1
_1_1 1 1_1
T2n+1 Z iz 2 il
Donc (u,,)pen est (strictement) croissante.
2n+2 2n
1 1 1 1 1
Un+1—vn=Z 7 - = + —— < 0.
k=n+1 k k=n k w 2—”:’_—1/ n
11 1 1
Tz 2a Sz
Donc (u,,)pen est (strictement) décroissante.
Correction de I’exercice 1.3 : [EnoncE]
iy y . 1 a b c ,
1. Considérons I'équation, = -+ —+ en admettant qu'une telle

E(k+1)(k+2) k k+1 k+2
écriture existe.

En multipliant les deux  membres par k € N*,  on  obtient
1 b c )
— =44 |(—+— | xk.
E+rDkt2) <k+1 k+ 2
Enfin pour k=0, a = %
Multipliant successivement I'équation (I.1) par k + 1 et évaluant en k = —1 puis par k + 2,
évaluant en k= —2, on trouve : b= —1 et c = 5
- - 1 1 .
Réciproquement, on vérifie que a = oL b=—letc= 3 conviennent.
1 1 1 1
Donc, —— = — — + .
N EkrD(kr2) 2% K+l 2kt2) |
2. Par un petit miracle, on peut écrire 1 1 (l — L)—l (L — L)

' P onp "Rkt Dk+2) 2\k k+1) 2\k+1 kt2/) e
=
~
e
Q
=

F. PUCCI
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On conclut alors par linéarité et télescopage :
n

1« 1
K = —_—mmm - _— - S —
' ;WH +2) 221( k+1> 2;(k+1 k+2)
e T I Y ¢ Je S
) n+1 2\ 2 n+2/) 2\2 a4+l n+2/)°

Correction de ’exercice 1.4 : [EnoncE]
Soient z € Retn € N.

1. Dans R le produit est commutatif. D'apres le binome de Newton, on a :

Z (Z) Fl—a)F=z+(1-2))"=1"= 1.

k=0
" (n
Pour z = % oh(1— )"k = 2% et on obtient ; (k) =27,

e n n—1
2. D’apres la formule du capitaine, on a : k (k) =n (k 1).

Par conséquent,

£l
|

Pour z = ; on obtient Z k (Z) =n2" L,

n n—2
3. De méme, k(k—1) (k) =n(n— 1)( _ 2) qui entraine :

-

k=0 0
:Zn:n<”_1>xk(1 ) =(k=1)
— k—1
_ 1,2 ~(n=2) ., N (n—2)—(k—2)
=n(n—1)x ;(k_2>3: (1—2x)
:n(n—l)asznzé2 n—2 zt(1 — z)n2-¢
= l

F. PUCCI
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1 .
Pour x = =, on obtient :

n

Z k(k—1) (:) =n(n—1)2""2
k=0
En: k> (Z) =n(n—1)2""2+ En: k (Z) =n(n—1)2""2 4 n2""!
=0 k=0

k7
=n(3n—1)2"2
- AR A nk N~ (o2 2k K2\ () 4 n—k
4 ko(m—g) <k>x(1—x) :;}<x _7x+ﬁ) k z®(1 —x)
o~ (™) ok 27\ k n—k
==z Z()m(l—x) ——Zk‘( )x(l—x)
= \Fk ni= \k
1« n e
+¥Zk2<k>l‘k(l—m) k
k=0
2N~ (™) nek_ 28N k n—k
o \k ni \k
+ = [Z k(k—1) ”) 2*(1 — 2yt
" k=0
ik n k]_ n—k
I S I
k=0
:xle——xnx—f—%[n(n—l)xQ—l—mc]
:x2—2x2+<1— m2>+%x
_z—2?
=
" N2 (n oz(l—x)
D b 1 — gk = 22T
onc,;(ﬂc n) (k):v( x) -

Correction de I’exercice 1.5 : [Enonci]

1. On suppose = # 1 pour éviter le cas trivial égal a (n + 1)

n n n n n n n n n 2
Zz;miJrj:Z(xiZ;xj) =Z<xix 11_fx+1> _ 11_13;1 in: (1—35 +1) |
=

1=0 7= =0 i=0 i—0

2. Z (i+7)=n*tn+1).

1<, 5<n
n*(n+1)(Tn +5)
3. i+ )% = :
<ij<n
= . n*(n+1) nanr+DC2n+1) nn+1)(n—1)
4. Z zj:Zz(n—z): 5 — ; = - . |
(i.4)ENE i+ j=n =0
a
-
=
~
e
Q
=
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Z 2 6
_nn+1)(n—1)(3 )
B 24 '
6 Z mini, ) = n(n + 1)6(2n + 1).
1<i,j<n
n o n n i—1 n
DIREFED S NEFIEDD (Z(z‘—j>+ > (j—z‘))
0<i,j<n =0 j=0 =0 \j=0 j=itl
n 7 n n
SDOES LS of)
=0 \j=1  j=itl  j=i+l
n
:; (n n2—|—1) —ni + 12

10. PAREIE zn: 27 zj: 21 — i: (22741 — 29)

_ 1
3
oy <Z> 90+ — znjwzn: Z,) 99 — iQQi
o<i<yj<n \J =0 5=i \J i=0
— % (22n+2- 1)
2. > <j> 204 = anzjzj: <j> 2l = Zn:esj
o<i<j<n \? j=0 =0 \? j=0
— % <6n+1 _ 1)

-2 0002050

H

H@

&

I
—s
%1:

X

&ku

I
—s

/N

B
=
—s

&Q

SN—

I
—s
B
=

X

8

~

)l

1<, 9<n 1=1j=1 1=1 Jj=1 =1
n n n(n+1) n(n+1)\ T ki " 2(n+1) nz(n+1) 9
:H((:zr’) X a2 ):(z 2 ) Hzl =z 2z Xz 2 =
i=1 i=1 =
2 e
=" (n+1) )
=N
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n
2. I ii= (z” j) = (nh)" ( 11 z> = (n))*(n))" = (n!)?".
1<, 5<n 1<i<n 1<j<n 1<i<n

n(n+1)

. non . n n(n+1) n 2 n(ntl) n(n+1)
o J1 e=TIe =110 = (1) =™ = v
1<, j<n i=1j=1 i=1 i=1
1
n j n j r n v 1 n N n
‘ 23:Hf[2f=H(fIQi)J:H(%)”:H?”?:(ﬂ) 12
1<i<j<n G=11i=1 =1 \i=1 =1 =1 =1

6. II i= 11 i = (j—1)!
1<i<j<n 2<j<n \1<i<j—1 2<j<n

T T (I T2 T e
1<i<n—1 \i+1<j<n : . !

Correction de I’exercice 1.7 : [Enonci]

1. La fonction f est définie si, et seulement si 1 + 1 > 0 donc

T
Dy =] —o00;—1[U]0; +ool.
. 1 . In(1+X) o L -
2. 0Ona lim zln (1 + —) = lim ————= =1 donc, d'aprés les théoremes sur les limites
z—+00 r/ x=1 X=0 X
de composées : '
lim f(z)=e.
T—400

La courbe représentative de f admet donc une asymptote d'équation y = e.

. . 1 - In(1+X) . In(X) 1
De méme, lim a:ln(1+—) = lim ——= = Ilim —ln<1—|——) =0 .
x—0t xr/ x=1 X—+co X X—o400 X X
D’apreés les théorémes sur les limites de composées, on a donc :
li =1.
A8 @)
On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
. . 1 . Inw o
Enfin, lim zln (1 + —) = lim = +o00. Par composition, on a donc :
T——1— T/ y=14L u—=0tu—1
I
lim1 f(z) = 4o0.
r——1"
S
La courbe représentative de f admet donc une asymptote d'équation z = —1. =
3. f est dérivable sur son ensemble de définition et on a : E
=
1
1 1 xln(1+—)
’x:(ln(l —>— )e z/,
f'(@) * T rz+1
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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On ne peut donc pas conclure directement sur le signe de f'(x).

On pose alors ¢ : z +— @(z) = In (1 + l) — % qui est dérivable sur D et ou :
x x

¢ () = ————.
x(z+1)2
D’ol le tableau de variation de f sur Dy :
T —00 -1 0 +00
e e
e 1
1l

On trace les deux asymptotes puis la courbe représentative :

Correction de I’exercice 1.8 : [Enonck]
1. Dy=R"
D est symétrique par rapport a 0 et, Vo € Dy, f(—x) = f(x) donc f est paire.
On étudiera donc f seulement sur R% et on complétera la courbe par symétrie d'axe celui des
ordonnées.
2. D'apres les théoremes sur les limites de composées, lim f(z) = oo et
T—100

lir% flz) = lir% f(z) = +00. La courbe de f admet donc |'axe des ordonnées comme
— z—

x>0 <0
asymptote.

3. &+ |z| est dérivable sur R%. & valeur dans R%. donc 2 +— In |z| est dérivable sur R%. & valeurs
dans R.

D'apres les théoremes généraux sur la dérivabilité, f est donc dérivable sur ]0; 1] et ]1;+o0.

Par symétrie, f est dérivable sur D, = |—o0; —1[U]—1;0[U]0;1[U]1;4o0l.
®!
Regardons la limite du taux d'accroissement en 1 : o
~
SO AR —f() o nfl+h] . In(1+h) <
lim = lim = lim ——= = a
h—0 h h—0 h h—0 [N
h>0 h>0 h>0
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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Pour (=1 <)h < 0,14+ h < 1doncIn(l+h)<O0et|In(l+h)=—In(l+h)dou,

fA+h)—f@1) . [In[l+h|[  —In(l+h)
lim ————————= = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h
h<0 h<0 h>0

La fonction f n'est donc pas dérivable en 1. Sa courbe y admet deux demi-tangentes de
coefficient directeur +1.

Enfin,
a. Vax €]l;+00], f/(x) = l Donc, f est strictement croissante.
x
b. Ve €]0;1], f'(z) = —l. Donc, f est strictement décroissante.
x

On en dédit la tableau de variation complet par symétrie :

x —0o0 —1 0 1 +00
f(x) - + - +
—+00 —+o0 | +0o0 —+00
f
0 0
4.
T T
—1 1

Correction de I’exercice 1.9 : [EnoncE]

. : 1 . . .
1. La fonction ¢ = ¢ — n + 2 est croissante sur [5 ;+oo] donc (u,, )nen €st croissante a partir

den =1.
2. VneN, w,y —w, =—n <0 donc (w,),en est décroissante.
3. VneN , H,,; —H, = % > 0 donc (H,,) e est croissante.
n

U’I’L
4. VneN, v, #0et i

2 ;.
=3 < 1 donc (v,,),en est décroissante.
n

5. Vn €N, a,, # 0 a montrer par récurrence OZH =n?+4+1>1donc (a,),cn st croissante.
n
6. Vne N, n#0et P = ( & )n: (1— )n<1donc (K )nen est décroissante
' ' k, n+1 n+1 n/nel ’
7. VneN, e, #0et e:: = n—2|- T donc (ey,),cn est décroissante a partir de n = 1.
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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Correction de I’exercice 1.10 : [EnoncE]

1. Par récurrence surn € N : 0 < vy =1 < 3 et, en supposant 0 < v,, < 3, on a:

1 1 1 3 9 9 9
0<3<6— <6 = =< < = 0<===< = < ==3.
Un 6 6-v, 3 2 6 """ T 60, O3
9 9—6v, +v3  (3—v,)’
2. VneN = L = _ _
mEN Unt1 = Vn 6 — v, Un 6 —wv, 6 — v,

D’aprés la question précédente, 6 — v, > 0 dont (v,,),,c) €st croissante.
3. (vp,)nen st décroissante minorée donc elle converge vers une limite ¢ < 3.

Correction de ’exercice 1.11 : [EnoncE]

1
— VneN, u, 1 —u, =————2>0.
! (n+1)3
Donc la suite (u,),>; est croissante.
1 1 1 —(n*+3n+1)
— VneN, v —v, = + - —_ 7
T 413 T (n+ 12 w2 (n+1)3n2
Donc la suite (v,),>; est décroissante.
1
T U T Un = ﬁ n—+oo 0.

Donc les suites (u,,),>1 et (v,),>; sont adjacentes.

Correction de I’exercice 1.12 : [EnoncE]

On montre ce résultat par récurrence double sur n € N.

Pourn=0,uy=—-1=3"-2=1-2=—1etpourn=1, u; =—1=3"—22 donc la relation
est vraie pour n =0 et n = 1.

Supposons qu'il existe un entier k € N, tel que u, = 3¥ — 28+1 et u;, = 3FF1 — 2842 (et seulement
pour ce k).

Par définition de (uy,)pey, Upro = Dupyq — Buy, = 5(3FHT —2k+2) 2 5 3(3k — 2k+1)
— 3k+1(5 _ 2) _ 2k+2<5 _ 3) — 3k+2 _ 2k+3.
La relation est donc vraie pour k + 2 et la propriété est héréditaire.

Etant initialisée 3 partir de n = 0, la propriété est vraie pour tout n € N :
u, = 3" — 2!
n .
Correction de I’exercice 1.13 : [EnoncE]
Pour I'hérédité,

n—1
n+1

2 2
U =u, + [ <n®+
n+1 n n 1 n—1 X n 1

<nP+2n—1)=n’+2n+1-3< (n+1)>%

(n—12=n2+2(n—-1)

ou
:un+iun,1<n2+ (n—1)2
n+1 n+1
3 2 3 2
_n’+3n 4n+2<n + 3n +3n—|—1:<n+1)2.
n+1 n+1

F. PUCCI
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Correction de ’exercice 1.14 : [Enonci]

r — Yy + z + t = 2
(S99) : 2 — y + 3z 4+ t = 3
2y 4+ 3z — =0
y + z + t = 2
Lt Lol 2L y + oz - b= -l
L23<<_— L23_ L 11 y + 2z — 2t = =2
r —y + z + t = 2
y + z — t = -1
Ly 1 L3+L2 s ot = 1
{ T — y + 2t = 3
Y = 0
eTRE :— b=
x + 2t = 3
= 0
L1<—L1+L2 4 . 4 o= 1
r = 3 — 2t
y = 0
~ { 2 = —1 + t
t = t
x 3 —2
Y 0 0
— = +t.
Z —1
¢ 0 1

Remarque : Pour bien faire apparaitre le réle des inconnues secondaires en tant que paramétre, on

notera plutét les solutions sous la forme :

T 3 —2
Y 0 0
= + A ,A€eK

z —1

t 0 1

1 -1 1 112 1 0 0 2 3

D'un point de vue matriciel, 2 -1 3 1 |3 |~ 01 0 0 0

1 =2 3 —-1]0 0 01 —1|-1
I
®!
=
=
~
e
Q
=

F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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Correction de I’exercice 1.15 : [EnoncE]

T + 2y + 2z 4+ 3t = 1
T + z + t = 3
z + y + z + 2t = 2
r + 2y + 2z + 3t = 1
t = —1
— y +
Loy (Ly—Ly) Y + t = -1
LyLi—Ly Y + t = -1
r + 2y + z 4+ 3 = 1
= { Y + t = -1
— T + 2z + t = 3
Ly+L;—2L, Y + t = -1
r = 3 - z — t
—dv = !
z = z
t = t
T 3 —1 —1
Y —1 0 —1
= = + A + p. , () € K2
(Z 0 ) m (Asp)
¢ 0 0 1
1 2 1 3] 1 1 01 1] 3
D'un point de vue matriciel 1o 1113 0 10 1)-1
P 'l o100 1|1 "0 0000
1 1 1 1] 2 00 0 0] O
Correction de ’exercice 1.16 : [Enonci]
r + 2y + z + 3t = 1 r + 2y + z + 3t = 1
x + oz + t o= 3 Yy + t = -1 Lo+ sLy—3L,
Y + t = -1 Y + t = -1
r + y + z + 2t = 2 Y + t = -1 L,«L;—-L,
— r + 2y + =z + 3t = 1
Yy + t = -1
— T + 2z + t = 3 L;<«L;—2L,
Y + t = -1
rxr = 3 - z — t 3 -1 1
= _ _ -1 a
=Y 1 - da| O | T
z = z 0 1 0
t = t 0 0
3—A—pu
—1—
L'ensemble des solutions est donc I'ensemble des quadruplets H ,ou A, ueR.
A
2 |
Remarque : Le choix des inconnues, dites principales, n'est pas fixé. On aurait trés bien pu prendre y et z (@
par exemple pour obtenir : %
{ y = -1 -t =
_ _ _ [
z = 3 T t o
=

On trouve alors un systéme des solutions équivalents au précédent et défini par :

(07 _1, 07 3) +VeCt((17 07 _17 0)7 (07 _17 _17 1)) .
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Correction de ’exercice 1.17 : [Enonci]

010 00 1
1. aB=|001][B=[00 0 |etB =0y
000 000

La matrice B est donc nilpotente d'indice 3.
b. Les matrices B et I commutent donc le bindme de Newton s'écrit :

n 2
VneN A" = B+L)" =) Z) B’“:Z(Z) Bk

k=0 k=0
nn—1) ,
n(n—1)
1 n 3
—l0 1 n
0 0 1
2. Premiere méthode : Par récurrence sur n € N.
0 1 2
Deuxi¢eme méthode: Ona A=1I;+JouJ=|0 0 0| etJ?>=0.
0 0 O
1 n 2n
Donc A" =(J+I3)"=IL3+nJ=10 1 0
0 0 1

Correction de I’exercice 1.18 : [EnoncE]

1. en tout :

263 = 17 576
2. deux a deux distinctes :

A3s = 26 x 25 x 24 = 15 600
3. ayant exactement deux lettres identiques :

— 26 choix pour la lettre double;
— 25 choix pour la lettre simple;
— 3 choix de position pour la lettre simple.

26 x 25 x 3 =1950
4. commencant par une voyelle et finissant par une consonne :
— 6 choix pour la premiere lettre;
— 26 choix pour la deuxieme lettre;
— 20 choix pour la troisieme lettre.
6 x 26 x 20 =3 120
5. contenant au moins deux voyelles distinctes et une consonne :

6
— <2> choix pour les deux voyelles distinctes;

D

— 20 choix la consonne;
— Pour chacun de ces choix, 3! permutations.

HOITIIO

7

6
(2>><20><3!:15><20><6=1800
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6. contenant deux consonnes identiques et une voyelle :

— 20 choix pour la consonne doublée;
— 6 choix la voyelle;
— Pour chacun de ces choix, 3 possibilités de placer la voyelle.

20 x 6 x 3! =15 x 20 x 3 =360
7. contenant au moins une consonne :

Comptons les mots n'ayant aucune consonne : 63
Les autres sont ceux ayant au moins une consonne.

llyena:26%—6%=17360
8. contenant au moins une consonne et une voyelle.
Iy a
— 202 = 8000 mots n'ayant que des consonnes;
— 6% = 216 mots n'ayant que des voyelles;

Aucun n'a été compté deux fois. Tous les autres ont au moins une consonne et une voyelle.

llyena:26%—20%—63=9360

Correction de ’exercice 1.19 : [Enonci]

1. On note chaque domino par un nombre a deux chiffres, ou le plus petit numéro figure en
premier. Par exemple, 00 ou 35 ou 66.

Iy a:
— 7 dominos avec un "blanc” en premier : 00 a 06;
— 6 dominos avec un 1 en premier : 11 3 16;
— 1 dominos avec un 6 en premier : 66.

7 %8

= 28 dominos.
> ominos

Au total,ilyal+2+--+7=

Le jeu de dominos

00 01 02 03 04 05 06
11 12 13 14 15 16
22 23 24 25 26

33 34 35 36

44 45 46
95 56
66

2. Imaginons qu'on décompose |'expérience en deux étapes : on tire un premier domino, et ensuite
un second (sans avoir remis le premier). On peut donc attribuer un ordre aux dominos tirés.

Par exemple, on tire le 04 puis le 15. On note I'issue correspondant 04 - 15 L'univers est alors

D

Q= {00-01,-,66- 56}

HOITIIO

7
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00 01 56 66
00 X 00-01 00-56 00-66
01 | 01-00 X 01-56 01-66
56 | 56-00 56 -01 X 56 - 66
66 | 66-00 6601 66 - 56 X

On suppose qu'il y a équiprobabilité sur 2 d'ou card Q2 = 28 x 27 = 756.

On note :

— F:« les deux dominos tirés ont une face commune »
— Dj:« le premier domino tiré est un double »

OnaF=FnN(D,uUD;)=(FND;)U(FND,).

Donc,
P(F)=P((FND;)U(FND,))
=P(FND,;)+P(FND,)
= P(Dy)Pp, (F) + P(D,)Pp (F).
Or,
card D, 7 x 27 1 D) 3
* P(Dy) cardQ 28 x27 4 (D1) (D1) 4
6x7 6 12x7 12
* Po ) =T T % * P =T T %
Dlou 1 6 3 12 7
PF)=-x—=+=-x==—.
)= > T 1%37 15
Correction de ’exercice 1.20 : [Enonci]
2
2
1. Lm =x+ 2m. Si x > 0 cette expression vaut x + 2 donc la limite a droite en x = 0

x x
est +2. Si x < 0 I'expression vaut —2 donc la limite a gauche en x = 0 est —2. Les limites a
droite et a gauche sont différentes donc il n'y a pas de limite en z = 0.

x2 + 2|z

x
T+ 2u =1x — 2 pour z < 0. Donc la limite quand £ — —o0 est —cc.
x x

2 r—2)(r+2
L S ( E ) _ Tt 2, lorsque © — 2 cette expression tend vers 4.

)
22 —3x+2 (z2—2)(x—1) z—1
sin?(z) 1 — cos?(z) (I —cos(x))(1 + cos(x))

[ Fcos)  T+cos(m) T+ cos(2) = 1—cos(z). Lorsque  — 7 la limite
est donc 2.
\/1+x—\/1—|—x2_\/1—|—x—\/1+x2x\/1+x+\/1+x2_ 1+z— (1427
z - z \/1+x—|—\/1—|—x2_m(\/l—km—i—\/l—i—xz).
r — 22 1—2

T (Vitaivitd) ViteivirE

_ 1
Lorsque x — 0 la limite vaut 5

oo -

Xm+m_ r+5—(r—3) 8
Ve+5+vVr—3 Vz+5+vVr—3 Vr+5+x

\/x+5—\/x—3=<\/x+5—\/x—3)

Lorsque x — 400, la limite vaut 0.

9 |

7

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache




ECG 2 - 2026-2027 Programme de Kholle des semaines 0 & 1

10.

Nous avons I'égalité a® — 1 = (a — 1)(1 + a + a?). Pour a = /1 + 22 cela donne :

a—1 a®—1 14221 1
x? 22(14+a+a?) 22(14+a+a?) 1+a+a?

. , 1
Lors que x — 0, alors @ — 1 et la limite cherchée est §

Autre méthode : si I'on sait que la limite d'un taux d’accroissement correspond a la dérivée
nous avons une méthode moins astucieuse. Rappel (ou anticipation sur un prochain chapitre) :
pour une fonction f dérivable en a alors

i f@) = f(a)
m —-

T—a r—Qa

= f'(a).

Pour la fonction f(z) =31+x=(1+ :v)é ayant f'(z) = %(1 —i—:c)_% cela donneena=0:

1
li li | = f(0) = =.
L . e A
" —1 2 n . . " —1 .
7 =1+xz+x°+--+2" Doncsixz— 1 lalimite de est n. Donc la limite de
T — T —
i enlestl.
" — n

La méthode avec le taux d'accroissement fonctionne aussi trés bien ici. Soit f(x) = a™,

a"—1 _ fle)—f(1)

f(x) =naz"leta=1. Alors = tend vers f/(1) = n.
z—1 rz—1
Montrons d'abord que la limite de
k k
" —
x) =
fla) = ==2
en « est kaF 1, k étant un entier fixé. Un calcul montre
que  f(x) = P 4+ e ? 4+ %P 4 o 4 oF T en effet
(81 + axh? + o223 4 o + PNz — a) = 2¥ — oF. Donc la limite en z = «a

est ka®~1. Une autre méthode consiste & dire que f(x) est la taux d'accroissement de la
fonction z*, et donc la limite de f en « est exactement la valeur de la dérivée de zF en a,
soit ka*~1. Ayant fait ceci revenons a la limite de I'exercice : comme

xn+1 _ an+1 :EnJrl _ an+1 T —

" — an T —a " —an’

Le premier terme du produit tend vers (n + 1)a™ et le second terme, étant I'inverse d'un taux
d'accroissement, tend vers 1/(na™t). Donc la limite cherchée est

(n+1a" n+1
= .

na™ 1 n

tan(z) — sin(z) 1 — cos(z)

La fonction f(x) = s'écrit aussi f(x) =

sin(x)(cos(2z) — cos(z)) cos(z)(cos(2z) — cos(x))

Or cos(2x) = 2cos?(z) — 1. Posons u = cos(x), alors

flz) = 1—u _ 1—u _ 1 |
u(2u? —u—1) w(l—u)(—1—2u) u(—1—2u) A
1 =)
Lorsque x tend vers 0, u = cos(x) tend vers 1, et donc f(z) tend vers -3 ;
2
=
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11.

(Vor Vorve-va) (Vo Vot va+va)

r+/z+Vr—Vz=
T+ Ve +yr+z
B T +x
z+vVz+Vr+r
1
14 YT g
T+
Quand z — 400 alors — — 0 et ———— \/ \F \/ —> 0, donc la limite recherchée
x
est l
2
12. La fonction s'écrit
Vi—yo
Fa) = Vi—ya—yVr—a Jr—+Ja—r—a Vima L
X = =
Va2 — a2 VT —avr + « T+«
Notons g(z) = \f va alors a I'aide de I'expression conjuguée
VI—a
gla) = - =
WVr—a)(Vr++va) Vot+ia
N : gl) =1 1
Donc g(z) tend vers 0 quand z — a. Et maintenant f(z) = ——— tend vers ———.
v +a V2«
13. Pour tout réel y nous avons la double inégalité y — 1 < |y| < y. Donc pour y > 0,
-1
y=t Wy
Y Y
On en déduit que lorsque y tend vers 400 alors M tend 1.
On obtient le méme résultat quand y tend vers —oo
. 1) Lyl
En posant y = 1/, et en faisant tendre x vers 0, alors z | = | = == tend vers 1.
T Y
14.
e? —e? e —¢? r—2  e¥—é? T —2 e” —e? 1

= X = X = X .
?2+r—-6 -2 224+x-6 -2 (x—2)(z+3) =x—2 x+3

et — 2 et —
La limite de en 2 vaut e? (

2
est la taux d'accroissement de la fonction x — €”

2
. e
en la valeur z = 2), la limite voulue est —.

5 |
. zt
15. Soit f(z) = —_— Supposons « > 4, alors on prouve que f n'a pas de limite en +o0. ®
14 x%sin“x o)
En effet pour pour u;, = 2km, f(2km) = (2km)* tend vers +oo lorsque k (et donc uy;,) tend =
4 ~
v
vers +00. Cependant pour v, = 2k7 + —, f(v,) = —— tend vers 0 (ou vers 1 si a = 4) o
2 1+ vy N
lorsque k (et donc vy,) tend vers +oo. Ceci prouve que f(x) n'a pas de limite lorsque = tend
vers —+00.
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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16.

Reste le cas a < 4. |l existe 3 tel que a < 8 < 4.

4-p
fla) = - =

1+ 2 sin?(z) =+ i—; sin?(z)

(0%

, 1 I .
Le numérateur tend oo car 4 — 3 > 0. — tend vers 0 ainsi que x_ﬂ sin?(z) (car B> a et
x x

sin?(z) est bornée par 1).

Donc le dénominateur tend vers 0 par valeurs positives. La limite vaut donc +oc0.

) ) 1 — cos(z) oo 1 — cos(z) T
lim 1 + cos(z) = 0" donc lim | ——————= = +00 puis lim arctan — | ==
o z—w \| 14 cos(x) T 1+ cos(z) 2

Correction de ’exercice 1.21 : [Enonci]

3

La fonction ¢ : & + tan(z) —x est dérivable sur]ﬂ; 3% [ avec, Vz € }’/T; - [ ¢'(z) = tan®(z) > 0

donc elle y est strictement croissante.

Continue, elle y établit donc une bijection entre ]7‘(; 3% [ et f (}w; 3m D = ]—m; +o0o[ qui contient

0.

2

L'équation ¢(x) = 0 admet donc une unique solution « telle que tan(a) = a.

Par dichotomie, on trouve 4,49 < a < 4, 5.

Correction de I’exercice 1.22 : [Enonci]

Le résultat qui va nous fournir I'existence du minimum est le théoréme des bornes atteintes. C'est
le fait que f admet des limites en 400 valant +0o qui va nous permettre de nous ramener a un
segment.

Pour cela, on commence par traduire avec des quantificateurs les propriétés sur les limites :

VA>0,3M;, >0, Ve =M, f(z)>A.
VA>0,3M, <0, Vo <M, f(z)>=A.

On espeére alors appliquer le théoreme précédent dans l'intervalle [M,;M;]. Il y a encore deux
problémes a régler, qui ne sont pas indépendants :

— On doit étre siir que le minimum de f est effectivement atteint dans l'intervalle [M, ; M;],

— et il faut donner une valeur 3 A pour avoir effectivement des valeurs de M; et M.

On choisit par exemple A = f(0). Pour cette valeur de A, la définition de la limite donne les réels
Ml et MQ.

La fonction f est continue sur [My;M;] donc il existe donc z, € [My;M;] tel que, pour tout
x € [My; M), on ait f(x) > f(zg) d'aprés le théoréme des bornes atteintes.

D'autre part, si z > M; ousi z < My, on a f(z) > A= f(0) > f(xg).

En conclusion, f atteint bien son minimum en z.

Correction de P’exercice 1.23 : [Enonci]

1.

20 —1 1

Sur ]0; 1], la fonction f:x+— —— = =+ est dérivable et on a :
z(r—1) =« x—
®!
VxG]O;l[,f’(x):—<i+;><0. g
2?2 (x—1)2 =
Q
=N

La fonction f est donc continue et strictement décroissante sur ]0; 1[. D'aprés le théoréme du
méme nom, elle établit une bijection de ]0;1[ sur son image.
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Comme glcli% f(x) =400 et alclﬁml f(z) = —o0, f réalise une bijection de ]0;1[ dans R.
z>0 <l
2. Comme f est continue et strictement monotone sur I'intervalle ]0;1[, sa réciproque |'est
également sur R et

on n—+oo 2N
20 —1 1
Or, =0 <= —/—— =0 <= = —.
" f@) z(zx—1) T3

. (1 1
Donc, lim f! (—> ==
n—+oo AL 2
Correction de I’exercice 1.24 : [EnoncE]
On note G; I'événement : « La i®™e personne 3 descendre est un garcon » et on s'intéresse a

I'événement G, N Gy N Gy N Gy.

P(G; NGy NGy NGy) =P(Gy) x Pg, (Gy) x Py na, (G3) X Pg na,na, (Ga)

10 9 8 15
== X=X =X =
25 24 23 22

Correction de I’exercice 1.25 : [EnoncE]

Notons P;, P, et P5 les portes, P; celle que le candidat a choisie.

On note V; I'événement « la voiture est derriére la porte i » et O, I'événement « le présentateur a
ouvert la porte 7 ».

On a:

o Py (0y) =Py (0) = % o Py (0y) =Py (05) =0, o Py (0y) =Py (05)=1.

Ainsi, la probabilité que la voiture soit derriére la porte 3 sachant que le présentateur a ouvert la

porte 2 est
PO2 (Vg) = % PV3 (OQ) — - P<V3> PV3 (02) _ . P(V3) PV3(02>
Z P(O,NV;) Z P(V;)Py, (O3)
i=1 i=1
= P(Va) Py, (O,)
Py, (02)P(Vy) + POAEG] +P(Va) + Py, (0z)P(Vy)
1
3 2
=T 1 1773
27373

Il est donc plus favorable que le candidat change son choix.

Correction de I’exercice 1.26 : [EnoncE]

1. Il suffit de remarquer que (v/z — \/y)? > 0 et de développer cette inégalité.
2. On remarque d’abord que les suites sont bien définies (en particulier, elles sont toujours

positives). L'inégalité u,, > v,, est une conséquence immédiate de la question précédente, avec 9
r=u, 1 ety=v, 1. ~
~

De plus, on a: 5

U, +v U, +u
Up iy = n n < n n g u, =
2 2
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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De méme,

— / 02 —
Upt+1 = UpUp, > Up = Un-

. On sait déja que u,, | —v,,1 = 0. De plus,

U, + v,, — 2,/u,v,,

Up+1 = Upt1 = 5

Puisque 0 < v,, < u,, et par croissance de la fonction x — \/z, on a \/u,v,, > v,. On en
déduit que
U, +v, —2v, 1
Upt1 = Upyp1 S =35 (un - vn) .

2 2

. De la relation précédente, on déduit par une récurrence immédiate que, pour tout entier naturel

n, on a
1
Ogunivn < 27(“0700)'

Ainsi, (u,, —v,,) converge vers 0.

On en déduit que (u,,) et (v,,) sont deux suites adjacentes : elles convergent vers la méme
limite !

. L'algorithme calcule les termes successifs des suites (u,,)n,en €t (U )nen jusqu'a ce que

u, —v, <ecart.

Par rapport a la définition des suites de I'exercice, on prend juste garde a ce qu'on est toujours
U, = v, Méme au premier rang et on doit faire intervenir une variable supplémentaire pour le
calcul successif des termes des suites (car on a une récurrence croisée).

Codé sous Python, ceci donne :

1 def moyenne(a,b,ecart):

2 u=a

3 v=b

4 while ((u-v)>ecart)
5 w=u

6 u=(u+v)/2

7 v=math.sqrt (w*v)
8 return u,v

Correction de I’exercice 1.27 : [ENoncE]
1. Il est connu que V¢ € R, sin(t) < ¢.

Par croissance de I'intégrale, on obtient alors successivement :

xT x 2
Vx€R+,/ sin(t)dtg/ tdt = 1—cos(m)<%.
0 0
Puis,
/ cos(t)dt)/ 1—=dt = sin(z) >z — —.
0 0 2 6

3
En conclusion, Va € R, . — % < sin(z) < .

. D'aprés les théoremes généraux et de croissances comparées en 0, la fonction f est clairement

continue sur R et dérivable sur R*.

Le taux d'accroissement de f dans un voisinage de 0 privé de celui-ci, s'écrit
f(x) — f(0) _ sin(z) —x

x 2

sin(x) —x
Or, d'aprés la question précédente, Vx € R, % < % <0
x
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D’aprés le théoréme d'encadrement, f est donc dérivable en 0 par valeurs supérieures de
nombre dérivé 0.

. . . —x _sin(—z)+x sin(z) — x
Sixz e R, alors—xelRJretonaencoreT<—2<0 — 0 —

I8

2 X

€T €T

o

Le méme raisonnement entraine que f est également dérivable en O par valeurs inférieures
méme nombre dérivé donc elle I'est en O puis sur R tout entier.

e

Correction de ’exercice 1.28 : [Enonci]

1.

2.

3.

En ordonnant les sommets dans I'ordre (A, B, C,D,E, F), on obtient

O O = = o= O
= o= R O
O = = O = =
— = O = O
= e =)
S = = O = O

a. On sait que le coefficient (4,7) de M? est égal au nombre de chaines de longueur 2
reliant le sommet ¢ au sommet j.

Le coefficient situé a la deuxiéme ligne et a la quatriéme colonne vaut
(M2)2,4 =4
Il existe donc 4 chaines de longueur 2 reliant B a D.

Les sommets adjacents a la fois a B et a D sont A, C, E et F. Les quatre chaines
recherchées sont donc

B-A-D, B-C-D, B-E-D e B-F-D.

b. Depuis le sommet A, on peut atteindre directement les sommets B, C et D.
Puis, a partir de B, on peut atteindre les sommets E et F.
Ainsi tous les sommets du graphe sont accessibles depuis A.

Le graphe G est donc connexe.
Calculons les degrés des sommets :

deg(A) = 3, deg(B) = 4, deg(C) =4,
deg(D) =4, deg(E) = 4, deg(F) = 3.

Le graphe est connexe et posséde exactement deux sommets de degré impair : A et F.
D’'apres le théoreme d'Euler, il posséde donc une chaine eulérienne.
Par exemple : A—-B—-C—-A-D-C—-E-B—-F-D—-E-F.

Cette chafne parcourt chaque aréte exactement une fois.

Un graphe connexe posséde un cycle eulérien si et seulement si tous ses sommets sont de
degré pair.

Or deg(A) = 3 et deg(F) = 3.

Donc le graphe ne posséde pas de cycle eulérien. 9
Il suffit d'ajouter I'aréte AF pour obtenir ;
o

deg(A) =4 et deg(F) = 4. S

Tous les sommets ont alors un degré pair et le graphe obtenu posséde un cycle eulérien.
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5. Pour chaque sommet SJi|, le programme parcourt la ligne i de la matrice d'adjacence.

Lorsque M, ; = 1, cela signifie que les sommets S[i] et S[j] sont adjacents; le sommet S[j] est
alors ajouté a la liste des voisins de S[i].

La fonction renvoie donc la liste d'adjacence du graphe.

Dans le cas du graphe G, elle renvoie :

[[IBI,ICI’IDI]’
[IAI’ICI’IEI,IFI],
['A','B','D','E'],
['A','C','E','F'],
[IBI,ICI’IDI’IFI],
[IB!,IDI,IEI]]

L= R N R

Chaque sous-liste contient les voisins du sommet correspondant.

Correction de I’exercice 1.29 : [EnoncE]
Notons V), I'événement : « I, apprend I'information initiale correcte », et V;, I'événement contraire.

Par la formule des probabilités totales :
P(Vi1) = P(Vi 1 [V)P(Vi) + P(Vi1 [Vi)P(Vy).
Comme P(V;,1|V,)P(V,) = p et P(V,,1|V)) = 1 —p, on obtient :

P(Vis1) = 2p = DP(Vy) + (1 —p).

La suite (p,, = P(V”))neN est une suite arithmético-géométrique. On cherche le point fixe qui est %

D'ou :

Pry1 = (2p— Dpp + (1 —p)

1 1
= 2p—1)=+(1—
5 (2p )2+( p)
1 1
Pr+1 5 (P )pk 5
1 1
VNENyan(QP—l)n(po—§>+§

Or, I, a I'information donc py = 1. Finalement :

DN | =

1 n

Remarque : Comme 0 <p <1, lim p, = 1
n—+o00 2

Correction de ’exercice 1.30 : [Enonci]
1. Soit k > 2. Pour que les deux boites soient non vides exactement au tour k, il y a deux
possibilités,
— soit les K — 1 premiéres boules vont toutes dans |'urne U et la k-iéme boule va dans
'urne V,

— soit les kK — 1 premiéres boules vont toutes dans |'urne V et la k-iéme boule va dans
l'urne U.

Cela revient a dire que

Ak = (Ul n--N kal ﬂVk) U (Vl n-- ﬂVk,l N Uk) .
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Comme I'union est disjointe, on obtient
PA,)=PUN--NU,_,NV)+P(VN---NV,_,NU,).

Or les boules sont placées indépendamment les unes des autres ce qui veut dire que les
évenements (Uy, ..., U,_1, V) sont mutuellement indépendants.

De plus, les boites sont choisies de maniére uniforme donc
1
P(U;N-NU,, NVy) =P(U;) x - x P(Uy ) x P(V) = (—)

De méme, on obtient que

k
P(V,N-NVyNU) = (%)
Donc, finalement,
ris =2 (3) = 3
(an=2x(3) = (3

2. Notons A I'événement « Les deux boites sont non vides ». Alors, on peut remarquer que

+oo

A={JA,
k=2

Or, les évenements (A), -, sont deux a deux incompatibles donc par o-additivité, la série
Z P (A}) converge et

B SIS > TR oI () A PR

Donc P(A) = 1, c'est-a-dire I'événement A est quasi-certain.

Correction de ’exercice 1.31 : [Enonci]

1 1 1
1. Montrons que — In (1 + —) ~ =

n n

En utilisant le développement limité de In(1+x) en 0, on a : In (1 + %) - L +o (L)
n

. . 1 1 1 1 1
De la on tire que —ln<1+—> ~— X — = —.
1
Par équivalence, la série de terme général nf(HZ) est donc divergente.
1
2. Montrons que n7(1+2) ~n L
n_(”%) _1 _lhn
Ona———=n"n=¢€ n.
n—1
. Inn . _hn -
Or, lim — =0,dou lim e = =1 et |'équivalence.
n—+oco N n—-+o0o
1
La série de terme général nf(HZ) est donc divergente car la série harmonique est divergente. I

3. Onsait que : In(e” —1) < Ine” = n.

Inn 1 Q
De plus, Inm > 1 pour n assez grand, par conséquent ——— > —. =
In(e" —1) ~ n =~
~
Inn 5

On conclut par comparaison des termes généraux de signe positif que la série _
P P g gne positif q > e 1) N

est divergente.
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4. nln(l—}—l) = 1——+0(l) et donc
n n

n—+00 2n

u, = e—elfﬁW(%) — 6(1_1+i+0(l)> ~ £
2n n—+oo 2n

L " e - (s .
La série de terme général o diverge et la série de terme général u,, diverge.
n

[ a—2\" .

5. Py (e*?) = CVssia<2. 8 ~ /% . oV
n
9. CV si, et seulement si |a| # 1.
6 3 CvV
T = : 0= (n—1)m—1)+n! 2

. - (n+2)! S (n+1)n+2)
. ~— = CV. Donc CV.

n

|
11. Pourn>4,&:zx§xéx xﬂgi.
n n on on n  n?
n__ n

6
Or, Z E est convergente.

n! . .
Donc E — est aussi convergente par comparaison.
n

n?4+n+1
n24+n—1

e (1 D21y (Lio(L))(Lio(L))-o(L).
n n n n n—+oo \ N n n n n

Comme la série de terme général . N > 1, converge (série de RIEMANN d'exposant o > 1),
n

12. Pour n > 1, on pose u,, = In ( ) Vn > 1, u,, existe

la série de terme général u,, converge.

1 .
13. Pour n > 2, on pose u,, = ————— . Vn > 2, u,, existe et de plus u,,

1
n+ (—=1)"v/n n—+oo N
Comme la série de terme général —, n > 2, diverge et est positive, la série de terme général
n
u,, diverge.
n+3
2n+1

In(u,,) = In(n)In (27::;31> =In(n) (ln (%) +1n (1 + %) —1In (1 + %))

Inn
14. Pourn}l,onposeun:( ) .Pourn>1,u, >0et

1
= 1 <71 2 O(—)) — —In21 1.
T n(n) (—In2+ ~)) ., =, ~In n(n) + o(1)
Donc u :eln(un) ~ e*ln21nn: 1 .
" n—+o0o n1n2

Comme la série de terme général —, n > 1, diverge (série de RIEMANN d'exposant a < 1)

2’ @)
et est positive, la série de terme général u,, diverge. g
2
15. Pour n > 1, on pose u,, = ( n ik u,, existe et u,, # 0 pour n > 1. E
n—1)! o)
=N

De plus,
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Up41
Up,

n+ 1)2 n—1)! n+ 1)2
:( 2) ><( ):< ) ~ 1 — 0<1.
n n' n3 n—+oo N, n—+oo

D’apres la régle de d’ ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

16. lim n?x n""eV® =0 donc n""e V" = o (%)
n—+o0 n—+00 n
17. Pour n > 2, on pose u,, ; Pour tout n > 2, u,, existe.
In(n)In(chn)’

n
De plus, In(chn) ~ In E)=n—-m2 ~ netu, ~ L > 0.
n—-+oo 2 n—-+oo n n—-+oo nln(n)

Or, la série de terme général

> 2, diverge.

Donc wu,, est positif et équivalent au terme général d’une série divergente.

La série de terme général u,, diverge.

n/ 2
cos” &
18. Pour n > 1, on pose u,, / —— 5 dz.
0 n< + cos“x
cos?x T
Pour n > 1, la fonction x +— 3 5 est continue sur [0, —} et positive et donc, u,,
n + cos“ x 2

existe et est positif.

De plus, pour n > 1,

/2 1
0<un</ de = 2.
b n24+0 2n?

La série de terme général e} converge et donc la série de terme général u,, aussi.
n

19. Pour n > 2, posons u,, = iS(n) Pour n > 2,
nOt

+oo
0<S(n+1)= Z—x—n _Z_:_
p2p p2p
S(2
et donc Vn > 2, S(n) < ().Parsuite,
2n—2
1 S(2) 1
Un < ’rL_O‘2”*2 n—>:+oo o (ﬁ)

Pour tout réel «, la série de terme général u,, converge.

Correction de P’exercice 1.32 : [Enonci]

1. Trois points a montrer :

1
— Uy —Up = — ?
nn! notoo
1 . .

Upyq — Uy = m > 0 donc la suite (u,,),cp st croissante pour tout n € N*. I
Uppl — Uy = 1 < 0 donc la suite (v,,) est croissante pour tout Q
n+1 n n(n+1)(n+1)| X n/neN o)
n € N*. ;
: : A =
Les suites (uy,)nen €t (V,)nen Ssont adjacentes donc convergentes vers la méme limite. )
=

1
2. a. 10:/ el vdr = [—el’w]éze—l.
0
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Sur [0;1], 0 < 2" < e donc, par croissance de lintégrale,
1
e
0<l, <= dt=—=——0
n! Jo n! notoo

D’apres les théoremes d'encadrement, (I,,),,., converge vers 0.

k
b. Pour k € N*, x — % et © — e sont de classe ! sur [0;1]. Une intégration par

parties s'écrit :

1 k—1 k 1k
_ xz 1—x _ xz 1—x x 1—x _ l
Ik_l—/o —(k—l)!e dz = [—k!e }O—&-/O e dz = X + 1.

DOnC, Vke D\l*, Ik—l _Ik = %

c. Il suffit de sommer les égalités précédentes pour k variant de 1 a n € N* :

n

ZI,H*I,C:Z% =1, -ly=u, < u,=c—1,.
k=1 k:lk'

Comme ug = 0 = e — I, cette relation est vraie pour tout n € N.

D'apres les théoréme sur les limites de sommes, on en déduit que lim wu, =e.
n—-+oo

3. Par I'absurde supposons que e = b e Q.
q

. . o N
On a u, < e < v, avec u, est un rationnel qui peut donc s'écrire sous la forme 5 N e N.

On a alors :
uq:H'<e:£<uq+%:ﬁ|+i'ouN<p(q—1)!<N+l<N+1.
q: q qq: q: qq: q

L'entier p(q — 1)! est donc strictement compris entre les deux entiers consécutifs N et N + 1.
Impossible !

Correction de I’exercice 1.33 : [EnoncE]

1. SurIC]2;+00], comme, x 1 L1 T est continue, on obtient :

a:2—3:c+2:x—2 T —

yH:x|—>)\—x_1,>\€[R.
-2

>0

Cherchons une solution particuliere sous la forme y,, : z +— ax + b.
y, est solution si, et seulement si a(z® + 2z +5) +ar +b=a’+3z+5ie a=1etb=0.

Les solutions générales sur ]2; +oo] sont donc de la forme
z—1
y:xr—r+A—— AeR.
T —2

2. L'équation caractéristique admet 1 comme racine double donc les solutions homogenes sont
de la forme

ya:ix b= x4+ p)e®, \pueR.

D

Cherchons une solution particuliere sous la forme y, : & — 2?(ax + b)e”.

HOITIIO
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Y, est solution si, et seulement si y, — 2y, +y, = ze” avec, Vz € R,

yp(x) = (amg + b;ch)em

x:

azx’ + 3a+bx —|—2bx)

(

() = (az® + (6a + b)2? + (6a + 4b)z + 2b
( )
=

6ax + 21))

6a =1
<~
2b = 0.
. . A N 1 3,z
Une solution particuliere pourra donc &tre y,, : v+ Em e”.

Les solutions générales sur R sont donc de la forme

y:x|—><%x3+)\x+u)6x, ApeR.

Correction de I’exercice 1.34 : [EnoncE]

Le nombre de candidats X réussissant suit la loi binomiale de parametres 23 et 0,2.
X ~~ B(25;0,2)

En effet, la probabilité de réussite de chaque candidat est la méme : 0,2, et la réussite d'un candidat
est indépendante de la réussite des autres.

PX=k) = (2:) (0,2)%(0,8)%5*.
LPX>1)=1—-PX=0)=1—(0,8)%°~99,6%.

P(X<2) =P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)

=(0,8)% + (215> (0,2)1(0,8)%°7 1 + (225) (0,2)%(0,8)252

~9,82%.

w

2
P(X =10) = (S) (0,2)1°(0,8)2°710 ~ 1,18%.

4. D’aprés le cours, I'espérance de la loi binomiale B(25;0,2) est E(X) =25 x 0,2 = 5.
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