ECG 2 -2026-2027

mpléments sur les suites et les séries réelli
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I. TECHNIQUE

Exercice 1.1

n—+oo

Dans chacun des cas ci-dessous, dire quelle suite réelle est négligeable devant quelle autre.

1.

> owe

S

u

e &

u

W= (7)
(V1) nen- et v = (51n(n))pep-
(

n5)ne[N etv = (en)ne[N

<2£>nenﬂ otv= (3%>neN

- 1
ne ") e, > 0etv = <¥>

3

neN*

3
6. u=3n—1),cctv= <m>
neN*

n—1
7'u:<3n+l> etv=<3_i2)
n/ neN* n neN®
1 1 -
9. u= (nln(n)>new* etv=(In(n)"),cy-

Exercice 1.2 — (Compatibilité avec la racine carrée et la valeur absolue)

Soient (u,,) et (v,,) deux suites a termes non nuls telles que u,, ~ v,,.

1. Montrer que |u,,| ~
n

o~ el

n—-+0oo

2. On suppose, de plus, qu’a partir d’un certain rang, u,, > 0 etv,, > 0.

Montrer que y/u,, ~ +/V,.

n—+oo
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Exercice 1.3 — (Recherche d’équivalents)

Donner un équivalent de la suite réelle u :

Lou=(n*+3n*—1), 4. u=(In(n+1) —In(n)),,cn-

5w <n58—3n3 +2> 15 u=(Vn+1—Vn—1),c
n°+n°+1/nen 16, uw— (en+ﬁ>

P°
| |

5n® —2n% + e)

( nenN neN
3 _

4 u :< 2+n’ —8n° ) 17.u:<nln<1+é>>

3n% — 204 + V2 / e n/ /) nen:

5n3 +1n _ 2\ _
s u:< ) 18. u= (nin(1-=) 2)@3

neN* In(n)

6. u=( +ln +4”)new 19 4o & -1
7. u=(2"In(n) +n?), ) nln(n)
8. u = (In(n? —i—l))neN -

n2"+3n> 20.u:<\/1+ln<1+—>—1>
9. u= n3

3"+ 5" ) pen >1

10, u— <7n7 (72) )ZZ 21, u= (Vi +1(n(n+1) —In(n)))

+
3 neN
11. u converge vers 1 22. nEI-Poo (nuy +2) =3
12. u = (In (n3*)), . 23. Vn e N*,3n2 +1<u, <3n?+e™"
1 1 neN 1
13.u:< + ) 24. Vne N, 1< nu, <1+ .
n+2 n+3/nen In(n)

Exercice 1.4 — (Une application de I’équivalence)

n

n+1

On définit la suite (u,, ),cn parug = letVn e N, u, .y =1+

1. Montrer que, Vn € N, 1 < u,, < 2.
2. Montrer que la suite ( u,, ) converge vers 1.
3. Déterminer un équivalent de u,, — 1, et en déduire 1’existence d’un réel a tel que

un—lzg—i— 0 (l>
n

n—+oco \Nn

Exercice 1.5 — (Un cas de non équivalence de deux suites réelles remarquables)

On veut montrer que n! et n™ ne sont pas équivalents au voisinage de +oo.

n’I’L

On définit alors la suite u par, Vn € N*, u,, = -
n!

n
1. Déterminer la limite de n In (1 + l) puis montrer que lim (1 + l) =e.
n n

n—+oo
2. On suppose que la suite (u,, ), converge vers 1.

a. Exprimer u,,, en fonction de u,,.
b. Conclure aprés un raisonnement par 1’absurde.
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Exercice 1.6 — (Limite, négligeabilité et équivalence)

Etudier la limite de la suite réelle « dans les cas suivants :

Lou=(=5n*+2n*+¢), 6w <n2(ln(n+1)—ln(n))>
5 24+ n3 —8n° ) 211 en
3n5 — 204 4+ v2/ e .
5n3+ln(n)) 7 u= | —"
el 2In(n) + —

n+1 )
n3 —2n+1/ 52

(
(
(

Exercice 1.7

2 11
(x—1)(zx+1) =x—1 z+1

1. Montrer que, pour tout z # +1,
3

2. En déduire que .
q 22 n2—1 4

II. SERIES NUMERIQUES REELLES

Exercice 1.8 — (Nature d’une série réelle par télescopage)

Etudier la nature des séries réelles ci-dessous puis calculer leur somme.

IZﬁ 3. Zln(l——)

n=1 n>2
2. Zln(1+ ) 4.3 —
n>2 n>2n —1

Exercice 1.9 — (Nature d’une série réelle par comparaison et par négligeabilité)

Déterminer la nature des séries réelles ci-dessous.

In(n) n? In(n)
1. 6. 11.
; n n>0 3" n§>:1 n
n
1 n 12. )
2. _ 7. . In
;0 n2+3n+1 7;0 22n n>2 '<">
) o 13y
3. ~on 8. Z T n>1 n
1 1 ' —\3 n
4. — 9. Z - nz
=int =4 n*In(n) 15. Z 22n—lemn
2n—1 1 TL>0
5. Z ' 10. Ze? 16. Znse*”.
n=>0 n. n=>1 n=>1
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Exercice 1.10 — (Nature d’une série réelle par équivalence)

Déterminer la nature des séries réelles ci-dessous.

3n2 47 1 ( 1)

1. L e i 7. In{1+ =

7;)5n4—2n+1 4';0 nty Ve n; "

n3en (_1)n+1 1 %
2. s DT 8. S vn (1 n —) 1
1 1 1/ Z

L Y — 6. Y (=1)"In (1 + —) 9. ¥y = <en — 1).

; n(n+1) ; n? n; n

Exercice I.11 — (Séries réelles diverses)

1. Etudier I’existence de la série Z puis calculer sa somme S.

= n(n + 2)
1 1/1 1
On pourra montrer que Vn € N*, ——— = = (— — ) .
( P auewn nn+2) 2\n n+2 )
o " (=1)"In(n)
2. Soit la série de terme général u,, = —————.
n

Calculer la limite de n? |u,,| et en déduire la nature de la série.

3. On suppose qu’au voisinage de +o0, In <1 =+ 2) _2 + o <l>

n n = n—too \n
. . .. 2 1
Déterminer la nature de la série Z In(l+~—=)——-.
=1 n n

. L (s 1
4. On considere la suite réelle u définie par: Vn € N, u, 1 = u,, — u2 et ug = 5

a. Montrer que, Vn € N, u,, € [O ; %} puis que la suite u converge vers 0.

b. Montrer que la série réelle g u2 converge et calculer sa somme.
neN

Exercice I.12 — (Compléments sur des convergences de suites réelles)

n

1. Soit x € R. Montrer que la suite (x—> converge vers 0 .
n: / nenN

2. Soient o € Ret x € |0; 1[. Montrer que la suite (n“2"), ., converge vers 0.
3. Soientn € N*, k € [0;n] etz €]0;1][.

n
Montrer que la suite ( ( k) x") converge vers 0 de deux facons différentes.
n>1

2

4. a. Démontrer que Vr € R™, z — 5 <In(l+42z) < =
b. En déduire la limite de la suite H (1 + %) .
k=1 " n>1

Exercice 1.13 — (Série alternée)

Soit (u,, ),cn une suite décroissante, a termes positifs telle que lim u,, = 0.
n—-+0oo

n
1. En considérant la suite (S,,),,o,, définie par: Vn € N, S,, = Z(—l)kuk et ses deux suites extraites

k=0
(S2n)ns0 €t (S2ns1),50. montrer que la série de terme général (—1)"u,, converge.
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+o00
2. Soit (R,,),, 12 suite définie par : Vn € N, R,, = Z (—1)Fuy,.
k=n+1
Montrer que Vn € N, R, | < u,;.
- - U G ) «— (=DF
3. Déterminer la nature de la série de terme général puis majorer Z ,Vn el
k=n-+1

Exercice 1.14 — (Dérivation d’une série de fonctions)

Soit I un intervalle de R non réduit & un point.

Pour tout n € N, on désigne par f,, la fonction de classe €2 sur I telle que | f,/| soit bornée et telle que, pour
tout = € I, les séries de terme général f,, (), f, (x) et sup | f,/ (t)| soient convergentes.
tel

On suppose de plus que :

VneN,Veel,VheR h+z €l |fo(x+h)— f,(x)—hf(x)] < %25up|f (t)].

tel

Enfin, on définit alors la fonction S sur I par S(z Z fnlz

1. Montrerque Vn e N,Vx €,Vh e [R,h—i—x eI,

n

Z(fk<$+h)—fk() hfp(@ )

k=0

Zsuplf

=0 tel

2. Montrerque Ve € LVhe R*, h+x €1,

‘S(m—i—h

RS /
an 7ZSUP|fkn(t>|-
n=0 tel

3. En déduire que S est dérivable sur I et déterminer une expression de S’.

Exercice 1.15

1 =1 e

Etablir la convergence de la série ——— et démontrer que = < < .
g ;e" —n q \;e"—i—e_"\e—l

N

III. POUR S’ENTRAINER

Exercice 1.16 — (Vrai ou faux ?)
1. Si deux suites ont méme limite, alors elles sont équivalentes.
2. Si (uy,)nen est une suite de réels positifs, alors les séries Z U, et Z In (1 4 u,,) ont méme nature.

n=0 n>0
3. Soient (uy,),en €t (v,,)ncn deux suites a termes positifs telles que u,, = 0o (v,).
n—-+oo
Si Z u,, est convergente, alors Z v,, également.
n>0 n>0
4. Soient (u,,)pen €t (v, )nen deux suites a termes positifs telles que u,, = o (v,)
n—-+oo

Si E v,, est divergente, alors E u,, également.
n>0 n=>0
5. Siuy, 1~ uy,,alors (u,),cyn converge.
n—-+oo
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6. Si (uy,)nen converge, alors u, .1 ~  U,.
n—+0o00

7. Si (u,,)pen une suite telle que : Vn € N¥, 1 < U, < 2, alors il existe un réel a € [1;2] tel que
n n

u a
[ad I
n n—+oo N

Exercice 1.17 — (Croissances comparées)

!
définie par : Vn € N*, u,, = o

nm’

On considere la suite (u,,),,cp-

1. Etudier le sens de variation de la suite (wu,,) neN*
2. Etablir: Vn € N*,0 < u,, < 1
n

3. Endéduire: n!l = o (n").
n—+0o0o

Exercice 1.18 — (Suite récurrente d’ordre 1)

On considere la fonction f : x — V& + 1, définie sur [—1; +o0] ainsi que la suite (u,, ), <, définie par :

ug = O etpour toutn € N, u,, .1 = v/u, + 1.
1. Montrer que I'intervalle [0 ; 2] est stable par f.
2. Justifier que si un réel = est point fixe de f, alors nécessairement x > 0.
3. Démontrer que f posséde un unique point fixe et le déterminer. On notera r ce point fixe. Vérifier que
re[0;2].
4. a. Justifier que la suite (u,, ),y est bien définie et bornée par 0 et 7.

b. Etudier les variations de la suite (u,, ),c\. Que peut-on en déduire ?

1
on—1 :

c. Montrer: Vn € N, |u,,; — 7| < % |tt,, — 7|. En déduire : Vn € N, |u,, — 7| <

d. Déterminer alors la limite de la suite (u,, ),,c) ainsi qu’un entier N tel que |uy — 7| < 107°.

Exercice 1.19 — (Suite récurrente d’ordre 1)

Etudier I’existence de la limite et, le cas échéant la déterminer, de la suite (w,, ),,c définie par u, = 0 et pour

toutn € N, u,, g = y/u? + 1.

Exercice 1.20 — (Développement asymptotique d’une suite)

1
On considere la suite (u définie par uy = 1 et pour toutn € N, u = —
( n)nEN p 0 p n+1 u, +n+ 1
1. Ecrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un entier naturel n et renvoyant la valeur de
Up,-
2. Démontrer que la suite (u,,),,cy est bien définie et a termes strictement positifs.
3. Etablir: Vn € N*, u,, < —. En déduire la limite de la suite (u,,),cp-
n
4. Déterminer lim nwu,,. En déduire un équivalent de u,, quand n tend vers +oc.
n—-+00

< . 1

5. a. Démontrer: lim n? (un — —> =—1.
n—-+oo n

b. En déduire : u,, = 1_ %+ 0 (i>
n n n—-+oo

Exercice 1.21 — (Suite d’intégrales) ==

1
Pour tout n € N, on pose I,, = / z"e " dx.
0

1. Justifier que la suite (I,,),,, est bien définie.
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Etudier les variations de la suite (I,,),,-
Démontrer que la suite (I,,),,.,, converge et déterminer la valeur de sa limite.
Démontrer : ¥n € N, I,,,.; = (n+ 1)I,, —e L.
e ! 1
< .
n+1 " (n+1)(n+2)

Trouver alors un équivalent simple de I,, quand n tend vers +oco.

AR

En déduire : Vn e N,0 < I,, —

6. Ecrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un entier naturel n et renvoyant la valeur de
I

ne

Exercice 1.22 — (Suite d’intégrales) |

xn

14z

1
Pour tout n € N, on pose I,, = / dzxetJ, =nl,.
0

1. Déterminer lim I,,.
n—-+oo

1
2. Démontrer que pour tout n € N, J,, = In(2) — / In(1+2")dx.
0

1
3. Etablir: lim In(1+2")dr = 0.

n—-+0oo o

4. En déduire la limite de (J,,),,,, puis un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oc.

IV. CoNcOURs

Exercice 1.23 — (ESC 2001 E)
On considere la fonction f définie sur [0;1] par: Vz € [0;1], f(z) = 2ze”.

1. Montrer que f réalise une bijection de [0 ; 1] sur un ensemble que I’on déterminera.

Donner le tableau de variations de f~*.
2. Vérifier qu’il existe dans [0 ; 1] un et un seul réel noté « tel que ce® = 1. Montrer que o # 0.

s . Uy = «

On définit la suite (u,, )¢ par : { Von €Nyuyy = F (uy)

3. Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, € [0;1].

4. a. Montrer que pour tout réel 2z de [0; 1], f(z) —x > 0; et qu’il y a égalité seulement pour z = 0.
b. En déduire que la suite (u,,), ¢y est strictement décroissante.

c. Montrer que la suite (u,, ), <) est convergente et préciser la valeur de sa limite.

n
5. On se propose de déterminer un équivalent de la suite (u,, ),,c,- On pose, pour toutn € N, S,, = Z Uy,
k=0

. 1
a. Montrer que pour tout entier naturel n, u,,,; = 3 Un® Yntt,

-S,
b. Etabliralors: Vn € N, u,, = £z
2TL
c. En déduire la convergence de la série Z u,,. On note S sa somme.
n=>0
Etablir: o < S < 2.
oS

d. Démontrer finalement : u,, ~ —.
n
n—+oo 2
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Exercice 1.24 — (EDHEC 2016 E) ®
x
Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f,, par: Vx € [n;+oo], f,(z) = / eVt dt.

1. Etude de f,.

a. Montrer que f,, est de classe €' sur [n; +oo[ [ puis déterminer f/,(z) pour tout = de [n ; +ool.

Donner le sens de variation de f,,.
b. En minorant f,,(z), établir que ILm fn(x) = +00.
c. En déduire que pour chaque entigr nO;turel n, il existe un unique réel, noté u,,, élément de [n ; +oo|,
tel que f,, (u,) = 1.
2. Etude de la suite (u,,),,cy-

a. Montrer que lim wu,, = +o0.
n—+o0o

b. Montrerque: Vn € N, e vV¥» L u, —n < eV,
3. Ecrire un programme dont I’exécution affiche un entier naturel n pour lequel u,, —n < 1074,
4. On pose, pour tout n € N, v,, = u,, — n.

a. Montrer que lim v, = 0.
n—+0oo

b. Etablir que, pour tout réel x supérieur ou égal 2 —1,ona:v1+z <1+ g
Un

2\/5) '
d. Déduire de I’encadrement obtenu en (B.) que : u,, — n et e V™,

c. Vérifier ensuite que : Vn € N*, e VHin > e V" exp (—

Exercice 1.25 - (EDHEC 1997 E) =
Pour tout entier naturel non nul n, on note f,, la fonction définie sur R** par: Vx € R™, f,,(z) = z—nlIn(z).

1. a. Soitn € N*. Dresser le tableau de variations complet de f,, sur R**.

b. En déduire, lorsque n € [3; 400, I'existence de deux réels u,, et v,, solutions de I’équation
fo(z) =0telsque 0 < u,, <n < v,.

2. A l’aide de la méthode de dichotomie, écrire une fonction Python approx telle que, pour tout
n € [3; +oof, I'exécution de approx(u(n)) renvoie une valeur approchée de u,, 2 1072 pres.

3. Etude de la suite (u,,), ;.
a. Montrer que pour toutn € [3;+oo[, 1 < u,, <e.

b. Montrer que pour tout n € [3;+4o0c[, f,, (upr1) = In(u,,q), puis en conclure que la suite
(ty,),,3 est décroissante.

c. En déduire que (u,,),,-4 converge et montrer, en encadrant In (u,,), que lim w, = 1.

n—+oo
. In(u,)
d. Montrer que lim =1
n—+oo U, — 1
(1 1
En déduire que u,, —1 ~ —.
n—+oo 1

4. Etude de la suite (V) p>3e

Justifier que la suite (v,,),,~ 5 diverge vers +o0.

Soit n € [3;4o00[. Calculer f,,(nIn(n)) puis montrer que nIn(n) < v,,.
Démontrer : Vn € N*, n > 21In(n).

En déduire : Vn € [3;+oo[, nln(n) < v, < 2nlin(n).

Montrer, enfin, que In (v,,) e In(n).

o g0 o9
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Exercice 1.26 — (EDHEC 1998 E)

On considere la fonction f définiesur Rpar: Vz € R, f(z) =1—e™".

1. Résultats sur la fonction f.

a. Dresser le tableau de variations de f sur R.

=2

. Montrer: Vz € R, f(z) < z, I’égalité n’ayant lieu que pour = = 0.

n k T n
—T r—t
c. Démontrer: Vo € R, Vn € N,e™® = E ( k:') + (1)”“/ #e_t dt.
=0 . 0 n:

d. En écrivant I’égalité précédente pour n = 2 puis pour n = 3, établir I’encadrement :

x2 3 $2

x
2. Etude d’une suite.
a. Soit (u, ),y une suite. Montrer que la suite (u,, ),y converge si, et seulement si, la série

(Up41 — u,) est convergente.
n=0

On considere la suite (u,, ), définie par uy = 1 et pour tout n € N, u,, . ; =1 —e "n.
b. Montrer que la suite (u,,),c) est bornée par O et 1 .
c. ATaide de la question (B.), montrer que la suite (u,,),,c, €st convergente puis préciser sa limite.
d. En déduire la nature de la série de terme général u,,, 1 — u,,.

2
Uu

e. En utilisant la question (p.), démontrer : u,, — U, ,; ~ —-.
n—+oo 2

Conclure quant 2 la nature de la série de terme général u2.

3. Etude d’une fonction définie par une intégrale

x
On note ¢ la fonction définie sur R™ par : p(0) = 1 et, pour tout z € R™, p(x) = &
x
On note également g la fonction définie sur RTpar : g(0) = 1 et, pour tout z € R,

1 xX
o) =2 [ o
T Jo
a. Montrer que ¢ est continue sur R*.
b. Vérifier que g est bien définie et continue sur R™*.

2
. i Montrer:Vz e R™, 1 -2 <glz)<1—2 4L
c. i. Montrer: Vx 1 g(x) 4+18

ii. En déduire que g est continue en 0 , dérivable en 0 puis donner g (0).
iii. Etablir: V2 € ]1;+400], / @(t)dt < In(z).
1

iv. En déduire que g posséde une limite finie en 4-co et donner la valeur de cette limite.

h(z)
z2
vi. Dresser le tableau de variations de g et tracer 1’allure de sa courbe représentative dans un

repere orthonormé.

v. Pour tout réel strictement positif x, calculer ¢’(z) et 1’écrire sous la forme ¢’(z) =

Exercice 1.27 — (Type oral)

1. Question de cours : Criteres de comparaison sur les séries a terme général positif.

2. Soit z € [0; +oo[. Etablir la convergence de la série Z - 1 .
02"t

On notera f(x) sa somme.
3. Calculer f(0).
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4. Etudier les variations de la fonction f ainsi définie sur [0 ; +oo].

B’ 1 1
5. Etablir: V 0; , f(2x) = = .
ablir: V. € [0; +o00], f(22) 2f(a;)+2$+1
6. Déduire des deux questions précédentes que f posseéde une limite en oo et la déterminer.

7. a. Montrer que pour tous réels positifs x et y,ona: |f(x) — f(y)| < % |z —y).

b. En déduire que f est continue sur [0 ; +o00].
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