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Rappelons que donner la loi d’une variable aléatoire X discrete revient a la donnée de :
— X(€) : 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.
— Pour chaque k € X(Q2), P([X = k)).
Dans chacun des cas, on précisera la loi, une représentation a I’aide d’un diagramme en batons, des
exemples concrets d’application.
De plus, on distinguera bien

— les cas finis : loi certaine, loi uniforme discrete, loi de Bernoulli, loi binomiale.
— les cas infinis dénombrables : loi géométrique, loi de Poisson.
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I Rappel
—— St "appe  —
Une variable aléatoire X est
certaine si, et seulement si

V(%) =0.

I. LoI1Ss FINIES USUELLES

I.1 — Loi certaine

Définition 1 — Loi certaine :

On dit qu’une variable aléatoire x suit une loi certaine s’il existe m € R tel que :

X(Q) ={m} et P(X=m]) =1

On dira aussi que la variable aléatoire X est certaine, égale a m. On parle aussi de variable aléatoire

constante, ou de variable déterministe.

Exemple de modélisation : On considére une expérience qui posséde une ou plusieurs issues

différentes dont une issue se produit avec probabilité 1.

Alors la variable X égale a m si I’issue particuliere se produit suit une loi quasi-certaine.

Exemple 1 — Exemple de modélisation :

On considere des lancers successifs d’un dé a 6 faces non pipé.

On note X la variable aléatoire correspondant a la somme des numéros obtenus sur la face
visible du d¢€ et sur sa face opposée.

Alors X est une variable aléatoire certaine égale a 7.

Fonction de répartition : X suit la loi certaine telle que P([X = m]) = 1 pour m € R.

Proposition 1 :

Soit X unevariable aléatoire réelle discrete finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine).
Il existe donc m € R tel que P([X = m]) = 1.

Alors :

1. Alors X admet une espérance et une variance.

2. De plus,

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

SHTTANSA SIOTI-DIDHA STAdd VA Al HILIdVHO

E




ECG 2 - 2026-2027 I. LOIS FINIES USUELLES

I.2 — Loi de Bernoulli

Définition 2 — Loi de Bernoulli :

Soitp € [0;1].

© Remarque On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli, noté X — B(p), si
Une variable aléatoire sui-

vant la loi de Bernoulli X(Q2)={0;1} et P(X=1])=p, P(X=0)=1—p.
de parametre p = 1 ou|
p = 0 est une variable

quasi-certaine.

Exemple de modélisation : Toute expérience aléatoire n’ayant que deux issues possibles peut étre
appelée expérience de Bernoulli.

L’'une des issues est appelée « succes », I’autre « échec ». Le parametre p correspond a la probabilité

R A retenir de succes, 1 — p celle de I’échec.
Pour A € A alors la fonc-

tion indicatrice 1, suit une L I
loi de Bernoulli de para- Exemples 2 — Exemples de modélisation :

meétre P(A).

— Le résultat d’un lancer d’une piece de monnaie équilibrée (1 pour pile, O face) suit une
5(3)
loi B(=).
2
— Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant

seulement deux issues (0 pour échec, 1 pour succes) suit une loi B(p) ou p est la
probabilité de succes.

Fonction de répartition : X — B(0.7).

0,3 et

Représentation de B(p) :

Probabilités

Ci-contre, le diagramme en batons associé a une
loi de Bernoulli de parameétre p.

Valeurs

Etle code en Python :

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Editeur

import matplotlib.pyplot as plt

[ SR

3 # Données
4+ val = [0,1]
s loi = [.3,.7]

=N

7 # Création de la figure
s fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,4)

10 # Diagramme en batons
1 ax.bar(val, loi)

131 # Graduations personnalisées
4 ticks = [.3,.7]

16 ax.set_xticks(val)
17 ax.set_xticklabels([r"$0$", r"$1$"]1)

v ax.set_yticks(ticks)

2 ax.set_yticklabels([

2 rn$1_p$u,
23 r"$p$" s
4 1)

25

6 # Titres

27 ax.set_xlabel("Valeurs")

23 ax.set_ylabel("Probabilités")
29

0, # Affichage

31 plt. show ()

)

Proposition 2 :

Soit X — B(p).
Alors :

1. X admet une espérance et une variance.

2. De plus,
E(X)=p et

V(X) =p(1—p).

I.3 — Loi binomiale

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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O Remarque
[_ B(p) = B(1,p).

A Attention ___

Définition 3 — Loi binomiale :
Soient n € N*,p € [0;1].

On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p, noté X — B(n, p), si

k

Ne pas oublier la condition
de mutuelle indépendance.

AQ)=1[0;n] et VYke[0;n], PX=k)= (77) pE(1— )t

Exemple de modélisation : Toute expérience consistant a effectuer n épreuves de Bernoulli
identiques i.e. de méme parametre p et indépendantes (le résultat de I’'une ne dépend pas du résultat
des autres).

Alors la variable aléatoire donnant le nombre de succes obtenus au cours de cette expérience suit la

loi binomiale de parametre (n, p).

Exemple 3 — Exemple de modélisation :

On lance successivement 10 fois un dé équilibré et on note X la variable aléatoire correspon-
dant au nombre de six obtenus.

Alors X — B (10, %)

Fonction de répartition : X — B(5;0,7).

0.47 —

3.08. 102 — .
1 2

Représentation de B(n;p) :

Donnons quelques diagrammes en batons associés aux lois B(n; p) avec n = 30 et

p € {0,05;0,14;0,23;0,32;0,41;0,5}.

0.35 |

0.30 1

p=0.05
0.25 1 var=1.425

< 0.20 A
%
& 0.15 A

0.10 1

F. PUCCI

0.05 A Lycée Gerville Réache

0.00
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< 0.10 1
I

x
z 0.08 4

0.16

0.14 1

0.12 1

0.06

0.04 1

0.02

0.00-

p=0.14
var=3.612

p=0.23
var=5.313

p=0.32
var=6.528

Avec le code en Python :

import matplotlib.pyplot as plt
import math

# Paramétres

p= ...

# Lot binomiale
val = list(range(n+1))

0.14 4

P(X=k)

p=0.41
var=7.257

p=0.5
var=7.500

loi = [math.comb(n,k)* (p**k)*((1-p)**(n-k)) for k in vall

# Création figure

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,4))

# Histogramme discret
ax.bar(val, loi, width=0.9)

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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18 # Azes
19 ax.set_xlabel("k")
0 ax.set_ylabel("P(X=k)")

» # Annotation

3 var = n¥px(1-p)

24 ax.text(0.15%n, max(loi)*0.7,
25 f"p={p*\nvar={var:.3f}",
26 fontsize=12)

8 # Limites pour un rendu propre
» ax.set_xlim(-1, n-22)

s1. # Affichage
»  plt.show()

Proposition 3 :

Soientn > 1,p € [0;1] et X — B(n, p).

Alors :

1. X admet une espérance et une variance.

2. De plus,
E(X)=np et V(X)=np(l—p).

I.4 — Loi uniforme

Définition 4 — Loi discrete uniforme :

(D1 Soitn > 1.

On dit que la variable aléatoire X suit une loi discréte uniforme sur [1;n], noté
X U([1;n]), si

Q) =[1:n] et VEke[lin], P([X:k]):%.

 Plus généralement, pour tous entiers a,b € Z avec a < b.

On dit que la variable aléatoire X suit une loi discréte uniforme sur [a;b], noté
X U([a;b]), si

SHTTANSA STIOTI-D9DHA STAddVH "Al HILIdVHD

2(Q) = [a;b] et Vke[asb], P(X=k])= ﬁ
A Attention __
Erd([[a;b]]) —b—a+l.
Remarque : Si X — U([1;n]) avec n = b — a + 1, alors
Y=X+a—1— U([a;b]).
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Exemple de modélisation : Toute expérience possédant n issues différentes (qu'on numérote de 1

an) qui sont équiprobables.

Alors la variable aléatoire X égale a i si l’issue 7 est obtenue lors de 1’expérience suit une loi uniforme

sur [[1;n].

uniforme sur [1; 6].

Exemples 4 — Exemples de modélisation :

— La variable aléatoire X correspondant au résultat d’un lancer de dé équilibré suit la loi

— Laloi de Bernoulli de parametre % correspond a la loi uniforme sur [0 ; 1].

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire
au hasard une boule. Le numéro obtenu suit une loi uniforme sur [1;n].

Fonction de répartition : X — U([[1;6]).

DR OIN D|w DA Ot

Représentation de 2/ ([a; b]) :

Ci-contre le diagramme en batons de la loi :

U([1;5]).

Avec le code en Python :

1 import matplotlib.pyplot as plt
2

3 # Support de la lot uniforme

P(X=k)

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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__ © Remarque

La loi est bien définie
puisque les probabilités des
événements sont positives
et, a partir des résultats sur
les séries géométriques :

4 val = [1, 2, 3, 4, 5]

6 # Loi uniforme discréte sur {1,...,5}
7 loi = [1/5 for _ in val]

9 # Création figure
o fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,4))

12 # Histogramme discret
13 ax.bar(val, loi, width=0.9)

15 # Azes
16 ax.set_xlabel("k")
17 ax.set_ylabel ("P(X=k)")

19 # Limites pour un rendu propre
0 ax.set_x1im(0.5, 5.5)

» ax.set_yticks([0, 1/5])

3 ax.set_yticklabels(["0", r"$\frac{1}{5}$"])
24

s # Affichage

% plt.show()

Proposition 4 :

Soientn > 1et X — U([1;n]).

Alors :
1. X admet une espérance et une variance.
2. De plus,
n—+1 n?—1
E(X) = t V(X)=
(0 ="0= e VOO =T

I1. LoIS INFINIES USUELLES

I1.1 — Loi géométrique

Définition 5 — Loi géométrique :

Soient p € ]0;1[etg=1—p.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p, notée X — G(p),
si
X(Q) =W et VEEN, P(X=k)=(1-p" p=q""p

+0oo +oo
dp-d-t=p> q P i o . o
— — Exemple de modélisation : Toute expérience aléatoire consistant en une succession infinie
_ P, | d’épreuves de Bernoulli identiques (méme parametre) et indépendantes
1—g¢q
F. PUCCI Lycée Gerville Réache

SHTTANSA SIOTI-DIDHA STAdd VA Al HILIdVHO




ECG 2 -2026-2027 II. LOIS INFINIES USUELLES

Alors la variable aléatoire donnant le rang d’apparition du premier succes obtenu lors de I’expérience
suit la loi géométrique de paramétre p.

En effet, posons :

— P, : «obtenir un succes au i°™ lancer »,
— F, : «obtenir un échec au ™ lancer ».
(3

AlOI‘S [X - k] - Fl ﬂ F2 ﬂ ﬂ Fk—l ﬁ Pk‘
Les lancers étant indépendants, on obtient :

P(X=k])=P(F, NnFyn..NnF,_ NPy
=P(F,) xP(Fy) x ... x P(F,_1) x P(P})
=¢"'p.

Exemples 5 — Exemples de modélisation :

— Une loi géométrique modélise un premier temps d’arrét.

Si X renvoie le rang du premier succes dans une succession d’expériences de Bernoulli
identiques, mutuellement indépendantes, alors X suit une loi géométrique ou p est la
probabilité de succes d’une expérience de Bernoulli.

— On lance successivement un dé équilibrée jusqu’a obtenir un six. On note X la variable
aléatoire correspondant au numéro du premier lancer tombé sur six.

1
Alors X — G (—)
6
— On considere une urne contenant r boules rouges et v boules vertes. L’expérience
consiste au tirage infini d’une boule avec remise.

On note X la variable aléatoire . donnant le rang d’apparition de la premiere boule
rouge.

AlorsX<—>§< " )
r+v

Fonction de répartition : X — G (%)

"

Représentation de G(p) :

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Ci-contre le diagramme en batons de la loi :

0.200

0.175

0.150

0.125

P(X=k)

0.000

Et le code en Python :

1

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

Proposition 5 :

Soient p € ]0; 1] et X — G(p).

import matplotlib.pyplot as plt

# Paramétre
p= ...

# Support de la lot géométrique
val = list(range(1,25))

# Lot géométrique
loi = [p*(1-p)**(k-1) for k in val]

# Création figure
fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,4))

# Histogramme discret
ax.bar(val, loi, width=0.9)

# Azes
ax.set_xlabel("k")
ax.set_ylabel("P(X=k)")

# Graduations entiéres
ax.set_xticks([1,5,10,15,20])

# Limites pour un rendu propre
ax.set_x1im(0.5, 23)

# Affichage
plt.show()

0.100

1 0.075
g (g) : 0.050

0.025

10

15 20

Alors :

1. X admet une espérance et une variance.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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— © Remarque ___
La loi est bien définie. Les

probabilités sont bien posi-
tives et a partir de la série
exponentielle

+
e—)\

Mg

»
2] E RN,
o[>

> R(x=k) =
:@7>‘Z
k=0

:e’A-e

=

1.

2. De plus,

1

La loi géométrique est aussi caractéristique des lois sans mémoire. C’est le propos de la proposi-
tion (6) :

Proposition 6 :

Soit X une variable aléatoire réelle discréte infinie telle que X — G(p) oup € ]0; 1].

Alors pour tout (k,£) € N? :
. P(X>k])=q¢" ong=1—p.
2. P(X>k+ 1)) =P([X>k]) x P([X > {)).

Corollaire 7 — Loi sans mémoire :

Soit X une variable aléatoire réelle discréte infinie telle que X — G(p) oup € ]0; 1].

Alors pour tout (k, £) € N?:

On dit alors que la loi géométrique est a perte de mémoire (la propriété X > k est oubliée, seul le
délai est retenu) ou encore que la loi géométrique est sans mémoire.

I1.2 - Loi de Poisson

1,

Définition 6 — Loi de Poisson |

Soit A un réel strictement positif.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre A, notée P (\), si

A

X(Q)=N et R

VkeN, P(X=k)=ce

Exemple de modélisation : Toute expérience aléatoire simulant I’occurrence d’un événement rare
au sein d’une tres grande population ou dont la probabilité d’apparition sur un intervalle de temps

— A& Attention
Ce n'est pas une loi sans

mémoire.

T ne dépend que de la durée de cet intervalle.

Plus précisément : On considere (X,,) une suite de variable aléatoire réelle telle que, pour tout

neN*

nEN*,Xn%B(n,é> ou > 0.
n

|1]. Siméon Denis Poisson (1781-1840)

«La vie n’est bonne qu’a deux choses : découvrir les mathématiques et enseigner les mathématiques »

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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On a alors, pour tout k < n :

~ 1 ~ e A 1
n—+oo n—+0oo n—+oo
M

ol X est une variable aléatoire réelle . telle que X — P(A).

La loi de Poisson apparait comme la limite de lois binomiales 5 (n, A) .
n

Ainsi, si n grand | et donc A proche de 0) la loi () est une bonne approximation de la loi
n

B (n, é)
n
Exemple 6 — Exemple de modélisation :

A Attention -
« On a sanctionné les copies

dans lesquelles Poisson (ou
tout autre mathématicien) — Si on regarde la probabilité qu’une ampoule donnée grille entre 14h et 15h aujourd’hui,

etait écrit sans majuscule. » cette probabilité est presque nulle.
Rapport de Jury HEC 2021

Mais si on compte, a Paris, le nombre de d’ampoules qui ont grillé entre 14h et 15h
aujourd’hui, on peut simuler ce nombre par une loi de Poisson.

— On considere une autoroute pour laquelle il y a en moyenne 1, 8 accidents par semaine.

La variable aléatoire comptant le nombre d’accidents par semaine sur cette autoroute
suit une (1, 8).

— On considere un livre contenant des fautes d’impression. On sait de plus qu’il y a en
moyenne 0, 8 faute d’impression par page.

La variable aléatoire comptant le nombre de fautes d’impression sur une page de ce
livre suit (0, 8).

— On considere un serveur téléphonique qui recoit en moyenne trois appels toutes les
minutes.

La variable aléatoire comptant le nombre d’appels recus par le serveur en une minute
suit une P(3).

Fonction de répartition : X — P (5).

SHTTANSA SIOTI-DIDHA STAdd VA Al HILIdVHO
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e

0.6160
0.4405

0.2650

0.1247
0.0404

Représentation de P(\) :

Ci-dessous quelques diagrammes en batons de la loi :

P(X=k)

PN oup € {0,8;1;5;10} .

P(X=k)

0.175 4

0.150

0.125 4

0.100 A

0.075 4

0.050 1

0.025 A

0.000

Et le code en Python :

import matplotlib.pyplot as plt
import math

# Paramétre

lam = ... # Le paramétre lambda

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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30

31

32

33

34

35

Proposition 8 :

Soient A > 0 et X — P(N).

# Support tronqué
val = list(range(0, 25))

# Loi de Poisson

loi = [math.exp(-lam) #* lam**k / math.factorial(k) for k in wval]

# Création figure
fig, ax = plt.subplots(figsize=(6,4))

# Histogramme discret
ax.bar(val, loi, width=0.9)

# Azes
ax.set_xlabel("k")
ax.set_ylabel("P(X=k)")

# Graduations entiéres
ax.set_xticks([0,5,10,15,20])

# Limites pour un rendu propre
ax.set_x1im(-0.5, 25)

# Annotation

ax.text (18, max(loi)*0.7,
rf"$\lambda = {lam}$",
fontsize=12)

# Affichage
plt.show()

Alors :

1. X admet une espérance et une variance.
2. De plus,

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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