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DM 5 Couple de variables aléatoires

Exercice 2 – (court extrait d’EM Lyon 2026) :
…

Partie B : Étude de la ligne de niveau zéro

On considère la fonction 𝑔 ∶ ℝ∗ → ℝ définie par :

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 1
𝑥

.

3. Donner le signe de 𝑔 sur ℝ∗.

Correction : Comme ∀ 𝑢 ∈ ℝ, 𝑒𝑢 ⩾ 1 ⟺ 𝑢 ⩾ 0, on en déduit le tableau de signe de 𝑔 sur ℝ∗ :

𝑥

𝑒−𝑥 − 1

𝑥

𝑒−𝑥 − 1
𝑥

−∞ 0 +∞

+ 0 −

− 0 +

− −

Conclusion : ∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑔(𝑥) ⩽ 0.

4. Montrer que la fonction 𝑔 admet un prolongement continu en 0.

Correction : En deux étapes :
— Pour tout 𝑥 non nul, 𝑔 est le quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule

pas. Elle est donc continue sur ℝ∗.
— Comme 𝑒𝑢 − 1 ∼

𝑢→0
𝑢, 𝑓(𝑥) ∼

𝑥→0

−𝑥
𝑥

= −1 et lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = −1 qui est fini.

La fonction 𝑔 admet donc un prolongement par continuité en 0 en posant 𝑔(0) = −1.

Commentaires : Le prolongement obtenu est alors continu sur ℝ tout entier.

On note encore 𝑔 le prolongement continu de 𝑔 à ℝ.
5. Montrer que 𝑔 est dérivable en 0, et préciser la valeur de 𝑔′(0).

Correction : Pas d’autre méthode que de regarder la limite du taux d’accroissement en 0 :

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)
𝑥 − 0

=
𝑒−𝑥−1

𝑥
+ 1

𝑥
= 𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥2

Or, 𝑒𝑢 = 1 + 𝑢 + 𝑢2

2
+ o

𝑢→0
(𝑢2).

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Donc, 𝑒−𝑥 = 1 − 𝑥 + 𝑥2

2
+ o

𝑥→0
(𝑥2) puis 𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1 = 𝑥2

2
+ o

𝑥→0
(𝑥2) ∼

𝑥→0

𝑥2

2
.

On en déduit, 𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1
𝑥2 ∼

𝑥→0

1
2

et lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)
𝑥 − 0

= 1
2

.

La fonction 𝑔 est donc dérivable en 0 et on a : 𝑔′(0) = 1
2

.

6. a. Calculer 𝑔′(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗.

Correction : Pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑔 est le quotient deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas. Elle est donc dérivable sur ℝ∗ et on a :

∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑔′(𝑥) =
−𝑥𝑒−𝑥 − (𝑒−𝑥 − 1)

𝑥2 = −𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 − 1
𝑥2 .

b. Montrer que 𝑔′(𝑥) > 0 pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗.

Correction : D’après la question précédente, le signe de 𝑔′(𝑥) dépend de celui de

𝜑(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 − 1.

On étudie rapidement les variations de la fonction 𝜑 qui est clairement dérivable comme somme de
fonctions qui le sont sur ℝ∗.

∀ 𝑥 ∈∗
R, 𝜑′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥,

dont le signe est celui de 𝑥. On en déduit le tableau de variation de 𝜑 :

𝑥

𝜑’(𝑥)

𝜑

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

Conclusion, ∀ 𝑥 ∈ ℝ∗, 𝜑(𝑥) > 0 donc 𝑔′(𝑥) = −
𝜑(𝑥)
𝑥2 < 0.

c. Déterminer soigneusement les limites de 𝑔 en −∞ et +∞, puis dresser son tableau de variation.

Correction :
En +∞ : Comme lim

𝑥→+∞
𝑒−𝑥 − 1 = −1, d’après les théorèmes sur les limites de quotients,

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0.

En −∞ : On a 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 1
𝑥

∼
𝑥→+∞

𝑒−𝑥

𝑥
.

Avec 𝑥 prenant des valeurs négatives, par croissances comparées, on en déduit,

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = −∞.

D’après les questions précédentes, on dresse le tableau de variation de 𝑔 :

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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𝑥

𝑔’(𝑥)

𝑔

−∞ +∞

+

−∞−∞

00

Commentaires : On vérifiera au passage que 𝑔 prend bien des valeurs négatives.

−2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

𝑔(0) = −1

𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 1
𝑥

𝑥

𝑔(𝑥)

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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