ECG 2 -2026-2027

A savoir faire les yeux fermés

Suites récurrentes —— Avec 1'IAF I

Exercice 1 [CorrectiON P. 1] ™=

Soit f la fonction définie sur [0 ; 2] par :

Soit (uy, ),en la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u,, .1 = f(uy,).
1. Etudier les variations de f sur [0;2]. En déduire que [0 ; 2] est stable par f.

2. En déduire que la suite (u,,),cy est correctement définie et que, pour tout n € N,
0<u, <2.

3. Déterminer les points fixes de f sur [0;2]. Notons « I’'unique point fixe de f dans [0;2].

4. Montrer que : Vz € [0;2], |f'(z)| <

O =

5. Montrer que : Vn € N, |u, 1 —a| < % lu,, — al.
1 n
6. En déduire que : Vn € N, |u,, — a| < (5) lug — a.

7. Enfin, en déduire que : Vn € N, |u,, — a] < 29%.

8. Montrer que (u,,),,cy converge et déterminer sa limite.

9. Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie une valeur approchée de a &

10~ pres, obtenue en calculant le terme u,, d’indice minimal tel que 9% <1074

1 def valeur_approchees():

2 u =
3 n =

= 4 while
5 u-= ...
6 n= ...
7 return u

Correction de I’exercice 1 : [EnoncE]

1. Pour tout z € [0;2],  + 3 # 0 donc la fonction f quotient de deux fonctions dérivables dont
le dénominateur ne s'annule pas est également dérivable sur [0;2] et on a :

(x+3)—(z+2) 1
Vrel0;2], fl(z) = = > 0.
10;2], f'(=) (z + 3)2 (x + 3)2
La fonction f est donc strictement croissante sur [0;2] et on en déduit son tableau de
variations :
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O Remarque
Il est trées important de
dire ou on résout I'équation.
Cela permet ensuite d'écar-

ter les points fixes en trop.

A Attention ___
Ne pas oublier de dire que f

est dérivable sur I'intervalle

considéré !

4B 0 2
f(@) -
4
7
o, _—
3
2 4 2k 2 4 e
Comme 0 < = G < 2, on en déduit que f([0;2]) = [5 ; ?] C [0;2]. L'intervalle [0;2] est
stable par f.

. Comme ug € [0;2] qui est stable par f, Vn €N, u,, €[0;2] i.e. 0 < u,, <2.

Commentaires : Si jamais cela bous semble trop court, on peut aussi le montrer par récurrence :
Initialisation : D’apres I'énoncé, ug = 0 donc 0 < ug < 2.
Hérédité : Soit n € N tel que 0 < u,, < 2 i.e. u, €[0;2].
D’aprés la question précédente, [0;2] est stable par f donc w,. ., = f(u,) € [0;2]
i.,e. 0 <wu,,.q, <2 et I'hérédité.
Synthese : Initialisée a partir de n = O et héréditaire, la propriété est donc vraie pour tout n € N :
VneN, 0<u, <2.

. Soit z € [0;2].

On résout

x+2:x

x+3

= z+2=x(zx+3) (x #+ -3)
= r4+2=22+3z

= 224+22—-2=0

Avec A = b? —ac = 44 8 = 12 = (2/3)2, on trouve deux solutions :

VA _ 2B o g= VA

2 2 2 2 2

Comme x5 ¢ [0;2], la fonction f admet un unique point fixe & = 2; = —1 + /3 dans [0;2].
. Pour tout 2 € [0;2], z + 3 > 3, donc

| — L 1.1
F@l=mr < -0

. La fonction f est dérivable sur [0;2] qui est stable et, d’aprés la question précédente,

Vo € [0;2], |f(x)] <= % En appliquant I'inégalité des accroissements finis a f entre

Uu, et o :
[Fun) = £(@)] < 5 lun —al.

Par définition de (u,,),cp €t propriété de «, on a finalement :

1
|un+l —Oé| < § |un_a|'

n
. On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : « |u, —a| < (—) lug — o ».
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0
Initialisation : Comme (%) =1, P(0) est un tautologie (toujours vraie) car

1 0
o —al < (5) luo—al.

Commentaires : P (1) découle de I'inégalité des accroissements finis entre u et « :

1
| f(uo) — fla)] < 9 lug — af.
Par définition de (u,, ), cn €t propriété de «, on a finalement :
1
|lu; —af < (%) |lug — | qui est P(1).
Hérédité : Soit n € N, et supposons que P(n) est vraie.

D’apreés la question précédente, on a :
1
|’U,n+1—04| < §|un_a .
Or, par hypothése de récurrence,

1 n
[un—al < (5) luo—al.

En remplacant, on obtient :

1 1 n 1 n+1
i —al <5 x (5) lw—al=(5) lw—al.

Donc P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Initialisée pour n = 0 et héréditaire, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N :

1 n
vneN, |u, —al < (5) lug — af .

7. Comme ug et a appartiennent tous deux a l'intervalle [0; 2], leur distance est inférieure 3 2 :

|ug — |

0 Ug (0% 2

Longueur max =2 —0 =2

Donc |ug — «| < 2 et, en remplacant dans I'inégalité de la question précédente, on a :
1

VneN, |u, —al < (§>n|u0—a| <2(%>n.

8. Comme 0 < L <1, lim 2 (1> =0.
9 n—+oo 9

D’apres le théoréeme d’'encadrement, on en déduit lim |u, —a|=0ie lim u, =«:
n—+oo n—+oo

La suite (u,),cy €St convergente vers a.

9.

1 def valeur_approchees():
2 u=20
3 n=20
4 while 2/(9%*n)>10%*(-4)
5 u = (ut+2)/(u+3)
6 n = n+l
7 return u

F. PUCCI Lycée Gerville Réache

AVI I DIAY — SHINAIINDTA SALING

'




ECG 2 - 2026-2027 A savoir faire les yeux fermés

Commentaires : Tant que 2/(9%*n) est strictement plus grand que >10%* (=4), on calcule les termes
de la suite (u,,),cn par u = (u+2)/(u+3) et on incrémente la valeur de n avec n = n+1.

La fonction def waleur_approchees () renvoie la valeur de w mais on peut écrire aussi return u,n
et on aura alors la valeur du plus petit entier n tel que |u,, —a| < 1074

On trouve o« = 0,7320 et n = 5.
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