ECG 2 -2026-2027

A savoir faire les yeux fermés

Remédiation 22 Loi. d'une somme'

Exercice 1 — (Somme de lois de Poisson)
Soient A > O et u > 0.

[CORRECTION P. 2]

Soient X — P(\) et Y — P(p) deux variables aléatoires réelles indépendantes.

Déterminer laloide Z = X + Y.

Exercice 2 — (Somme de lois binomiales)

Soientn € N*, m € N*etp € ]0;1[.

[CORRECTION P. 2]

Soient X «— B(n,p) et Y — B(m, p) deux variables aléatoires réelles indépendantes.

Déterminerlaloide Z = X + Y.

Exercice 3 — (Somme de lois géométriques) [CorrectiON p. 3]

Soient p € ]0;1[ et ¢ € |0; 1] deux réels distincts.
Soient X «— G(p) et Y — G(q) deux variables aléatoires réelles indépendantes.
Déterminer laloide Z = X + Y.

Exercice 4 — (Somme de lois uniformes)

Soit n € N*.

[CORRECTION P. 4]

Soient X < U([[1,n]) et Y < U([1,n]) deux variables aléatoires réelles indépendantes.

Déterminerlaloide Z = X + Y.

Commentaires : Ces exercices sont tous les mémes. La rédaction est donc fortement similaire :

1. On commence par déterminer le support de la loi 7 :

X(82) Y(€2) 7(Q2)
Exercice 1 N N N
Exercice 2 [0;n] [0;m] [0;n+m]
Exercice 3 IN* IN* [2;400[
Exercice 4 [1;n] [1;n] [2;2n]

2. Ondétermine P(Z = k) grdce a la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements associé
a X, c’est-a-dire la famille ([X = i]);cy (., pour un k € Z(£2).

On commencera donc toujours par calculer :
Soit k € Z(Q).
P(Z=Fk)=P(X+Y = k])
= ) P(X+Y=KN[X=i])

iEX(Q2)
=) P(Y=k—iNn[X=i])
1€R(2)
= Z P([Y =k —1i))P([X =14]) (parindépendance )
iEX(Q)

... la suite dépend des lois considérées.
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Correction de I’exercice 1 : [EnoncE]
Comme X(Q2) =Net Y(©) =N, ona Z(Q) = N.
Soit k € N.

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d'événements associé a X,
c'est-3-dire la famille ([X = i]);cn-

P([Z = K]) = P([X +Y = k)
:ZP([X—i—Y:k]O[X:i])

1€N

=> P([Y =k—i])P([X =i]) ( parindépendance )

=0
:iP([Y:k—i])P([X:i]) (cark—i>0<= k<)
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La somme de deux lois de Poisson de parameétres A et p est une loi de Poisson de paramétre \ + p.

Correction de ’exercice 2 : [EnoNcE]
Comme X(Q) = [0;n] et Y(2) = [0;m], on a Z(Q) = [0;m + n].
Soit k € [0;m + n].
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On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements associé a X,
c'est-a-dire la famille ([X = i]);c[o.n]-

P([Z=k]) =P([X+Y =k])

) P([X+Y=klN[X=1])

:ZP([Y:k—i]ﬁ[X:i])

= ZP([Y =k—4)P([X=1])) ( par indépendance )
=0

(knj Z) P =) (?) P —p)"
_ Z (k’nj Z) (?) pk(l . p)m+n—k

— pk(1 — pymin—k i (k;T Z) (?)
=0

La somme de deux lois binomiales de paramétres n,p et m,p est une loi binomiale de para-
métre m + n, p.

Correction de ’exercice 3 : [EnoncE]
Comme X(2) = N* et Y(Q) = N*, on a Z(2) = [2; +o0].
Soit k € [2; +o0].
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On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements associé a X,
c'est-a-dire la famille ([X = 4]);cp--

P([Z=F)=P(X+Y=k])

= P(X+Y=Kn[X=1)

=1

=Y P(Y=k—i]ln[X=i])

=1

= fP([Y =k —i])P([X =1i]) ( parindépendance )

k—1
1f(1;>
= 1—¢
=pa(l—q)**
(1—q) p—
_p Lm0 A
P—q

Correction de I’exercice 4 : [Enonci]
Comme X(Q) =[1;n] et Y() = [1;n], on a Z(Q2) = [2;2n].
Soit k € [2;2n].

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d'événements associé a X,
c'est-a-dire la famille ([X = i]);c[1.n]-

P(X+Y = k]) P(X+Y=4kN[X=1i)

[
NE

=
n

S P(Y=k—iln[X=1])

1

= En:P([Y =k —i|)P([X =1i]) ( parindépendance )
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D'ou,
P(X+Y=k)= >  PIY=k—i)P(X=i])

1<i<n
k—n<i<k—1

- > -
- 2
1<<n
k—n<i<k—1
min(n,k—1)

2
i=max(1,k—n) w

1, .
= E(mm(n, k—1) —max(1,k—n)+1)
On distingue alors deux cas.

Premier cas: k > n + 1: Alors min(n,k — 1) = n et max(1,k —n) = k —n puis

2n—k+1

P((X+Y =) = 5 (n— (k—n)+1) = 22—

n2 n

Deuxieéme cas : k < n: Alors min(n,k— 1) =k — 1 et max(1,k —n) =1 puis

P(X+Y =)=~ (h—1-1+1)= =1
n n
Et on remarque que les deux formules coincident pour k = n + 1.
En conclusion,
LA T R
Vke[2:2n], P(X+Y =k]) = "
k—1 .
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