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I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

I.1 — Introduction

Une urne contient 6 boules numérotées de 1 a 6.

— On en tire une et on note son numéro X.
— On retire alors toutes les boules dont le numéro est strictement supérieur a X.

— On tire une nouvelle boule dont le numéro est Y.

Le support de chacune de ces variables aléatoires réelles est X(2) = Y(2) = [1;6]. Q désignant
I’ensemble des tirages sans remise de I’urne.

) est donc I’ensemble des 2-arrangements de 1’ensemble formé des 6 boules de 1’urne.
Le couple (X, Y) est une nouvelle variable aléatoire de support [[1;6] x [1;6].
On veut déterminer la loi de (X,Y).

Cela revient a chercher, pour tout couple (i ; j) € [1;6]°,

1 1 L
. =X = sig<1
O, P(X=i)N(Y =) =P(R=1i) x Puey(Y=3) =96 & °
0 sij >
’ X\ Y H 1 2 3 4 5 6 H P(X:k)‘
1 1 0 0 0 0 0 1
6 6
1 1 1
2 = - 2
12 12 0 0 0 0 6
1 1 1 1
3 18 18 18 0 0 0 5
1 1 1 1 1
4 = = = = L
24 24 24 24 0 0 6
5 irP i 1 1 1 1
30 30 30 30 30 6
6 iz 1 1 1 ‘1 1 1
36 36 36 36 36 36 36
PY—k) | 22 22 19 37 11 1 1
120 120 120 360 180 36

Commentaires :

— Ce tableau donne la loi, dite conjointe, du couple (X, Y).

— Les marges (obtenues en sommant les valeurs) comportent les lois de X et de Y. On les
appellera donc les lois marginales.

F. PUCCI
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ECG 2 - 2026-2027 I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Définition 1 — Couple de variables aléatoires :

Soient X et Y deux variables discrétes définies sur €.

On appelle couple de variables aléatoires, noté Z = (X;Y), I’application

7Z: Q — [R?
w = (Kw);Y(w).

\

Exemple 1 — Min et Max :

On lance deux fois de suite un dé a 6 faces.

— On note X la variable aléatoire égale au plus petit des deux résultats obtenus.

— On note Y la variable aléatoire égale au plus grand des deux résultats obtenus.

Rapidement et facilement : 8
o o >
X(Q)=1[1;6] et Y(Q)=1[1;6] i
[
e
=~
=
’ XY H 1 2 3 4 5 6 H P(X:U‘ =

1 2 2 2 2 2 11
' |l3 3 36 36 36 36| 36 S
1 2 2 2 2 9 —

2 O = %% == == = -
36 36 36 36 36 36 ;
1 2 2 2 e =
’ O 0 35 3% 3 36 36 w»
1 2 2 5 S
4 0 0 0 o o o = i
5 o o o o X Z =l >
36 36 36 =
1 1 5
6 0 0 0 0 0 g = -
1 3 5 7 9 11 E

Y — T
PV=311'36 36 36 36 36 36 ! 2!
C >
-
=h
I.2 - Lois conjointe et marginales 5
=
Définition 2 — Loi conjointe et lois marginales : E
©»n
« On appelle loi du couple aléatoire (X,Y) (ou loi conjointe de (X,Y)) la donnée de la =
fonction %
Fuy: X(Q)xY(Q) — [0;1] =
4
(r:y) > PX=a]n[¥ =y)) =
=
)
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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* Laloi de X est appelée la premiere loi marginale du couple (X,Y), et laloi de Y la
seconde loi marginale de (X, Y).

Méthode 1 — Déterminer la loi conjointe d’un couple :

Déterminer la loi jointe de (X, Y) c’est :

— préciser X(2) et Y(2).

— déterminer P([X = x] N [Y = y]) pour tous x € X(Q) ety € Y(Q).

Ficure IV.1 : Loi des probabilités totales pour [X = z] a travers le sce ([Y = y])yey(ﬂ).

Proposition 1 — Lois marginales :

Soient X et Y deux variables discrétes définies sur €.

Vo eX(Q), P(X=az])= > P(X=z]n[Y=y])

Vyev(®), P(V=y)= ) P(X=z]n[y=y)

P’ Preuve : Soit z € X(Q). La famille ([Y = Y])yev(o) forme un systeme complet d’événements de (2.

Par la formule des probabilités totales appliquée a I’événement [X = x], on a immédiatement :

P(X=a))= ) P(X=an[Y=y).

yeY(Q)

Le raisonnement est rigoureusement identique pour la seconde loi marginale en échangeant les rdles de X
etY.

F. PUCCI
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I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

A Attention ___
La réciproque est fausse :

si on connait les lois margi-
nales, on ne peut détermi-

FiGure IV.2 : Le sce ([X = x])zex(m.

Méthode 2 — Déterminer les lois marginales a partir de la loi conjointe :

Par exemple, on obtient la loi de Y en utilisant la formule des probabilités totales avec
([X = 2]) yex() comme systéme complet d’éveénements :

Vyeve), BY=y)= Y P(X=a]n[Y=y).

zeX(R)

Proposition 2 — SCE associé a un couple :

Soient X et Y deux variables discretes définies sur 2.
* La famille ([X = 2] N [Y = y]) ;. )ex(@)xv() €st un systetme complet d’événements.
* La série double Z P([X = z]N[Y = y]) est convergente et sa somme est

(z,y)eX(Q2)xY(Q)
égalea 1.

ner la loi conjointe.

Moralité :

— La loi conjointe contient foute I’information du couple : elle permet de retrouver de maniere
unique les deux lois marginales.

— La connaissance des lois marginales seules ne suffit pas a reconstituer la loi conjointe, sauf
dans le cas tres particulier ou les variables sont indépendantes.
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Lycée Gerville Réache

rd

~

SHLAAISIA SHIIOLVA'TV SHTAVIIVA Hd SH'IdNOD ‘Al HILIdVHD




ECG2-

2026-2027

I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

— © Remarque ___
Cette démonstration est va-

lable dans le cas ot X(2) et
Y (€2) sont finis mais aussi
dans le cas ou ils sont infinis
(dénombrables). Cela im-
plique alors que les sommes

considérées sont infinies.

Figure IV.3 : Le sce ([X

z]NY =y))

A Preuve :

* Tout d’abord I’incompatibilité deux a deux :
Soit (z1,y1) € A(2) x Y(2) et (x9,y5) € X() x Y(£) tels que :

(z1,91) #F (22,92) -

Par commutativité de 1’intersection, on a :

(5y)EX(Q2)x V()"

(K= ]NY=y])N(K=z] N[V =p]) = (K =z N[X=2]) N ([Y =] N[Y = 12])
Comme (x,y;) # (x4, ys) alors x; # x5 ou y; +* y, et 'une des deux intersections est vide.

:®.
Le recouvrement de {2 maintenant :
U =alny=y = (J (LJM=ﬂﬂW=M)
zeX(R2) zeX(Q) \yeY(Q)
yeY(Q)
- U (m:m( U w=m>>
zeX(Q) yeY(Q)
U (x=2]nq)
zeX(Q)
U [X = x]
zeX(Q)
- En particulier :
S R —anr =)= 3 (z P
TEX(Q) zeX(Q) \yeY(Q)
yeY()
-y (3w
yeY(Q) \zeX(Q)

(distributivité de N s

(car ([Y = y])yev(q) estup

(car ([X = z])ex(q) est aussi u

F. PUCCI
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Exercice 1 — (Détermination d’une loi conjointe et lois marginales)

Soit a € R. Un couple de variables aléatoires (X, Y) prend ses valeurs dans {1, 2,3} x {1,2, 3}
et sa loi conjointe est donnée par :

V(Z,]) 6{17273}2a Z]D[Y:jb :CL(Z+]>
1. Déterminer la valeur de la constante a.

2. Présenter la loi conjointe du couple (X, Y) sous la forme d’un tableau a deux entrées.

3. En déduire les lois marginales de X et de Y.

1. Les événements ([X = ] N[Y = j])(; jjeq1,2,3)> forment un systéme complet d’événements.
Ainsi :

36

2. Le tableau de la loi conjointe est le suivant :

D’ou 36a = 1, soit a =

Y
\;Z\\\\\ 1|l 2|3 || Px=4)
1 2|34 9
36 || 36 | 36 36
2 3|45 12
36 || 36 | 36 36
3 4|56 15
36 || 36 | 36 36
9 [ 12] 15
PY=4) | 2| 2|2 1
V=735 | 36 | 36

3. Par sommation sur les lignes et les colonnes, on obtient les lois marginales de X etde Y :

—X(Q) = {1,2,3}

— Y(2) = {1, 2,3} avec la méme loi par symétrie :

| x J1 2 3
g | L 2 b
36 36 36

vy 1 2 3
PY=k | & 2 1
B 36 36 36

F. PUCCI
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I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

A Attention __
Certaines

P(X = a]n[Y = y))
peuvent étre nulles sans
que ni P([X = z]) ni

P([Y = y]) ne le soient.

Exemple 2 — Loi marginales a partir de la loi conjointe :

En reprenant I’ exemple (1) et en sommant par colonne et par ligne, on obtient :

— laloide X: X(Q) =[1;6]
X 1|23 ]4|5]6
111111 K~ U[1;6].
P(X=id) | =|=|=|=z|=|=
616|6|6|6]|6
— laloide Y: Y(2) =[1;6]
X 1|23 516
1 (35| 71911 Yo~ ?
PY=j) | = | ozl oz | 5 | o2 | =
36 | 36 | 36 | 36 | 36

Soient n € [2;+oc] et p € |0;1[. On lance n fois une méme pie¢ce donnant PILE avec la
probabilité p et FACE avec la probabilité ¢ = 1 — p. On note :

— X la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus,

— Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus.
Déterminons les lois de X et Y puis celle du couple (X, V).

— Loi de X : LU’expérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve
de Bernoulli dont le succes “obtenir PILE” est de probabilité p. La variable aléatoire
X prend comme valeur le nombre de succes obtenus sur des n répétitions.

Par conséquent : X ~» B(n;p).
— Loi de Y : De la méme maniere, Y ~~ B(n;q).

— Loi jointe de (X,Y) : Ona X(Q2) = Y(Q) = [0;n].

En remarquant que la somme des PILE et des FACES est toujours constant a n, pour

tout (7, 7) € [0; n,ﬂz, ona:
— sii+j#nalors [X=i|N[Y=j]=0etP([X=iN[Y=j])=0.

— sit+j=mn,alors [ X =i N[Y=jl=[X=4iN[Y=n—1

F. PUCCI
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I. COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

I Rappel
r - pp . 12, >
— Une intersection d’éve-
nements indexée sur un en-
semble vide est égale a Q2

— Une union d’événe-
ments indexée sur un
ensemble vide est égale a @

— Un produit de réels in-
dexé sur un ensemble vide
est égal a1

— Une somme de réels in-
dexée sur un ensemble vide
est égale a 0

Conclusion, pour la loi jointe X(Q2) = Y(2) = [0; n] et

n .
Cp'¢?, sii+j=mn
¥ (i,j) € [05n]®, P =] N [Y = j]) = Q)f” /
0, sit+j#n.

-

I Rappel

—

card (Ja ;b)) =b—a+1.

On effectue une infinité de lancers indépendants de la méme piece donnant PILE avec la
probabilité p € ]0; 1].

On note X et Y les variables aléatoires respectivement égales aux rangs du premier PILE et
du second PILE.

Déterminons la loi jointe du couple (X,Y).

Notons, pour tout & € N*, P, 1’événement « obtenir PILE au k-i¢me lancer » et F), = P,
Considérons déja que X(Q2) = N* et Y(Q) = [2; +o0].
Soit (i, 7) € N* x [2;+o0].
— Si¢ > j: Il estimpossible d’obtenir le second PILE a un rang inférieur ou égal a celui
du premier PILE.
Ainsi, [X =] N[Y = j] =@etdonc P([X =i N[Y =j]) =0.

— Sit<y:
X =i N]Y = j] est réalisé <= on obtient le premier PILE au i-¢me lancer
4 o ‘ et le second au j-ieme lancer
on obtient FACE aux éventuels lancers 1 a
P 1 — 1, puis PILE au ¢-e¢me lancer, puis FACE
aux lancers éventuels 7 + 1 a 7 — 1, et PILE
au j-eme lancer
D’ou,
i—1 j—1
[X=i]lN[Y =j]= ( Fk) NPk, N ( ﬂ Fk> NP,
k=1 k=i+1
Et,
P([X=i]N[Y = ((ﬂFk um(ﬂ Fk>ﬂP>
k=i+1

Par indépendance des lancers, on 51mphhe

)
.

i—1

( (1 p)) X p
k=i+1

711

=(1—-p) p
p*(1—p)~?
Conclusion, X(2) = N*, Y(Q) = [[2; +o0] et
, p2(1—p)=2 sii<j
Vi) € N x [2;+ool, PX =] N[ = ) = 4 P (LTI ST
0 sit > 7.
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1.3 — Fondations et séries doubles

Définition 3 — Suite double :

On appelle suite double (réelle), notée (u toute fonction

iﬂ')u;j)ew’

u: N2 — R.

Théoreme 3 — Théoréme de Fubini-Tonelli (admis) :

Soit (uz j) (i:j)cnz Une suite double a termes positifs.

o V (i;5) €N w;,; >0,
+00
Sj e VjeN, lasérie E u; ; CONVErge Vers s; = E i
€N =0
e lasérie g s converge,
jeN
+o00
o Vie N, lasérie g u; ; converge vers ¢; = E U s
alors JeN =0
e la série E t; converge,
€N
et les sommes doubles satisfont :
+00 +00 +00 +00
2 M=) Mg =D )ty
(4;5)EN? 1=0 j= J=0 i=

.

Exercice 2 — (Sommation double)

‘o 1
Montrer que la série double E i converge et calculer sa somme.
(i,5)EN?

Pour tout (i ; j) € N2, posons u; ; = > 0.

+J
N i
1 1 2
— Pour j € N fixé : E 2lﬂz ]50() N EX 1:5:31-.
=

— La série Z S; = Z — est géométrique de raison % €] — 1, 1[, donc elle converge.

7=0 ]>0
D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, la série double converge et :

il 002
2i+j 202_: 1:4'

8
8

+

<~
Il
o
-
Il
o

F. PUCCI
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Théoreme 4 — Fondation :

Soient I et J deux ensembles finis ou dénombrables. Si (pi, j) (i.j)c1xy EStune suite double
positive telle que Z pi.; = 1, alors pour toutes familles de réels (z;);.; et (y;) jeye il
(i,5)€IxJ '

existe un espace probabilisé (€2, A, P) et un couple (X, Y) de variables aléatoires sur (2 tels
que :

— K(Q) =A{z;,i €I}, Y(Q) = {y;,5 € I}
— V(i) €I xJ, P([X =x;] N [Y:yj]) = Pij

B

Dans I’ exercice (2) , on a établi que la série Z P est convergente de somme égale a 4.
(i,5)EN?

Définissons alors la suite (pi’j)@. jenz Par

v (i,j) € N27pi,j =
On a ainsi :

— YV (i,j) € N*, p; ; > 0,

— la série E p;,; est convergente de somme €gale a 1.
(1,5)EN?

Conclusion, la suite (pL j) i définit la loi jointe d’un couple de variables aléatoires.

,J)EN?

Exercice 3 — (Loi conjointe et constantes inconnues)
Soit a € R et (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? de loi conjointe :

_a
- 2i+jj!‘

V(i,j) €N27 P([XZi]ﬂ[Y:jD

Déterminer la valeur de a ainsi que les lois marginales du couple (X, Y).

Loi de X : Par la formule des probabilités totales avec ([Y = j]) e :

roo e (%)j o
; 2ut41 2t = 4! 20
+0oo
Valeur de o : Comme ZP([X =1i])=1,ona
i=0
1 Ra 1\* 1 e_%
ae2z<—> =1 <= ae2 x2=1 < a= .
2 \2 2

F. PUCCI
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Conclusion : P([X =i]) = 1 ie. X+1~ 9(%), et pour Y :

2i+1
= 67% 67% 1 (l)J 1
p— > — — — - 2 —_—
P([Y—J])—;%mﬂ = gy X2=e i = Yw?<2)

Exercice 4 — (Loi conjointe sur un support infini)

Soit ¢ € R. On considere un couple de variables aléatoires (X, Y) a valeurs dans N* x N* dont la
loi conjointe est définie par :

C

P((X=in[Y=j]) =

1. Montrer que la série double converge et déterminer la valeur de ¢ pour que cette famille de
réels définisse une loi de probabilité conjointe.

2. Déterminer la loi marginale de X, puis celle de Y.
3. Reconnaitre des lois usuelles.

1. Par séparation des variables dans la somme géométrique :

¥y (50)) (E0))

. 1
i =
o 2

+o0 i 1
1\’ 3 1
=t (3) = =

or 3 (3)

La somme vaut donc ¢ x 1 x % = % Pour obtenir une loi de probabilité, il faut % = 1,

d’ouc = 2.

2. Pour tout7 € N* :

P(X—z‘)—ip([x—z‘]mw—ﬂ)—zﬂi?y :% > (%)j—%xé_ (%)

Pour tout j € N* :

P(Y:j):ip([x:i]ﬁhr:jbz%2(%>i:%Xlzggy1

3. On reconnait que :

— X~G (%) <loi géométrique de parameétre p; = %)

— Y~ G (%) <loi géométrique de parametre py, = %)

II. LOIS CONDITIONNELLES

Dans de nombreux problémes, les variables X et Y n’ont pas des roles symétriques : I’une dépend
explicitement du résultat obtenu par I’autre. La notion de loi conditionnelle traduit cette dépendance
chronologique ou structurelle.
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Définition 4 — Lois conditionnelles :

Soient X et Y deux variables discretes définies sur €.

* Soity € Y(Q) tel que P([Y = y]) # 0. La loi conditionnelle de X sachant [Y = y]

I Rappel est ’application
Si P(A) # 0 alors
P, (B) P(ANB) Fry—y + A() — [0;1]
A = .
P<A) X — P[Y:y]([x = 7)])
* Soit x € X(Q2) tel que P([X = z]) # 0. La loi conditionnelle de Y sachant [X = z]
est 'application
Fry—p s Y(Q) — [051]
Y — P[X:;z:]([Y - y])
Méthode 3 — Déterminer une loi conditionnelle :
Pour déterminer la loi conditionnelle de X sachant [Y = y], on donne :
— K(Q).
— Ppy_)([X = x]) pour tous x € X(£2).
Exemple 6 — Un cas fini simple pour bien comprendre :
On considere une urne contenant 4 boules blanches et 3 boules noires.
On tire successivement 2 boules donc sans remise.
On note X la variable aléatoire définie par X = 0 si la premicre boule est noire et X = 1 si
elle est blanche.
On définit Y de la méme facon pour la deuxieme boule.
Déterminons la loi de probabilité du couple (X, Y) ainsi que les lois marginales de X et Y
puis la loi de X conditionnée par Y ainsi que la loi de Y conditionnée par X.
La loi de probabilité du couple (X, Y) est
(Y=0) (Y=1) Total
3 2 3 4
v B 2_L]3 4 23
T 6 7|7 6 7 7
= || 2x32214,3_2) ¢
T 6 7|7 6 7 7
Total 3 2 1
7 7
Les lois marginales sont identiques :
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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__ @idée
On retiendra que pour obte-
nir une loi marginale a par-
tir de la loi du couple ou
d'une loi conditionnelle, il
suffit d’appliquer la formule

des probabilités totales.

T 011 Y 011
P =a) | 212\ pqv=y) | 2|3
La loi de probabilité de Y
— conditionnée par [X = 0] est :
x 01
P(X:O)(W =) é %
— conditionnée par [X = 1] est :
T 011
P(X:U([Y = x]) % %
De méme, la loi de X
— conditionnée par [Y = 0] est :
x 011
P(\Lo)([x - JLD % %
— conditionnée par [Y = 1] est :
T 011
Pooy(X =2 | 3|3

En particulier,

Proposition 5 — Détermination des lois marginales a partir des lois condi-
tionnelles :

Soient (€2, 4, P) un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes.

— Loi du couple (X,Y) :

V (x;y) € X(Q) x Y(Q), P(X=a] N[Y =y]) = P([Y = y]) Py_y ([X

=P ([X = z]) Py ([Y

z])
yl) -

— Loi de X via les lois conditionnelles de X sachant [Y = y] pour tout y € Y(2) :
SiVy e Y(Q),P(Y =y] # 0alors

Vo e X(Q), P(X=z])= > P(Y=y)Py_y (X =2a]).
yeY(Q)

— Loi de Y via les lois conditionnelles de Y sachant [X = x| pour tout z € X(2) :
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ECG 2 -2026-2027 I1. LOIS CONDITIONNELLES

SiVa e X(Q2), P([X = x| # 0 alors

VyeY(Q), P(Y=y)= > P(X=a])Puy(¥=1y].

z€X(£2)

Remarque : Soit z € X(Q2) tel que P([X = z]) # 0.
P(X=a]n[y=y])
P([X = z])

Par définition, Py, ([Y = y]) =
Ainsi, si on connait :
— laloi du couple (X,Y),
— etlaloi de X,
alors on obtient la loi conditionnelle de Y sachant [X = x].
Mais aussi, P([X = z] N [Y = y]) = P([X = z]) x Py_,([Y = y]) donc si on connait :
— laloide X,

— 1la loi conditionnelle de Y sachant [X = x| pour tout z € X(2),

alors on obtient la loi du couple (X, Y).

P Preuve : Les premiéres égalités résultent de la définition des probabilités conditionnelles, les deux der-
nieres formules résultent de la formule des probabilités totales appliquée aux systeémes complets d’événements

(Y =) yev(o et (X = 2])sex()-
Exercice 5 — (Application aux processus de tirages complexes (Loi de Poisson conditionnée))
Soit X ~ P(\) (A > 0) le nombre de baguettes magiques produites en une heure.
Chaque baguette a une probabilité p €]0, 1[ d’étre défectueuse, indépendamment des autres.

Soit Y le nombre de baguettes défectueuses.
1. Préciser la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] pour n € N.
2. En déduire la loi marginale de Y.

1. Sachant [X = n], Y compte le nombre de succes dans n épreuves de Bernoulli indépen-
dantes, donc

P’

Y ~ B(n,p).

X=n]

2. Pour tout k € N, par la FPT avec ([X = n]),,> :

SHLAAISIA SHIIOLVA'TV SHTAVIIVA Hd SH'IdNOD ‘Al HILIdVHD

+o00 “+o00o 67}\)\” n
P(Y = k) = 3 P(X= )Py (Y = k) = > S (7 o1 —p)n ™
n=k n=k :
et f A1 —p)"F e Ap)F f (A1 —p))
K = (n—k) = ,
_ D) oy 00"
k! k!
Ainsi, Y ~ P(\p).
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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I1I. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

A Attention __
Pour que deux variables

soient indépendantes,
|'égalité  de  factorisa-
tion doit &tre Vérifiée
pour tous les couples
(z,y) € X(Q) x V().

Si elle échoue pour un seul
couple, les variables ne son

Méthode 4 — Déterminer une loi conjointe a partir des lois marginales et :

Pour déterminer la loi d’un couple (X, Y) lorsque I’expérience comporte deux étapes succes-
sives, il suffit de déterminer :

— laloi de X, puis les lois conditionnelles de Y sachant [X = x|,

— puis la loi conjointe par multiplication :

P([X - 'ﬂ N [Y - yD - P(X - I>P[X*z1:] (Y - U)

Exercice 6 — (Loi fille et loi mére) m———

Soit n > 1 un entier fixé. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1, n]. Lorsque
I’événement [X = k| est réalisé (avec k € [1,n]), la variable Y suit la loi uniforme sur [1, &].

1. Donner, pour tout k € [1,n], la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].
2. Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).
3. Déterminer la loi marginale de Y.
1. Pour tout k € [1,n], sachant [X = k], Y ~ U([1, k]}). Donc :
1

) -, Vje[lLk
Pyp(Y=4)=4k I1.4]
0, sij>k.
2. Par la formule des probabilités composées :
1 .
. . — sil<j<k<n
P((X =K N[Y=j]) =PX=k) x Py_y(Y =j) = nk
0 sinon.

3. Pour j € [1,n] fixé, Y = j est réalisé si et seulement si X > j. Par la formule des
probabilités totales :

n n n

P(Y=3) = P(X=KNY=3) =Y PX=KNy=s)=> —=->"2

k=0 k—=j k=j

III. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

Définition 5 — Variables aléatoires indépendantes :

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur €2. X et Y sont dites indépendantes
lorsque :

V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(X=z]N[Y=y])=P(X=z]) xPY =y]).

pas indépendantes.
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I1I. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

L’indépendance des variables aléatoires se lit rapidement & I’aide de leur loi conjointe :
Y Y
1 2 3 4 5 6 | Total 1 2 3 4 5 6 | Total
X X
(U S U WS S U NS Bl 1 |1 000 0 o0 %
36 36 36 36 36 36| O 6
1 1
2 (1 1 1 1 1 10 = 2 o 1L 0o 0 0 o] =
36 36 36 36 36 36| © 6 6
1 1
3 1+ 1+ 1 1 1 1 c 3 o o 1l o o0 o G
36 36 36 36 36 36 6
4 | L1111 )l 4 o 0o 0 1 o of 2
36 36 36 36 36 36| O 6 6
5 011111 1)1 5 (o 0o o0 o0 1 of 2
36 36 36 36 36 36| © 6 6
6 |1 1 111 11 6 |0 0o 0o o0 o 1|1
36 36 36 36 36 36| O 6| 6
Total |1 1 1 1 1 17} 1 Total |1 1 1 1 1 17} 1
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
X et Y sont indépendantes X et Y ne sont pas indépendantes

Soient X et Y sont deux variables aléatoires discretes indépendantes.

Alors, tout événement ne dépendant que de la variable X est indépendant de tout événement ne
dépendant que de la variable Y.

Plus précisément, pour tout 2 € X(£2), pour tout y € Y(Q) :

— P(X=a]n [y <y]) = P([X = «]) x P([Y <y]),
— P(X<a]ny <yl) = P(X < a]) x P([Y <)),
— P(X<2]n[Y>y]) = P(X < z]) x P([Y > y)),
— P([X>z]n[Y <yl)) =P(&X > 2] < P([Y <y)),
Cela provient essentiellement du fait que :
Y<yl= [Y = y]]
y;€Y(Q)

et que [X = z] est indépendant de tout événement [Y = y,].

De méme, si on considére X, X, ..., X,, des variables aléatoires discrétes mutuellement indé-
pendantes, alors toute famille de n événements dont chacun est construit a I’aide d’une variable
aléatoire X; est une famille d’événements mutuellement indépendants.

On a méme mieux et ¢’est I’objet du trés célebre lemme des coalitions :
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O Remarque

Un seul suffit!

- me 6 — Lemme des coalitic -

Plus précisément, pour tout x; € X(£2), ..., x,, € X,(2) :

— les événements [X; = ], [Xy < 23], ..., [X, < x,,] sont mutuellement indépendants,

— les événements [X; < 4], [y > 23], ..., [X,, < x,,] sont mutuellement indépendants,

Méthode 5 — Preuve de non-indépendance :

Pour montrer que deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes, il suffit de trouver un
contre-exemple i.e. trouver un couple (z,y) € X(Q2) x Y(Q) tel que

P(X=z]N[Y=y])=0 mais P(X=z])#0 et P([Y=1y]) #0.

Exemple 8 :

Les variables aléatoires X et Y introduites dans 1’ exemple (4) ne sont pas indépendantes.

En effet, on avait X ~ B(n;p), Y ~» B(n;q)

et V@,j)ED\I*x[[2;+OO[[,P([X:i}ﬂ[Y:jD: (i)piqn—i sit+7=mn
0 Sii+j#n
Ainsi :
— P([X=0]) = ¢" et P([Y = 0]) = p", donc P([X = 0]) x P([Y = 0]) = p"¢" # 0
carp € ]0;1[.

— P([X=0]N[Y=0]) =0,carn # 0

D’ot, P([X = 0] N[Y =0]) # P([X = 0]) x P([Y = 0]) et les variables aléatoires X et Y ne
sont pas indépendantes.

.

Exercice 7 — (Test d’indépendance de deux variables)

Soit (X, Y) un couple tel que P([X =] N[Y = j]) = %(z +7) sur {1,2,3}2

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

2 1
OnaP((X=1N[Y=1|) = == —.
B =00 = 1) = 5 = 1
D’autre part, P(X =1)= = ==-etP(Y =1) = -.

36 4 4
CommeP(X=1)xP(Y=1) = 1_16 + 1_18’ les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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ECG 2 - 2026-2027 I1I. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES
Exercice 8 — (Egalité et comparaison de variables géométriques)
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique G(p) de
paramétre p € ]0; 1[.
Déterminer P(X =Y).
On a déja
X)) =Y(Q) =N et VneN, P(X=n])=P(Y=n]) =p(1—p"t
D’apres la formule des probabilités totales, avec ([X = n]), - comme systeéme complet d’éve-
nements, la série Z P([X = n] N [X = Y]) est convergente et
n>1
+00
P(X=Y))=) P(X=n]n[X=Y])
-1
e
=Y P(X=nln[y=n])
n=1
400
= Z P([X =n])P([Y =n]) (par indépendance)
n=1
+00 |
o =Zp2((1—p>2>
n=1

(':1;2 ) m )

1—(1—p)? 2p—p?
- _P
2—p
. oD
Conclusion, P([X =Y]) = Cyp
-p

Soit (X, Y) un couple de variable aléatoire discretes.

« SiVz e X(Q),P(X =z]) + 0alors

X et Y sont indépendantes si, et seulement si V. € X(Q2), Vy € Y(Q),
Py (Y = 9]) = P([Y = y]).

« SiVy e Y(Q),P([Y = y]) # 0 alors

X et Y sont indépendantes si, et seulement si V. € X(Q2), Vy € Y(Q),
Py ([X = z]) = P([X = z]).

Exercice 9 — (Nombre aléatoire de lancers) =

Une urne contient trois jetons numérotés de 1 a 3. On tire un jeton au hasard et on note X le
numéro obtenu. On lance ensuite X fois une piece équilibrée, les lancers étant indépendants entre
eux et du tirage du jeton, et on note Y le nombre de « Pile » obtenus.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

P’

~

SHLAAISIA SHIIOLVA'TV SHTAVIIVA Hd SH'IdNOD ‘Al HILIdVHD

—
((=]




ECG 2 -2026-2027

I1I. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

. Donner la loi de X.

. Pour k € [1;3] et j € [0;3], déterminer Py, ([Y = j]).
. Déterminer la loi de Y.

. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

. On modifie I’expérience : apres le tirage du jeton, on lance toujours deux fois la piece, et
on note Y’ le nombre de « Pile » obtenus.

Montrer que X et Y sont indépendantes, sans déterminer la loi du couple (X, Y’).

. Le jeton est tiré au hasard : X(Q2) = [1;3] etVk € [1;3],P([X =k]) = % (loi uniforme).

. Sachant [X = k], on lance k fois une piece équilibrée : Y suit alors la loi B (k:; %) Donc

A R
Py_y([Y=1j]) = (g)ﬂ sije[0;k]

0 sij> k.

j o[1|2]3
PV =4) | 5 | 5|00
Puca(Y=aD | 7 |5 | 3|0
Pues (V=3 | 5 |5 | 5| 5

. OnaY(Q2) = [0;3]. La famille ([X = k]); ;.5 est un systeme complet d’événements.

D’apres la formule des probabilités totales, pour tout j € [0; 3],

3 3
P(Y =) = > P(X = k) Py (I¥ = 3) = 5 > Pixcy (¥ = 1)-
k=1 k=1

En lisant le tableau colonne par colonne :

1/1 1 1 7 1/1 1 3 11
P(v=0)=3(3+3+5) a0 PUV=0=3(5+3+5)=5
1 1 3 5 1/1 1
(¥=2)=5(0+,+3) ==, PIW=3=:(:)=>2
On vérifie que% =1

. Pour tout k € X(Q), P((X = k]) = é # 0 : on peut utiliser le théoréme. Si X et Y étaient
indépendantes, on aurait Pj_ ([Y = j]) = P([Y = j]) pour tous k et j.
Or,
)
P[le]dY = 2]) =0 7E ﬁ = P([Y = 2])

Donc X et Y ne sont pas indépendantes. (Si on a tiré€ le jeton 1, on ne lance qu’une seule
fois la piece et on ne peut pas obtenir deux « Pile » : savoir que X = 1 renseigne sur Y.)
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

5. Quel que soit k € [1;3], sachant [X = k| on lance deux fois la piece, donc Y suit la loi
B (2 ; %), quel que soit & :

=

. , 2
Vke[1;3], Vie[0;2], Pyp(Y =)= (])
La formule des probabilités totales donne alors

P =) = 3 P(X = H) (j) ( )ikZ @i

Ainsi Py ([Y = j]) = P([Y" = j]) pour tous k et j.
Comme P([X = k]) # 0 pour tout k, le théoréme (7) permet de conclure que X et Y’ sont
indépendantes.

IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Maintenant que nous savons caractériser un couple, nous pouvons déterminer la loi de nouvelles
variables aléatoires construites a partir de X et Y, telles que leur somme, leur produit, leur minimum
ou leur maximum.

IV.1 - Loi d’une somme

Proposition 8 — Loi d’une somme de variables aléatoires :

Soient (€2, .4, P) un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles
discretes.

Alors,

— X 4+ Y est une variable aléatoire réelle discrete.

— VzeX+Y)(Q), P(X+Y=2)= > P(X=z]n[Y=2z—2]
zeX(Q)
z—xeY(Q)

= ) P(X=z—y|Nn[Y=y.

z—yeX(§2)

yeY(§2)

On dit que la loi de Z = X + Y est le produit de convolution (discret) des lois de X et Y.

P’ Preuve : Lévénement [X+Y = z] se décompose selon le systéme complet d’événements ([X = T])pex()

X4+Y=2z= U (X=2]nX+Y=2]) = U (X=2]N[Y =2z—2a]).

zeX(Q) 2EX(Q)

Par incompatibilité de ces événements, la probabilité de la réunion est la somme des probabilités.
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Corollaire 9 :

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, alors :

VneN, PX+Y=n) :zn:P(X:k‘)P(Y:n—k).
k=0

-

Exemple 9 :

On considere deux variable aléatoire X et Y telles que
R~U([L56]) et Y~ U([154]),

par exemple le résultat d’un lancer d’un dé a six faces et d’un dé a quatre faces.

Déterminons la loi de X + Y.

— Lunivers est Q = [1;6] x [1;4], muni de la probabilité uniforme P.
— Les variables prennent leurs valeurs dans X(€2) = [1;6] et Y(Q2) = [1;4].
— Ainsi, (X +Y)(Q) = [2;10].
— Soit k € [2;10].On a
X+Y=k= [|J X=in[Y=k—i]
1€[1;6]
k'*i%[[l:flﬂ

Cette réunion est disjointe. Comme X et Y sont indépendantes,
P(X=iN[Y=k—i])=P(X=4)P(Y=k—1]) =

[ suffit donc de compter le nombre de couples (i, 7) € [1;6] x[1;4] telsquei+j = k.

On obtient alors laloi de X + Y :

k 2 3 4 15 6 7 8 9 |10

Nombre de couples (¢, ) 2 3 4 4 4 3 2 1
/ 1 2 . 4 4 4 . 2 1
SRS I IR R N U U R P
24 124 | 24 | 24 | 24 | 24 | 24 | 24| 24

Théoreme 10 — Stabilité des lois binomiales et de Poisson :

* Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P) ainsi que n,m € N* et
p€10;1[.
Alors,
K~ B (n;p)
Y ~~ B (m;p) = A+Y~ B(n+m;p).

X et Y sont indépendantes
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* Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A4, P) ainsi que \, u € R™™.
Alors
X~ P (N)
Y s P () = A+Y~~>PA+pu).
X et Y sont indépendantes
A Preuve :

e Comme X(Q2) = [0;m] et Y(2) = [0;n],ona (X +Y)(Q) C [0;m + n].
Soit k € [0;m + n].
Comme la famille ([X = ]);c[o;,,) st un sce, d’apres la formule des probabilités totales :

P([x+v:k]):ip([x:z’]m[wrvzk})

=3 p(x=

N =k—1)

____ Ti Rappel en utilisant la formule de Vandermonde.

Formule de Vandermonde : Ainsi, X+ Y ~» B(m + n, p).

Vk,m,n € N tels que

k<m+n, « Comme X(Q) = Net Y(€2) = N,ona (X + Y)(Q) C N.
SV ) () [T sonken
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

_ A A retenir ___
Cas particulier si les
n; = 1, on retrouve que
la somme de n variables
aléatoires indépendantes
suivant la loi B(p) est une
variable aléatoire qui suit la

loi B(n;p).

Comme la famille ([X = 1i]);gy est un systtme complet d’événements, d’aprés la formule des
probabilités totales :

P([xwzk]):fp([xzi]m[xwzk])
:ZP([xzi]mw:k_i])

+00
= Z P([X=i))P([Y =k —i]) (parindépendance)
=0

+0o0

= > PX=dP(Y=k—i)+
k—fezo(sz)
k

=Y P(X=i)P(Y=k—i]) car(ieN)N(k—ieN)=(0<i<k)
zzO )\Z .

Finalement, X + Y ~» P(A + u).

Et si c’est vrai pour deux, c’est vrai pour n...A condition de pouvoir conserver 1’indépendance, et
ca, c’est I’affaire du des coalitions.

Théoréme 11 — Stabilité des lois binomiales et lois de Poisson :

* Soient (X},);.c,+ une suite de variables aléatoires définies sur (€2, .4, P) ainsi que
(1) ey une suite d’entiers de N* et p € ]0; 1[.

Alors

Vk e N, X, ~ B(ngp)

(X},) ep €St une suite de variables = Vn€[2;+00], Z Xy, ~ B (Z nk;p) .
=1

PV k=1
aléatoires indépendantes

* Soient (X},);.c,+ une suite de variables aléatoires définies sur (€2, .4, P) ainsi que
(Ak)pen- une suite de réels de R*.

Alors

Yk € D\‘*, Xk: ~s P (Ak,)

(X1) gy €St une suite de variables » = Vn € [2;+o0[, Z Xy ~s P (Z )\k> .
aléatoires indépendantes k=1 k=1
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

S Méthode ____

Le lemme des coalitions per-
met de généraliser, par ré-
currence, la stabilité d'une
loi dans le cas de 2 variables
aléatoires aux cas de n va-
riables aléatoires.

A Preuve :

A Attention ___
Pour P([X +Y = z]), on
obtiendra la somme des
P(X=z]N[Y=z—x]).
Cette probabilité est nulle

dés que z — x ¢ Y(Q).

(Résultat admis)

V ke N, X, ~ B(ng;p)

* Supposons  (Xj),.cy- est une suite de variables

aléatoires indépendantes.

N N
Et montrons, par récurrence sur N € [2; +oo[ que Z Ky, ~ B (Z n; p) .
k=1 k=1

— Initialisation. Pour N = 2, c’est ce que dit le théoréeme (10) :

Ay~ B(nqy;p)
Ry~ B (ng;p) = Ay + Xy~ B(ng +ng;p).

X, et Xy sont indépendantes

N N
— Hérédité. Soit N € [2; 4o0o[. Supposons Z Xy~ B ( ng; p) et montrons
k=1 k=1

N+1 N+1
k=1 k=1

Ona:
N+1

N
Z K= ) K+ Ay
=1 =1

N N
Or, par hypothése de récurrence, Z Xy, ~ B ( nk;p) et Any1 ~ B (nng1;p)-
1

k=1 =
Comme les variables aléatoires X, ..., Xy, XN, 1 sont indépendantes, d’apres le lemme des
coalitions, les variables aléatoires X; + ... + Xy et Xy, 1 sont également indépendantes.

N

C’est encore le théoreme (10) qui nous donne le résultat : 1a variable aléatoire Z Ky + ANt

k=1
N+1
suit la loi B (Z Nny; P) .

k=1
L’hérédité est ainsi €tablie.

N N
— Conclusion. VN € [2; +o0], Zxk ~ B ( nk;p> .
k=1 k=1

* On procede de la méme facon.

Méthode 6 :

Pour déterminer la loi de X 4+ Y ou |X — Y|, on utilise la formule des probabilités totales
(avec ([X = ])zex(q) ou ([Y = y])yev(q) comme sce) puis :

* soit on connait la loi jointe,

* soit on connait une loi conditionnelle associée avec la bonne loi marginale,

* soit X et Y sont indépendantes et on connait leur loi.
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Exercice 10 — (Somme de deux variables géométriques indépendantes)
Soient X, Y ~ G(p) deux variables indépendantes (p €]0, 1]).

Déterminer laloide Z = X + V.

Z(2) = [2,+oo[. Pour n > 2, par le produit de convolution :

Z suit une loi binomiale négative (rang du second succes).

Exercice 11 — (Stabilité de la loi de Poisson et loi conditionnelle)

Soient X ~ P(A) et Y ~ P(u) deux variables indépendantes.
Soit Z = X +Y.

1. Donner la loi de Z.

2. Sachant [Z = n], déterminer la loi conditionnelle de X.
1. Par stabilité et indépendance, Z ~ P(\ + ).

2. Pour k € [[0,n], on cherche Py_,j(X = k) :

P(X=kN[X+Y=n]) P(X=KN[Y=n—k)

P — X = k = =
z=n|( ) P(Z =n) P(Z=n)
Par indépendance de X et Y :
B )\k B Mn—k
AL H
Py (X = k) T HT (n)< A )’“( " )"k
6_(>‘+“)()\ -|-',u) k A+ p A+ p
n!

Conclusion : Sachant [Z = n], X ~ B (n, A ) :
A+

IV.2 - Loi d’un produit

Proposition 12 — Loi d’un produit de variables aléatoires :

Soient (€2, 4, P) un espace probabilisé et (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles
discretes.

Alors,

— XY est une variable aléatoire réelle discrete.
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

$ Méthode ____

On optera toujours pour le
sce le plus simple.

— Laloi de XY est fournie par, V z € (XY)(€2),

P(XY=2z)= ) P(X=2]n[XY=
xeX()
ou
= > PXY=zN[Y=
yeY(Q)

zeX(2)

> P(yX =2 n[Y =y

yeY ()

Le choix de I'introduction du sce ([Y = y]) ey (o) ou ([X = 7]),cv(q) est guidé par les lois de X

et Y.

Exercice 12 — (Produit de variables de Bernoulli)

Soient X ~ B(p) et Y ~ B(q) deux variables indépendantes (p, g €]0, 1]).

Déterminer la loi de Z = XY et tester I’'indépendance de X et Z.

— Comme X(§2) = {0,1} et Y(2) = {0, 1} alors XY (2) = {0, 1}.

P(IXY = 1]) = P(X = 1] [v = 1])
= P((X = 1)) x P()Y = 1])
bq.

Ainsi, XY ~ B(pq).

— Deplus, P(X =0]N[Z=1]) =0+ P(X = 0)P(Z

sont pas indépendantes.

IV.3 — Loi d’un maximum et d’un minimum

par indépendance

1) = (1 —p)pg, donc X et Z ne

Théoreme 13 :

indépendantes.

U =min(X,Y) etV =max(X,Y).

[T2]-

« — V =max(X,Y) est une variable aléatoire réelle discrete.

— La fonction de répartition de V = max (X, Y) vérifie :

Vi eR, Fy(t) = Fy(t)Fy(t).

— U = min(X,Y) est une variable aléatoire réelle discréte.

— La fonction de répartition de U = min(X, Y) vérifie :

Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes

On note Fy et Fy les fonctions de répartition de ces variables aléatoires réelles ainsi que

VteR, Fy(t)=1— (1 —Fy(t)) (1 —Fy(t)).

)} Preuve : Remarquons tout d’abord :

VteR, max(XY) <t =X <Ny <]
[min(X,Y) > t] = [X > {]

NIY > t.
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

r
r <z

Yy < 2.

A A reteni

min(z,y) > z < {

r
T >z

y>z.

D’apres le théoreme (??), U et V sont des variables aléatoires réelles .

De plus,

| T1|« Soitt e R.

t]) (car X et Y sont indépendantes)

| T2+ Soitt e R.

=1—=P(X > t])P([Y > t]) (car X et Y sont indépendantes)
=1—(1=Fy(t) (1 —Fy(t))

Remarque : Une fois connu le maximum de 2 variables aléatoires réelles , on peut en déduire le
minimum en utilisant le fait que

X +Y = min(X,Y) + max(X,Y).

Méthode 7 — Loi d’un minimum :

Pour déterminer la loi de min(X, Y) dans le cas ou X et Y sont indépendantes a valeurs dans
N, il faudra donc :

00

(i) calculer pour toutn € N, P(X > n) = Z P(X = k), et de méme pour P(Y > n);
k=n+1

(ii) montrer que P(min(X,Y) > n) =P(X > n) x P(Y > n) pour tout n € N;

(iti) conclure en utilisant que pour tout n € N,

P(min(X,Y) =n) =P(min(X,Y) >n—1) — P(min(X,Y) > n).

Exercice 13 — (Minimum de variables géométriques)

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes.
On suppose que X ~» G (py) et Y ~» G (py) ol p; et py sont dans |0; 1].
Déterminer la loi de U = min(X, Y).

On suit la méthode (7) :
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IV. OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

(?) Soitn € N.

P([X>n]) =1 —P(X < n))

k=1
n
=1-— Z P ([X =k)) (par incompatibilité des [X = k])
k=1
=1- @' ougg =1—p;
k=1
1—qf
:1—1 “p =1—(1—¢q})
— 0

De méme, P([Y > n] = ¢3.

(if) Soitn € N. Alors :

P([U > n)])

P([X>n]N[Y >mn|)
=P([X > n])P([Y > n]) (par indépendance de X et Y)

=qrqy = (Q1Q2)

(iii) Comme X(€2) = N* et Y(£2) = N*, alors U(Q2) C N*.

Soit n € N*. On sait que [U > n — 1] = [U = n] U [U > n], union de deux événements

incompatibles.
On en déduit :

P([U>n—1]) = P([U = n]) + P([U > n))
D’ou,
P([U = n]) =P([U>n—1]) —P([U >n])

= (Q1Q2)n_1 - (Q1Q2)n

= (Q1Q2)n_1 (1— (I1CI2> .

Comme q;q5 € ]0; 1], on en déduit: U ~» G (1 — q1q5).

Méthode 8 — Loi d’un maximum :

Pour déterminer la loi de max (X, Y) dans le cas ot X et Y sont indépendantes a valeurs dans
N, il faudra donc :

(i) calculer pour tout n € N, P(X ZP , et de méme pour P(Y < n);

(ii) montrer que P(max(X,Y) < n) =P(X < n) x P(Y < n) pour tout n € N;
(iti) conclure en utilisant que pour tout n € N,

P(max(X,Y) =n) =P(max(X,Y) <n) —P(max(X,Y) <n—1).
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Exercice 14 — (Loi d’un maximuim) s

On reprend les notations de 1” exercice (13) et on pose V = max(X,Y).
Déterminons la loi de V.

On suit la méthode (8) :

(i) Soitn € N.

P(V < n]) = P(IX < ] N [Y < n])
=P([X < n])P([Y <n]) (parindépendance de X et Y)
=(1-q)(1-g)=1-q — ¢+ (01¢2)"

(iii)) Comme X(2) = N* et Y(Q) = N*, alors V() C N*.
Soit n € N*. On sait que [V < n] = [V = n] U [V < n — 1], union de deux événements
incompatibles.
On en déduit :

P([V < n]) = P([V = n]) + P([V < n— 1))

D’ou, &)
P([V =n]) = P([V <n]) —P([V <n—1]) %
=—q — @ + (0@)" +ai " + B — ()™ =
n— n— —1

= ' A—q)+ ¢ (1—g) = (192)" (1 —q140) - E
2

Exercice 15 — (Maximum de variables uniformes discretes) .
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1,n] (n > 1). 8
On pose V = max(X,Y). =
w
1. Pour tout k € [1,n], calculer P(V < k). ;
9}
2. En déduire la loi de V, c’est-a-dire P(V = k) pour tout k € [1,n]. )
=
1. [max(X,Y) < k] = [X < k] N[Y < k]. Par indépendance : §
kN2 k2 z
P(\/gk):mxgk)xp(vgk):(—) = K =
n n w
.-
1 =
2. Pourk=1:P(V=1)=P(V<1)=—. W

n
Pour k € [2,n] : ?
=h
k? — (k—1)? — >
PV k)= P(V<hk) —PVY<k—1) = —HF=D"_2k—1 =
e n? o
[t
=~
=
. wn
V. BILAN ET COMPETENCES ATTENDUES =
72
Les compétences attendues sur le chapitre couple de variables aléatoires réelles sont les suivantes : 9
=
— savoir déterminer la loi d’un couple (et rédaction associée). g
— savoir déterminer une loi marginale connaissant la loi du couple. e
— savoir déterminer une loi marginale connaissant une loi conditionnelle.
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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— savoir passer de la loi du couple a la loi conditionnelle (et inversement) & 1’aide de la connais-

sance de la loi de la variable aléatoire réelle adéquate.

savoir démontrer que deux variables aléatoires réelles X et Y sont non indépendantes en
exhibant un couple (z,y) € X(Q2) x Y(£2) qui met en défaut la propriété d’indépendance.

(on exhibe un couple particulier, on ne cherche en aucun cas tous les couples qui mettent en
défaut la propriété)

savoir déterminer la loi d’une v.a.r. Z = g(X,Y) dans les cas particuliers classiques.

Plus précisément, savoir déterminer la loi d’'une somme X + Y / d’une différence X — Y /
d’une distance |[X — Y|/ d’un produit XY de deux variables aléatoires réelles .

Pour ce faire, on testera I’événement [Z = 2] en fonction du sce ([X = 7]),ex(q) ou du
sce ([Y = y])yev(q) (on choisira le sce le plus simple) et on déterminera la probabilité de
P([Z = z]) al’aide de 1a FPT.

savoir déterminer la loi du max ou du min de deux variables aléatoires réelles discrétes
indépendantes (en particulier la loi du min de deux variables aléatoires réelles indépendantes
suivant la méme loi géométrique G(p) ou p €]0,1])
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