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Dans tout ce chapitre, (€2, A, P) désigne un espace probabilisé.
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I. CALcULS D’ESPERANCES

I.1 - Cas général : espérance de Z = g(X,Y)

Pour commencer, on retrouve le fameux :

Théoréme 1 — Théoréme de transfert :

A A retenir Soit g une fonction définie sur X(€2) x Y().
Sous réserve de conver-
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gence absolue, on a : La variable aléatoire g(X,Y) admet une espérance si, et seulement si la série double
EQXY) = Y ayP(X=z]n[Y=1y]).
38 Y. glmyP(R=2]N[Y=y)
(2,9)EX(Q) X V()
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est absolument convergente et dans ce cas, E(g(X,Y)) est la somme de cette série :

E(g(%,Y) = ) ( > g,y P([X—LLWW—:U})>

2eX(Q) \yev(Q)
=y ( > gla,y)P(X =2]N [Y—?/D> :
yev(Q) \zex(Q)

Précisons I’expression « sous réserve de convergence absolue ».

1. Si X et Y sont finies :

Dans ce cas, X() = {z1,..., 2, } et Y(Q) = {y1, ...,y }.

La variable aléatoire g(X, Y) admet alors une espérance donnée par :

E(g(%,Y)) = Em: zn:g (s y;) P((X=z] N [Y =y]).

i=1 j=1

. Si X est finie et Y infinie :

Dans ce cas, X(Q) = {zy, ..., z,,} et V() = {y; | j € N}.

Si pour tout ¢ € [1;m], la série Zg (z;,y;) P([X==,] N [Y =y,]) est absolument
j=0
convergente alors g(X,Y) admet une espérance et :

m +00

E(g(X%,Y)) = Zzg (xbyj) P ([X =N [Y = yj]) :

i=1 j=0
Le cas X infinie et Y finie est similaire :
R(Q) ={z; |i €N} et Y(Q) ={y1, ., Yn}-

Si pour tout j € [1;n], la série Zg (ziy;) P((X =2 N [Y =1y,]) est absolument
>0
convergente alors g(X,Y) admet une espérance et :
+00 n

E(g(%Y) =)D g(wiy) P(X=z]n[Y=y]).

i=0 j=1

. Si X est infinie et Y infinie :

Dans ce cas, X(€2) = {z; | i € N} et Y(Q) = {y; | j € N}.
Il faut alors démontrer :

a. Vi € N, la série Zg (z5,y;) P([X == N [Y =y;,|) est absolument convergente.
j=0

+o0
b. la série Z ( g (mi, y]») P ([X =N [Y = yj] )) est absolument convergente.
0

i>0 \j=

Alors g(X,Y) admet une espérance donnée par :

+00 +o00

E(g(%,Y) =D g(zmy;) P(X=x]0[Y=y]).

i=0 j=0

P Preuve : Résultat admis.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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ECG 2 - 2026-2027 I. CALCULS D’ESPERANCES

Exemple 1 — Espérance d’un maximum :

On reprend les notations d’un exemple du chapitre précédent ou

— X G(p1)etY — G(ps),
— V =max(X,Y),

— avec P([V<n]) =1—¢qf —¢5 + (q12)".

Montrons que V admet une espérance et déterminons-la.

n>1
i.e. convergente puisque cette série est a termes positifs.

Soit m € N.

m m—1

Montrons tout d’abord que Z nP([V=n]) = Z P([V > n]) —mP(V > m).
n=1 n=0

En effet,

m m

anqw —n)) =3 n (P([V >n—1]) = P(V > n]))

m—1
= Z P([V > n]) — mP([V > m]).
n=0
Comme P([V <n]) = (1—¢{)(1—q3) =1—qi —q3 + (q192)", on en déduit,

P([V>n])=1-P(V<n]) =q'+¢ — (1q2)"

m m—1 m—1 m—1

D’ou, Z nP([ Z qr + Z qy — Z (q1g2)" — mP([V > m]).
n=0 n=0

n=1
Or,
— q1, 95 € ]0; 1] entraine la convergence des séries Z qy et Z qs .
neN neN
m—1 m—1
1 1 , 1 1

De plus, Z q = — et Q5 — = —.

771*}+9€ 1— q1 P1 ot m—4oo 1 — (*5} Do

— De méme, ¢,¢, € ]0; 1[, entraine la convergence de la série Z (q1q2)" et
neN

m—1

1 1
Z (q192)" o Dy Do
—~ m—+oo 1 —qiqq D1+ D2 — P1P2

. m—r+00
I’exponentielle.

V admet une espérance si, et seulement si la série Z nP([V = n]) est absolument convergente

n=1
nP([V > n —1]) nP [V >mn]) (par linéarité de X)
n=1 n=1
m—1 m
= Z (n+ 1)P([Y >n]) — > nP([Y>n]) (pardécalage d’indice)
n=0 n=1
n—1 m—1 m
= Z nP([V > n|) + Z ([V>n]) ZnP(W > nj)
n=0 n=0 n=1

— Enfin, mP([V > m]) = m (¢i" + ¢5* — (¢1¢2)™) —— 0 par prépondérance de

F. PUCCI
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__ @.dée B
X et Y ont des roles sy-

métriques dans la loi jointe
donc les deux lois margi-

nales sont les mémes.

En conclusion, la série g nP([V = n]) est convergente i.e. V admet une espérance et
neN

g Llel o1
D1 P2 D1+ D2 —PiD2

2

Considérons deux variables aléatoires X et Y dont la loi jointe est définie par :

Q) =Y(Q) =N et V(jkeN, P([X=jn[Y=k)= egi:c;k!'

Justifions que la variable aléatoire 2*" admet une espérance et déterminons-la.

— D’apres le théoréeme de transfert :

2%+Y admet une espérance <= la série double

Z 27FFP([X = 7] N [Y = k]) est absolu-
(4,k)EN?
ment convergente

< la série double
Z 29FFP([X = 7] N [Y = k) est conver-
(7,k)EN?
gente, car il s’agit d’une série a terme général
positif.

— Soitj € N. Soit N € N,ona:
N

S 2R = N [Y = K]) =

k=0
1 .
=317
e)!

1 - .
Or, g -7 est une série exponentielle convergente.

S|~
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k>0 ™
Par conséquent, la série Z 29TFP([X = j] N [Y = k]) est convergente et :
k>0
+00 1 +00 1 400 1
Jt+k o — L] — — | 4 — —
S otee=intv =)= £ (13 4+ 3 1)
1,.
= —(je+e)
ej!
_J+1
==
j+1

— Ensuite, de la méme fagon que ci-dessus, la série g -
>0 J°

est convergente, de somme

égale a 2e.

F. PUCCI
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O Remarque
[a dit aussi sommable.

— Par conséquent, d’apres le théoreme de Funbini, la série double
Z 27HFP([X = 7] N [Y = k]) est convergente.
(7,k)eN?
On en déduit que 2*"Y admet une espérance et :

+0o0 400

E(2Y) =) > 2tFP(R =4 N[Y =k]) = Z (% + %) = 2e.
=0 NS

=0 k=0

1.2 - Espérance d’une somme

Proposition 2 — Linéarité de ’espérance :

Soit n € [2;+oof. Si les variables aléatoires X1, X, ..., X,, admettent toutes une espérance,
alors, pour tous A, Ag, ..., A, la variable aléatoire \{ Xy + A\yXy + ... + A, X,, admet une

espérance et :
E (Z )\k’xk> — Z)\I‘E (X’LJ .
k=1 k=1

En particulier, lorsque pour tout k € [1;n], A\, = 1, on obtient :
n n
(300 - 3o
k=1 k=1
P’ Preuve : Résultat admis.

Commencons par le montrer pour deux variables aléatoires X et Y et posons, pour cela, g : R? — R la
fonction définie par g(x,y) = Az + py ol A\, u € R.

D’apres le le théoreme (1) de transfert, Z = g(X,Y) admet une espérance si, et seulement si, la famille des
g(z,y) P(X=2]N[Y=y]) =P (X=z]N[Y=y]) + pyP (X =z]N[Y =y])
est sommable.

Appliquons le théoréme de Fubini pour la famille (P ([X = z] N [Y = y]) ) :
ppliquons le théoréme de Fubini pour la famille ( z P (] z)N[Y =y)]) ——

— Pour tout z € X(2), la série Z |z] P ([X =] N[Y = y]) converge d’apres la formule des proba-
yeY(Q)
bilités totales, et on a :

> el P(X=a]n[Y=y)) =|z| P(X=x).
yeY(Q)

— Lasérie Z |z| P ([X = x]) est convergente car X admet une espérance.
zeX(Q)

La famille (x P(X=z]Nn[Y = est donc bien absolument convergente donc conver-

y] )(z;y)EX(Q)XY(Q)
gente et
zP(X=z]N[Y =yg]) = E(X).
(z59)ER(Q)xY(Q)

F. PUCCI
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Le méme raisonnement s’applique a la famille ( P([X=2x2|N|Y= ) .
ppliq yP([ Ny =y)) ——

On peut donc conclure que la famille (g (z,y) P(X=2]N]Y =1y )( — est sommable en tant
z;y)E X

que somme de deux familles sommables i.e. E(Z) existe donc bien, et vaut

EZ) = > g@y P(R=a]n[Y=y)
(259)EX(2)xY(9)
— A > aP(X=an[Y=y)) + pu yP (X =z|n[Y=y))
(z3y) EX(2)xY(Q) (z3y)EX(Q)xY(Q2)
= AE(X) + E(Y).

Le reste se fait par récurrence sur n € [2; +oo] en utilisant la linéarité de I’espérance sur les deux variables
aléatoires X, + ... + X,, et X, 1 pour I’hérédité.

Proposition 3 — Croissance de I’espérance :

Vwe D Aw)=200uP([X=0]) =1

= E(X) > 0.
X admet une espérance

Vwe D Aw) <Y(w)ouP([XLY]) =1

[P2]- } — E(X) <E(Y).

X et Y admettent une espérance

A Preuve :

* Supposons que P([X > 0]) = 1 et que X admet une espérance.

Puisque X admet une espérance, la série Z 2P([X = z]) est absolument convergente et :
zeX(Q)

B0 = 3 #P(X =4))
zeX(Q)
Or, P([X > 0]) = 1 entraine P([X = z]) = 0siz < 0,

= > aP(X=2])>0.
zeX(Q)
x>0

* On applique le point précédent a la variable aléatoire Z = Y — X, avec la linéarité de 1’espérance.

1.3 — Espérance d’un produit

Théoréme 4 — Cas général (Hors-Programme) :

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune un moment
d’ordre 2.

Alors

— XY admet une espérance.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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— Et,

E(XY) = Z zyP(X =z]N[Y =y))
(2;9)EX(2)xY(Q)

=) ZMJP =z]N[Y =y

zeX(Q2) yeY (2

S sl - )

yeY(Q) zeX(Q)

P Preuve : Résultat admis.

2 2
A Preuve : Pour tous a,b € R, 0 < (a+b)2 — 0<a®>+2ab+b?> = —ab< a ;—b .
a® + b2
De méme, 0 < (a —b)? = 0< a?—2ab+1b* = ab< 5
Par définition de la valeur absolue, on obtient bien :
2 2
jab] < sy

D’apres le théoreme de transfert, XY admet une espérance si, et seulement si, la série double

Y. ayP(X=gn[Y=y)

(z,y)EX(Q)xY(Q)
est absolument convergente.

Avec le lemme précédent : V (z,y) € X(02) x Y(£2),

|yl < = ;r v
layl P(X =] 0 [Y = y)) < 3 (+2P(X =] O [Y = y]) + y?P(X = 2] N [¥ = 1))
Reste a démontrer que les séries doubles
PR =2]N[Y=y]) et yP(X=z]N[Y =y])
(x,y)eR(Q)xY(82) (x,y)ER(Q)xY(£2)

sont convergentes.

Soit z € X(£2). D’apres la formule des probabilités totales, avec ([Y = y]) ey () comme systeme complet

d’évenements, la série Z P([X = z] N [Y = y]) est convergente et on a :
yeY(Q)

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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Or, X admet un moment d’ordre 2, donc la série Z 2?P([X = z]) est convergente.

zEX(Q)
Par conséquent, la série double Z 2?P([X = z] N [Y = y]) est également convergente.
(z,y)€X(Q)xY(Q)
Le méme raisonnement donne la convergence de Z v | P(X=z|N[Y =1y)].

(2, y)EX(Q)xY(©)

D’apres le critére de comparaison sur les séries a terme général positif, la série

Yo lwyP(X=g]n[y=y)

(,Y)EX(Q)xY(Q)
est absolument convergente donc convergente.

On en déduit que XY admet une espérance et le résultat.

- SR

On considere le jet de deux a 3 faces et on note toujours

— X le minimum des deux nombres obtenus,

— Y le maximum des deux nombres obtenus.

Déterminons E(XY).

On a déja déterminé la loi de (X, Y) :
— X(Q) =[1;3] et Y(Q2) =[1;3].

— FEtlaloi de (X,Y) résumée dans un tableau :

Y 2 3
X
I 1 2 2
9 9 9
2 0 1 2
9 9
3 0 0 .
9

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

7

0D ® ADNVIIVA ‘HONVIIdSH ‘A FILIdVHD




ECG 2 - 2026-2027 I. CALCULS D’ESPERANCES

X et Y admettent chacune un moment a 1’ordre 2 car elles sont finies.

EXY)= Y ayP(X=a]n[Y =y
reX(Q)xY(2)
= Y ijP(X=in[Y=j)
(i,7)€[1;3]°
= ) @Px=dny=4)+ P =4 N[y =)
(i,5)€[1;3]° (i,5)€[[1;3]°
J

1<J 1=

3 3 3
____ I Rappel :ZZII§+ZIZ%

3= azpt et i=1 j=i+1 i~
R 25~ BoH143)  13x4xT
I Rappel =2z , : - )
N, nn+1)2n+1) 9 =1 2 9 6
A 3
- 6 )
é{l - £Z<]2i71277~3>+1_4
SN (n(n+1))2 9 &~ 9
1= —— . ,
i—1 :l 125><473><4‘><77(5><4> +£
9 2 6 2 9
1 14
= (72— 14— 36) + —
9(1 ) 5
21
9 9

Remarque : Le calcul général des sommes était totalement inutile vu la simplicité du tableau

mais ¢’était pour vous faire réviser les formules.
En effet :

E(XY) = Z zyP(K=z]N[Y =y
reX(2)xY(£2)

O+3+M:%XM+%xn:¢

1, .

No) B \V]

7

Exercice 1 — (Calcul d’espérance par transfert) mms

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la loi conjointe est donnée par :

V(ig) € [Lnl?, PR =i]N[Y=j]) = 52—
n?(n+1)2

1. Vérifier que la somme des probabilités vaut 1.

2. En utilisant le théoréme de transfert, calculer I’espérance E(Z) de la variable Z = XY.

1. On calcule la somme double des probabilités :

33 = e (o) (327)

=1 j=1

0D ® ADNVIIVA ‘AONVIIISH ‘A TALIAVHD
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A Attention N

La réciproque est fausse!
confer le
contre-exemple (6)

I Rappel _____
Si X admet une espérance,
alors pour tous a,b € R,
aX+b admet une espérance

et E(aX 4+ b) = aE(X) + b.

Comme Z k2 = o

4 (n(n-l— 1)(2n + 1))2 _(n+1y
6 9

Proposition 6 — Espérance d’un produit de variables aléatoires indépen-
dantes :

* Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance,
alors la variable aléatoire XY admet une espérance et

E(XY) = E(X)E(Y).

* Si (X)) e est une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une espé-

n

rance, alors pour tout n € N*, la variable aléatoire H X,;, admet une espérance et
k=1

E (ka> “T[Ex).
k=1 k=1

P Preuve : (Hors-Programme)

Le théoréme (1) de transfert permet de démontrer puis on en déduit par récurrence sur n € N*.

Exemple 4 :
Soit p € 01. On considere une variable aléatoire X dont la loi est donnée par :
X(Q) = {11} et P(X=1))=p, P(X=—1))=1—p.
Pour n € N*, on considére X4, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes ayant toutes la
méme loi que X et on pose V,, = H K.
k=1
Déterminons I’espérance de Y,, puis déduisons-en la loi de V,,.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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ECG 2 - 2026-2027 I. CALCULS D’ESPERANCES

— Puisque X(£2) est fini, la variable aléatoire X admet une espérance et :

E(X) = —1P([%X = —1]) + 1P([X = 1))

=2p—1.
— Les variables aléatoires Xy, ..., X,, admettent une espérance et sont indépendantes,
__ @ Remarque ___ donc Y,, admet une espérance et :
Comme Y,,(2) = {-1;1}
fini, on savait déja que Y, " ,
admettait une espérance. E(Y,) = H E (%) = (2p—1)"
k=1

— Pourtout k € N*, X,(Q) = {—1;1} dou Y, () = {—1;1} et

Or, d’apres le point précédent, E (V,,) = (2p — 1)™.

Autrement dit :
—P ([Yn - _1]> +P ([Yn - 1]) - (2[) - 1)71/' (V.2)
En résolvant le systeme formé par (V.1) et (V.2), on trouve alors :

14 (2p—1)
a 2

C1-(2p—1)"

R

Soient X, X,, X5 trois variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de
parametre p € ]0; 1].

Onpose Y = X Ky et Z = KyXs.

et P([Yn - *1])

Montrons que Y et Z ne sont pas indépendantes.

— Puisque X; et X5 admettent une espérance et sont indépendantes, la variable aléatoire
Y admet une espérance et :

E(Y) = E (%) E (%Xy) = p*.

7

— De méme, Z admet une espérance et E(Z) = p.

— Ensuite, on a :
YZ = X K3%,
Or, Xy — B(p) = %3 = %o,
R A retenir = K1 Ky XK;.

[x— Bp) — w2 =x]

Or Xy, X5, X3 admettent une espérance et sont indépendantes, donc la variable aléatoire
YZ admet une espérance et :

EWZ) =E(X)E (X)) E(X3) = P3~

0D ® ADNVIIVA ‘AONVIIISH ‘A TALIAVHD

Puisque p # Oetp # 1, p? # p* et E(YZ) # E(Y)E(Z).

Les variables aléatoires Y et Z ne sont pas indépendantes.

[y
[y

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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[ ] A retenir

rcOv(x, X) = V(X

I

).

Contre-exemple 6 — E(XY) = E(X)E(Y) mais X et Y non indépendantes :

On choisit au hasard et de facon équiprobable un point dans le plan parmi les points de
coordonnées (0;1), (1;0), (—1;0) et (0; —1).

On note X la variable aléatoire égale a I’abscisse du point et Y son ordonnée.

Donnons la loi de X et Y puis leur espérance.

— Par équiprobabilité, on obtient :

Puisque X(£2) est fini, la variable aléatoire X admet une espérance et on trouve :
E(X) = 0.
— On trouve les mémes résultats pour VY :
E(Y) = 0.

— Que dire de la variable aléatoire XY ?

Peu importe le point choisi, le produit de son abscisse et de son ordonnée vaut toujours
0 i.e. la variable aléatoire XY suit la loi certaine égale a 0.

— Montrons que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. On a :

— P(X=0]N[Y=0])=0.

D’ou, P([X =0]N[Y =0]) # P([X =0]) x P([Y = 0]) et les variables aléatoires X
et Y ne sont pas indépendantes.

Conclusion, on a E(XY) = 0 = E(X)E(Y) et pourtant les variables aléatoires X et Y ne sont
pas indépendantes.

II. COVARIANCE D’UN COUPLE

Définition 1 — Covariance :

La covariance du couple (X, Y) est le réel, noté Cov(X,Y), défini par (si existence) :

CWMNPH%M—EMMY—HW».

Théoreme 7 — Condition suffisante d’existence de la covariance :

Si les variables aléatoires X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors Cov (X, Y) existe.

P Preuve : Supposons que X et Y admettent un moment d’ordre 2.

On a déja :
: X —=EX)(Y—=E(Y)) = XY —EX)Y —E(Y)X + E(X)E(Y).
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ECG 2 - 2026-2027 I1. COVARIANCE D’UN COUPLE

Or:

— XetY admettent un moment d’ordre 2, donc d’apres le théoreme (4) , XY admet une espérance ;
— XetY admettent un moment d’ordre 2 , donc elles admettent une espérance ;

— la variable aléatoire E(X)E(Y) est constante, donc elle admet une espérance.

Par conséquent, (X — E(X))(Y — E(Y)) est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une
espérance.

Conclusion : (X — E(X))(Y — E(Y)) admet une espérance, autrement dit, Cov(X, Y) existe.

En pratique, on utilisera assez peu la définition (1) , mais plutdt la formule qui suit :

Proposition 8 — Formule de Koenig-Huygens :

Si les variables aléatoires X et Y admettent un moment d’ordre 2 , alors :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(XE(Y).

P Preuve : Supposons que X et Y admettent un moment d’ordre 2. Dans ce cas Cov(X,Y) existe et :
Cov(%,Y) = E((x —E(X))(Y — E(Y)))

:E@v—mmv—mmv+mmmw)

Par linéarité de I’espérance licite car XY, X et Y admettent un moment d’ordre 2,
=E(XY) —E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y).
v
2 P!
=
Proposition 9 :
-
Soient X, Y, X;, X5, Y, Y5 des variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. ;
=
[P1]+ Cov(%,%) = V(%). »
* Cov(X,Y) = Cov(Y, X). (symétrie) 81)
=
[P3]* VA1, Ay € R, Cov (A %y + Ag¥s, Y) = A Cov (X4, Y) + Ay Cov (%5, Y) ;
(linéarité a gauche) >
Z
[P4]+ VA1, 0y € R, Cov (%, A Y] + ApY3) = A; Cov (%, Y1) + Ay Cov (X, Ys) 8
(linéarité a droite) *
>
(P5|+ VaeR, Cov(X a)=0. =
-
A Attention * Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0. %
La réciproque de est @)
fausse mais la contrapo- =
sée peut servir pour mon- ” Preuve : 2°
trer que deux variables aléa- @)
toires ne sont pas indépen- . 41 PP
dantes | Immédiat par définition de Cov(X, X) et V(X). C
* Immédiat par définition de Cov(X, Y) et Cov(Y, X).
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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I Rappel
La somme de variables aléa-
toires admettant un mo-
ment d'ordre r admet éga-
lement un moment d'ordre
r. Immédiat en utilisant :
Ya,beR,

[(a+b)" < la™|+[b7].

(avec formule du binéme)

* Soient Ay, Ay € R.
On sait que X; et X5 admettent un moment d’ordre 2 , donc A\ X; + A, X, également.
Et on sait que Y admet un moment d’ordre 2.
Par conséquent, Cov (A X; + AyX%,,Y) existe et d’apres la formule de Koenig-Huygens :

Cov (M %y + MKy Y) = E( (A %y + Ag%y) Y) - E(AIXI n A2X2)E(Y)

=E (M XY + A%aY) — (ME(X;) + AE (X)) E(Y)
= ME () + A (%) — ME (%) E(Y) — AE (%) E(Y)
= A1 Cov (X1,Y) + Ay Cov (X,,Y)

* Immédiat, par symétrie et linéarité a gauche de la covariance.

Cov(X,a) =E(X—E(X)(a—a))) =0.

- Soita € R.Ona:

* D’apres la formule de Koenig-Huygens :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
=E(X)E(Y) —E(X)E(Y) (indépendance de X et Y)
=0

II.1 - Variance d’une somme

Proposition 10 — Variance d’une somme :

* Si X et Y admettent une variance, alors X 4 Y admet une variance et :

V(X +Y) = V(X) + V(Y) 4+ 2Cov(X%, Y).

* Si X et Y admettent une variance et sont indépendantes, alors X + Y admet une
variance et :
V(X +Y) =V(X)+ V(Y).

* Si (X},) ey €st une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes admet-

n

tant une variance, alors pour tout n € N*, E X, admet une variance et :
k=1

v (Z xk> = Z’V(x,{) .
k=1 k=1

Remarque : On retiendra en particulier que
Cov(%,Y) = %(V(X FY) = V(X) — V(Y)),

qui permet de calculer la covariance a partir des variances.

P’ Preuve : Résultat admis.
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ECG 2 -2026-2027 I1. COVARIANCE D’UN COUPLE

* Supposons que X et Y admettent une variance. Ainsi, X et Y admettent un moment d’ordre 2 , et donc
X + Y également.

Par conséquent, X + Y admet une variance et

VX +Y)=Cov(X+Y,X+Y)
= Cov(X, X+ Y) 4+ Cov(Y, X +Y)
= Cov(X, X) + Cov(X,Y) + Cov(Y, X) 4+ Cov(Y,Y)
Par linéarité a gauche et a droite et par symétrie.
=V(X) + V(Y) 4+ 2Cov(X,Y).

* Immédiat d’apres etla proposition (9) .

* Supposons que (Xj) .- est une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une variance.

On raisonne récurrence sur n € N*.

O Rem arque — Initialisation. Pour n = 1 : rien a faire.

I

Si on initialise a n = 2, n n n
c'est alors E — Hérédité. Soitn € N*. Supposons « Z X, admet une variance et V (Z Xk> = Z V (X,)»
k=1 k=1
et montrons le résultat pour n + 1 variables indépendantes.
n+1 n
11 suffit d’écrire Z Xy, = Z Ky + Kpyq.
k=1 k=1

Alors,

n

— par hypothese de récurrence, g X, admet une variance,
k=1

— X, 11 admet une variance,

— les variables aléatoires Xy, ..., X,,, X,, .1 sont indépendantes, donc par lemme des coali-
tions, les variables aléatoires X; + ... + X,, et X,,,; sont également indépendantes.

n
D’apres , la variable aléatoire Z Xy, + X,,,1 admet une variance et on a :
k=1

\ <§ xk> —v (f: X, + xn+1>
k=1 k=1
v (Z m) V()

k=1

M=

V(%) + V(X,11) (hypothese de récurrence)

E

3
+ I
—

V(%) .

i
I

L’hérédité est ainsi établie.
n

— Conclusion : pour tout n € N*, Z X, admet une variance et
k=1

v (Zx) SV
k=1

k=1

F. PUCCI Lycée Gerville Réache

7

0D ® ADNVIIVA ‘HONVIIdSH ‘A FILIdVHD

—
(&)




ECG2-

2026-2027

I1. COVARIANCE D’UN COUPLE

I Rappel _____
Si Z — U([1;n]) alors

n?—1

V(@) =13

_ @ Remarque ___
L'inégalité de Cauchy-
Schwarz s'écrit aussi :

|Cov(%,Y))| < o(X)a(Y).

ol R |
—— i Rappe _
Si X admet une variance,
alors pour tous a,b € R,
aX + b admet une variance

- N

Considérons a nouveau I’exemple du lancer de deux dés a 3 faces.

— Onnote Z; < U([1;3]) le résultat du 1°"dé et Z, — U ([1;3]) le résultat du 2°™,

— On note X le maximum des résultats et Y le minimum.
Déterminons V(X + Y).

Afin de s’épargner tout calcul, on remarque :

X+Y =min(Z,,Zy) + max (Z,,Zy) = 71 + Zs.
Comme Z; et Z, sont indépendantes et admettent une variance :

V(Z +2y) = V(Z) +V(Zy) = =1 4 321
1 2) — 1) \&~2) — 12 12 o

wino

Jr
wino
|
o |

Ainsi, X + Y admet une variance qui vaut :

| =

V(X +Y) = V(Z,+Z,) =

w

On peut calculer facilement la variance d’une B(n, p) a partir de la proposition (10) .

En effet, une variable aléatoire réelle de loi binomiale B(n, p) peut s’écrire comme la somme de n
variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de parametre p :

Corollaire 11 :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p. Alors,

V(%) = np(1 —p).

P Preuve : On redécompose X sous la forme d’une somme de n variables aléatoires indépendantes X; de
variance p(1 — p). On a alors :

V(X) =V(%y) + V(%) + ... + V(X,) =p(1 —p) + p(1 —p) + ... + p(1 —p) = np(1 — p).

Théoreme 12 — Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soient (€2, 4,P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires discretes sur
(Q,A,P).

Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors :

(Cov(X,Y))? < V(X)V(Y).

-

P Preuve : Supposons que X et Y admettent une variance.

et V(a F%P[{%F:'“Ia V(X].
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il Rappel _____

o(X) = \/m

O Remarque

r p(X,Y) = p(Y,X).

Soit ¢ € R. La variable aléatoire tX + Y est une combinaison linéaire de deux variables aléatoires admettant

une variance, par conséquent, elle admet également une variance et
V(X +Y) =V(#tX) +2Cov(tX,Y) + V(Y)
= t2V(X) 4+ 2t Cov(X,Y) + V(Y).  (linéarité 2 gauche)

Distinguons deux cas :

I. SiV(X)=0.
Dans ce cas, d’apres ce qui précede :

VieR, V(X +Y) =2t Cov(%,Y) + V(Y).

Fonction affine en ¢ qui doit étre toujours positive. C’est le cas si, et seulement si son coefficient

directeur est nul i.e. Cov(X,Y) =
L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors vérifiée.

2. SiV(X) #0.

Dans ce cas, la fonction t — t2V(X) + 2t Cov(X,Y) + V(Y) est une fonction polynomiale de degré
2 positive sur R, car égale a la fonction ¢t — V(¢tX 4 Y) et qu’une variance est toujours positive.

Par conséquent, son discriminant est négatif ou nul :
4(Cov(%,Y))? — AV(X)V(Y)
2

((Cov(%,Y))

<0
< VOV(Y).

Remarque importante : Dans le cas d’égalité i.e. ((Cov(X, Y)) V(
t — V(tX + Y) admet alors une unique racine a € R telle que V(aX +Y
aléatoire aX + Y est presque surement constante.

X)V
):

On reviendra sur ce point a la proposition (13) .

Pour terminer, le coefficient de corrélation linéaire et son interprétation :

I1.2 — Coefficient de corrélation linéaire

(Y), la fonction
0 i.e. la variable

Définition 2 — Coefficient de corrélation linéaire :

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant une variance non nulle.

Cov(X,Y)

PN = TR

ol o(X) et o(Y) désignent les écarts-types respectifs de X et V.

Le coefficient de corrélation linéaire du couple (X, Y) est le réel, noté p(X,Y), défini par :

Proposition 13 — Interprétation du coefficient de corrélation linéaire :

Soient X et Y deux variables aléatoires admettent une variance non nulle.

[P1]: —1<p(x,Y) <1

F. PUCCI
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e (1) p(X,Y) = 1 si, et seulement si, I’une des variables aléatoires est presque-
stirement fonction affine strictement croissante de 1’ autre.

(2) p(X,Y) = —1 si, et seulement si, I’une des variables aléatoires est presque-
slirement fonction affine strictement décroissante de 1’autre.

Remarques :

— Le coeflicient de corrélation linéaire permet donc de mesurer la dépendance linéaire qui peut
exister entre un couple de variables aléatoires (X, Y).

— Si p(X,Y) est proche de 1 ou de —1, la dépendance linéaire entre X et Y est importante.
Exemple : X = nombre de remises promotionnelles, Y = volume des ventes.

— Si p(X,Y) est proche de 0 les deux variables sont linéairement indépendantes.
Exemple : X = nombre de déces sur les routes de Franche Comté, Y = production de

comté.

— Le signe de p(X,Y) (et de Cov(X,Y) ) indique le sens d’évolution d’une variable par rapport
al’autre :

— Si p(X,Y) > 0, alors les deux variables évoluent en moyenne dans le méme sens.
Exemple : X = température extérieure, Y = consommation de crémes glacées.

— Si p(X,Y) < 0, les deux variables évoluent en moyenne en sens inverse.
Exemple : X = température extérieure, Y = facture de chauffage.

A Attention Vocabulaire : Si p(X,Y) = 0i.e. Cov(X,Y) = 0, on dit que X et Y sont non corrélés.
indépendantes = non
corrélées mais la réciproque| o
est fausse ! confer le contre- P Preuve :
exemple (9) .
* Découle immédiatement de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz.
* Supposons que X et Y admettent une variance non nulle.
Remarquons déja que Y est presque-siirement fonction affine de X si, et seulement si, X est presque-
stirement fonction affine de Y.
Dans la suite, on considere donc, par exemple, que Y est fonction affine de X.
PR Y) =1 <<= pXY)=
= ( ov(X,Y) >
(K)o (V)
— (Cov( X,Y)) _
VOV(Y)
< (Cov(X,Y))? = V(X)V(Y)
< ily aégalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz
< lediscriminant de t — V(¢tX + Y) est nul
< ¢+ V(tX+Y) posseéde une unique racine o € R.
< il existe un unique réel « tel que V(aX +Y) =0
— il existe un unique réel « tel que la variable aléatoire X + Y est presque-
slirement constante
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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< Jla,beRtelsque P([aX+VY=10]) =1
< Fla,b e Rtelsque P([Y = aX + b)) = 1.

Considérons ensuite ces réels a et b. On a ainsi, d’apres la formule de Koenig-Huygens :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
A A retenir =EX(aX+b)) —E(X)E(aX +b)
P(X=Y]) =1 = aE (X?) + bE(X) — aE(X)? — bE(X)
= a (E (X2) — E(X)?
U =aV(X) (formule de Koenig-Huygens)
E(X) = E(Y). Et ainsi :
2 V) aV(X) aV(X) aV(X) a
P2, = = = = =
o(K)a(Y)  /VX)/V(@xk+b) |a|/VR)VVXK) lal
= signe de a.
Exemple 8 :
Reprenons une derniére fois les données de 1” exemple (3) et déterminons p(X,Y).
! 1 2 3
% 2
N
9 9 9 A
2 0 1 2 E
9 9 "5
i
3 0 0 1 =
9 g
Rapidement, on a : <
— E(X) = U et E(Y)= 2 %
\ o g \ / T () N g
A}
— E(XY) = 4. ;ﬂ;
— Cov(X,Y) = E(XY) — EQOE(Y) = 4 — 1422 _ 16 Z
) ' 99 81 =
— V(X) = E(%*) — E(X)’ -
C12x5422x3+32x1 14\* 26 [14)° ;
a 9 \9) "9 \9 =
79><2(57£7234—19(57ﬁ Z,
T8l st~ 81 8l g
C 58 — ¢ ‘)2 38
— De méme, V(Y) = Jaon e ﬁ &
’ 81 81 '®
=)
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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— & Attention
Attention encore une fois de

ne pas confondre « indépen-
dance linéaire » et « indé-
pendance » : si p(X,Y) =0
(ou Cov(X,Y) =0 ), alors
X et Y sont linéairement in-
dépendantes.

Mais elles ne sont pas for-
cément indépendantes : il
peut exister une dépen-
dance non linéaire entre
les variables, par exemple

Y =¥, In(X), ..

Finalement,

p(RY) = Cov(X,Y) 81 _ 16 81 _16 _ 8
h VV(X)/V(Y) 8L 38 38 19
Contre-exemple 9 — Suite de I’ g

Ona:

— EXY) =0etE(X) =E(Y) =0.
D’apres la formule de Koenig-Huygens, on a alors Cov(X,Y) = 0.

— les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

Les variables aléatoires X et Y sont non corrélées, mais ne sont pas indépendantes !

Derniére remarque : Par la formule des racines des polyndmes de second degré, on obtient que
I’unique racine «v de t — V(tX + Y) s’écrit sous la forme :

—X Cov(X,Y)  Cov(XY) o(X)o(Y)
o= =— X
V(%) DoY) VK
o (KX)o (V)
=—p(XY) x ———=
pAY) x —— %)
a(Y)
=—p(XY)—=
p(X, )U(X>
On en déduit finalement, d’apres ce qui précede :
a(Y) )
pRY)=1 < JPER, Y= WX + [ presque siirement
o
et
a(Y) .
pAY)=—-1 < JPER, Y= _WX + [ presque siirement.
o

Les variables X et Y sont liées par une relation affine.

Un peu d’histoire : Corrélation vs Indépendance

L’indépendance et la corrélation ou plus exactement la dépendance et la corrélation sont deux
notions en statistique qui sont souvent confondues. Formellement, ’indépendance entre deux
variables X et Y indique que la connaissance de la réalisation de I’une des variables n’a aucune
incidence sur la probabilité de réalisation de I’autre variable. La corrélation quant a elle renvoie a
I’existence d’une liaison linéaire entre les deux variables.

Donc indépendance est une notion liée a la « chance » de réalisation des événements des variables
X et Y tandis que la corrélation est une notion liée a la fonction linéaire qui existerait entre les
valeurs des deux variables.

1l est théoriquement démontré que si deux variables sont indépendantes alors elles ne sont pas
corrélées. Autrement dit, si les probabilités de réalisation des événements liés aux variables X

F. PUCCI
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et Y vérifient la condition d’indépendance alors les valeurs de ces variables n’ont pas de liaison
linéaire entre elles. Par conséquent, si deux variables sont corrélées alors elles sont nécessairement
dépendantes (c’est-a-dire elles ne sont pas indépendantes).

Ce résultat laisse alors la possibilité aux situations ou des variables seraient dépendantes sans étre
corrélées.
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