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Espérance, Variance & Co ]

Exercice 1 — (Loi d’un couple, lois marginales, espérance et variance) [CorrectioN p.7]

On désigne par n un entier naturel non nul et on considére n urnes numérotées de 1 a n.
On suppose que : V k € [1;n], ’'urne numéro k contient k boules numérotées de 1 a k.
On choisit au hasard une urne parmi les n et dans cette urne on tire au hasard une boule.

On note X,, la variable aléatoire égale au numéro de I’urne choisie et N,, la variable aléatoire égale au numéro
porté par la boule obtenue.

1. Déterminer la loi du couple (N,,, X,,).
2. En déduire la loi de la variable aléatoire N,, sous forme de somme.
3. Calculer I’espérance et la variance de IN,,.
Exercice 2 [CORRECTION p. §] —
Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire successivement et sans remise 2 jetons de ce sac.
On note X le numéro du premier jeton et Y le numéro du second jeton tiré.

Déterminer la covariance des variables aléatoires X et Y.

Exercice 3 — (Non indépendance de X et X?) [CorrecTiON p. 9]

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1;1]. On note Y = X2

1. Montrer que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

2. Calculer Cov(X,Y). Commenter.

Exercice 4 — (Formule des queues) [CorRrECTION P. 9]

Soit n € N* et X une variable aléatoire discréte telle que X(2) = [0;n].

Montrer que E(X) = iP([X > kJ).
k=0

Exercice 5 [CORRECTION p. 1(] ——

On considere trois variables aléatoires U, V, et W, indépendantes et telles que U et W suivent la loi de Poisson
de parametre A > 0 et V suit la loi de Poisson de parametre p > 0.

Onpose X =U+VetY =V 4+ W.

1. Rappeler les lois de X et de Y.
2. a. Montrer que Cov(X,Y) existe et la calculer.

b. En déduire le coeflicient de corrélation linéaire de X et Y.
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Exercice 6 [CoRRECTION p. 1(] m—
Un auto-stoppeur attend au péage d’une autoroute pendant une certaine période.

On admet que le nombre de véhicules franchissant le péage pendant cette période est une variable aléatoire
suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.

A chaque fois qu’un véhicule franchit le péage, il lance une piéce truquée qui donne Pile avec la probabilité p.

Onposeq=1—p.

On note N, X et Y respectivement le nombre de lancers, le nombre de Piles obtenus et le nombre de Faces
obtenues.

1. a. Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels, calculer la probabilité Piy_j ([X = i]).
b. En déduire la loi du couple (X, N).
c. Montrer que X suit une loi de Poisson de parameétre Ap.

2. Expliquer sans aucun calcul pourquoi Y suit une loi de Poisson de parametre \q.

3. Montrer que X et Y sont indépendantes.

4. a. Montrer que : V(Y) = V(N) + V(X) — 2 Cov(N, X).
b. En déduire Cov(N, X).

c. Donner de méme Cov(N,Y).

Exercice 7 [CORRECTION p. 12] —

Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose que les X,, prennent
des valeurs strictement positives.

On pose E (%) = a, (a < +oo, E(%)zb,b<+oo et S, =% ++X,.
k

X
1. Montrer que E <i> est fini et que E (—k> = l, pour k € [1;n].
S, S, n

S
2. Calculer E (S_m) pour n,m > 1.

n

Exercice 8 — (Espérance conditionnelle) [Correcrion p. 13]
1. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, telles que
X(Q) =Y(Q) =[1;n], avec n € N*.
Pour tout k& € [1;n], on appelle espérance conditionnelle de Y sachant I’événement [X = k| réalisé le
réel Epy_j(Y) défini par :

Ep_p(Y) =) Py ([Y = i]).
=1

Démontrer I’égalité E(Y) = ZE[X=/€] (V)P([X = k]).
k=1

On dispose de n urnes Uy, ... U,,. Pour tout k € [[1;n], I'urne Uy, contient k boules numérotées de 1 a k. On
choisit une urne au hasard, puis on tire une boule dans cette urne.
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On note X la variable aléatoire égale au numéro de I’urne choisie et Y la variable aléatoire égale au numéro de
la boule tirée.

2. Quelle est la loi de X?

3. a. Pourtout k£ € [[1;n], donner la loi conditionnelle de Y sachant [X = k]. Préciser I’espérance
conditionnelle de Y sachant [X = k], pour tout k € [1;n].

b. Déduire de la question 1. I’espérance de Y.
4. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
5.  a. Déterminer la loi de Y sous forme d’une somme.
b. Déterminer la variance V(Y) de Y en fonction de n.

Exercice 9 [CORRECTION p. 14] —

Le nombre de voitures vendues par un concessionnaire chaque jour est une variable aléatoire X qui suit une
loi de Poisson de parametre A > 0.

Lorsqu’un client se présente pour acheter une voiture, on admet que la probabilité qu’il demande un crédit est
égale ap,avec 0 < p < 1.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de clients qui dans la journée demande un crédit pour acheter une
voiture.

1. Pour tout (k,n) € N?, calculer Pjy_, ([Y = k]).
Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).

Déterminer la loi de Y, puis calculer I’espérance et la variance de Y.

L

Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de clients qui achetent dans la journée une voiture au
comptant.

a. Déterminer la loi de Z.

b. Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?

Exercice 10 — (Variables décorrélées non indépendantes) [CorrecTion p. 16]

Soient X et Y deux variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p €]0; 1].
OnposeU=X+YetV=X-Y.

1. Déterminer la loi du couple (U, V).
2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de U et V.
3. Uet V sont-elles indépendantes ?

Exercice 11 — (Loi d’une suite suivant une loi de Bernoulli) [CorrectioN P. 16]

Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi définie par :
P([X,=0])=1—p, P (X, =1]) =p, avec 0 <p < 1.

On pose
Yn:Xan+17 Sn:X1++Xn et Vn:vl‘l‘-i-\\fn
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1. CalculerE(S,) etV (S,,).
2. a. Déterminer la loi de Y,,.

b. En déduire E(V,,), V(V,,).
3. Calculer Cov (S,,,V,,).

Exercice 12 — (Min et Max) [CorrecTioN P. 18]

Soient n et N des entiers supérieurs ou égaux a 2 et X4, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et
distribuées uniformément sur 1’ensemble [1; N] i.e.

P([Xi:k]):% pour k € [1;N].

On désigne par U,, leur minimum et par V,, leur maximum.

1. Calculerlaloide V,,.
2. Calculer la loi jointe de U,, et V,, puis P ([U,, =V, ]).

3. Trouver un équivalent lorsque N tend vers +oo (n fixé) de E (V,,) et V (V,,).

On pourra utiliser la formule de I’ exercice (??) .

4. a. (%) Calculer la probabilité des événements [X; = j]N[X, = k] et [X; = j] sachant [U,, = r| pour
J,k € [1;N].

b. Sous le conditionnement, [U,, = r], les variables X; et X, restent-elle indépendantes ?

Exercice 13 — (Covariance, suite de variables aléatoires ) [CorrectiON P. 20]

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.
On tire les boules successivement sans remise.

On dit qu’il y a rencontre au ¢-¢me tirage si la boule tirée porte le numéro .

On note X la variable aléatoire égale au nombre de rencontres.

1. Donner I’espace probabilisé de cette expérience.

2. On définit, pour tout ¢ € [1;n] la variable aléatoire X; indicatrice de I’événement « il y a rencontre au
1-eme tirage ».

a. Calculer P ([X; = 1]), puis E (X;) et V (X;) pour tout i € [1;n].
b. En déduire E(X).

3. a Pourtout (i,7) € [1;n]?,i # j, caleuler P ([X; = 1] N [%; = 1]).
b. En déduire Cov (X;, X;).
c. Déterminer V(X).

Loi du maximum d’une suite de variables indépendante

Exercice 14 - . ..
suivant une loi uniforme

) [CoRrRRECTION P. 21]

Soit un entier n > 2.

Soient X;, X, ..., X,,n variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [[1; n].
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On note Y la variable aléatoire définie par Y = max (X, Xy, ..., X,,).

1. a. Déterminer la fonction de répartition de Y.

b. En déduire la loi de Y.

Ju

n—

2. Montrer que E(Y) = Z ( )
=0

Min et Max d’une suite de variables indépendantes

Exercice 15 - . e .
suivant une loi géométrique

) [CorRrECTION P. 22]

Soit un entier n > 2.

On considere n variables aléatoires X, X, ..., X,, indépendantes et de méme loi géométrique de parametre
p€0;1[.

On pose [,, la variable aléatoire définie par [,, = min (X, X,, ..., X,,) et S,, la variable aléatoire définie par
S,, = max (X, Xq, ..., X,).
1. Montrer que, Vi € [1;n]etVk € N, ona:P(X; > k)= (1—p)*.
2. a. Déterminer, V k € N*, la probabilité P (I,, > k), puis en déduire la loi de I,,.
b. En déduire I’espérance de [,,

3. a. Déterminer, V k € N*, la probabilité P (S,, < k), puis en déduire la loi de S,,.

o . . () (=)
b. En déduire, en utilisant la formule du bindme, que E (S,,) = Z N e oug=1—np.
k=1 —q

Exercice 16 — (Loi conditionnelle et lois usuelles) [Correcrion p. 23]
Soit m est un entier naturel fixé, supérieur ou égal a 2.

On considere une suite de variables aléatoires (U,,),,,, toutes définies sur le méme espace probabi-
lisé Q /l ,P), telles que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 , U, suit la loi uniforme sur

n—1
{0l 2. =11
n’'n’ n
On consideére également une suite de variables aléatoires (X,,),,~1 définies elles aussi sur (€2, A, P), et telles
que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 , et pour tout k de [0, n—1], 1aloi de X,, conditionnellement

a I’événement [[Un = E} est 1a loi binomiale B (m, E)
n n

1. On considére une variable aléatoire Y suivant la loi binomiale B(m, p).

Rappeler la valeur de ’espérance de Y puis montrer que E(Y(Y — 1)) = m(m — 1)p?

2. Donner la loi de X;.
Dans toute la suite, on suppose n supérieur ou égal a 2.

3. a. Déterminer X,,(2), puis montrer que, pour tout i de X,,(£2),ona:

1

v (B 04
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b. Utiliser la premi¢re question pour donner sans calcul la valeur de la somme

() () )
m(n — 1).
2n

c. En utilisant toujours la premicre question, donner sans calcul la valeur de la somme

S (T) (&) ()T

Montrer alors que E(Xn (X, —1) ) =

Montrer alors que E(X,,) =

m(m—1)(n—1)(2n—1)
6n? '

m(m+2) (n® —1)

12n? '

d. En déduire finalement que V(X,,) =

0)) 2 HONVIAVA ‘AIONVITISH
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B (CORRIGES =

Correction de I’exercice 1 : [Enonck]
1. On a déja X,(Q) = N,(Q) =[1;n].
Soient (i, ) € [1;n]°.
L'événement [N,, = 4] N [X,, = j] est réalisé si et seulement si |'urne numéro j est choisie puis

que la boule numéro 7 est tirée dans cette urne.

— Si i > j, cette boule n'existe pas dans I'urne j, donc

— Si i < 4, alors, d’aprés la loi des probabilités conditionnelles,
P(IN,, =4 N [X,, = j]) =P([%X,, = j]) x Ppz, —;([N,, = 1]).

Or I'urne est choisie uniformément parmi les n urnes, donc P([X,, = j]) = —.

Sachant que l'urne j est choisie, les j boules sont équiprobables donc

P[Xn:j]qn\‘n = Z]) = %

Ainsi,

.
Il
—_
<
Il
=,
Ol =

n J
_1 Z 122 (en permutant les sommes finies)
n 53 Ji=
J=1 =1
1 -1 j(‘ 1
= — — X = — 1
n Z; J 2n Z; o
Jj= j=
1 (n(n+ 1)
“wm\ 2 "
_n+3
4

Pour la variance, on utilise la formule de Koenig-Huygens :

V(N,) = V(N2) — (E(N,,))*
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D’apres la formule de transfert, on a :

JU+DRI+D) 1 N2, e
x : 6n;(; +3j+1)

_ 1 n(n+1)(2n + 1) +3n(n—|—1) —|—n)

6n 3 2
2(n+1)2n+1)+9(n+1)+6
36
_ 4An? 4+ 15m + 17
B 36

. A2 +15m+17  [n+3\2
Dot V(N.) = 36 *( 1 )
_ Tn?+6n—13

- 144

Correction de ’exercice 2 : [ENoNcE]

Par symétrie et d'apres |I' exercice (??) , on a :

E(X) = E(Y) = 22
_r si i j,
Calculons E(XY) avec P([X = i] N[Y = j]) = n(n—1)
0 sit=j.

EXY)= Y ijP(X=dN[Y=j])
(i5)l1;n]?

i#j
1 _ 1 n n i n 22
n(n—1) ;‘7 n(n—1) (i_1]_1 J ; )
n 2 n
_ 1 i _ Z2
i (5 -5
1 (n(n+l)>2_n(n+l)(2n+1)
~n(n—1) 2 6
_ 1 y n(n+1)(n—1)(3n +2)
~n(n—1) 12
(n+1)(3n+2)
=
Enfin, '
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) 9
_(n+1)(3n+2)_(n+1)2 ;
B 12 2 2
_ n+l1 =N
12
F. PUCCI Lycée Gerville Réache n
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~. © Remarque ___]
Cette formule s’appelle par-
fois « formule des queues »
pour une variable aléatoire k-1
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Remarque : La covariance est négative, ce qui traduit le fait que tirer une grande valeur au premier
tirage rend moins probable le fait de tirer une grande valeur au second (effet de tirage sans remise).
Pour n = 11, les variables X et Y sont en dépendance linéaire.

Correction de ’exercice 3 : [EnoncE]

1. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [—1, 1], donc

Comme Y = %2, la variable aléatoire Y prend les valeurs 0 et 1 avec

—_
[\

OnaalorsP((X=0)P([Y=1) == x = =

Or, [X=0]N[Y = 1] = @ puisque si X =0, alors Y = X? = 0.

Ainsi, P((X=0]N[Y=1]) =0 # % et les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
2. Par définition, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Or,

—1+0+1
E(X) = — =

1P 03418 _
Er, Ey) = E(e®) = S F00FD 14041

3 3
Donc, Cov(X,Y) = 0.

On retiendra que les variables aléatoires X et Y sont décorrélées mais ne sont pas indépendantes.

—0 et E()=EX)=1t0+1_2

A A retenir ___
Cet exemple montre que

la réciproque de « indépen-

Correction de I’exercice 4 : [Enonci]

1°T méthode : En écrivant, Yk € [0;n], k = Z 1:

Par définition de I'espérance,

n n k—1
X):;kP([X:k]) kz( 1) X = k)).

Les sommes étant finies on peut permuter les sommations :

-5 o

=0 k=i+1
=P([X>i+1])=P([X>1])
1

S
|

P([X > i]).

I
g

Enfin, comme X(Q) = [0;n], P([X > n]) = 0 et on peut le rajouter

P([X > k).

I
M=

>
Il

0

D

2¢M€ méthode : Avec une série télescopique.

HOITIIO

7

VEke[1;n], P(X=k]) = P(X > k—1]) — P([X > k)).

F. PUCCI
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O Remarque

Comme 0 < p(X,Y) < 1,

cela traduit une corrélation
positive due a la variable
commune V.

D’ou,

n

k=1 k=1
= S+ DX > k)~ Y kP> H)
k=0 k=1

P([X > k]) — P([X > n])

~———

>

P([X > k]).

Correction de I’exercice 5 : [EnoNcE]

1. Les variables aléatoires U et W sont indépendantes et suivent respectivement les lois de Poisson

P(X) et P(N). La variable V suit la loi P(u).

La somme de variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson est encore une loi

de Poisson, de parameétre somme des paramétres.
Ainsi,
A=U4+V~PA+p) e Y=V+W~PA+p).

2. a. Les variables X et Y admettent une covariance car elles admettent des moments d'ordre

2 (lois de Poisson).
Par bilinéarité,

Cov(X,Y) = Cov(U +V,V + W)

= Cov(U, V) 4+ Cov(U, W) + Cov(V, V) + Cov(V,W).

Par indépendance de U, V, W, Cov(U,V) = Cov(U, W) = Cov(V,W) =0,

= Cov(V,V)
=V(YV) =p.
e Cov(X,Y)
b. Par définition, p(X,Y) = —————.
V(&) V(Y)
Or,
VA =A+pu e VY)=A+p.
W
D xY) = —.
one p(X,Y) = T

Correction de I’exercice 6 : [EnoncE]

1. a. Pour tout j € N, conditionnellement & [N = j], la variable aléatoire X suit une loi

binomiale de parameétre j et p :

K| (N=3)~ B(,p)

Donc, pour 0 < i < j, Pp_y([X =i]) = <?>piqj—¢_

b. D’apreés la loi des probabilités composées, Vi, 7 € N,

P([X =4 N[N =j]) =P(IN = j]) Py ([X = i]).

EP((X>k—1]) — ZkP([X > k])  (les sommes étant finies)

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

ADTHAO))

7

—
S




ECG 2 -2026-2027

Donc, pour 0 < i < j,

c. D’aprés la loi des probabilités totales :

VieN, P(X=1i]) = fe*ﬁ (]:)piq“

Onpose k=j—1i:

La variable X suit donc une loi de Poisson de parametre Ap.
2. Par symétrie et sans calcul, Y ~ P(Aq).

3. On sait que N ~ P(A).
Soit n € N. Conditionnellement a [N = n], chaque véhicule donne indépendamment :

— un Pile avec probabilité p,
— un Face avec probabilité g =1 — p.

Donc, conditionnellement a [N = n), les variables X et Y vérifient :
X+Y=n, A~B(n,p) et Y=n—XK
On calcule la loi jointe d'aprés la loi des probabilités totales avec le sce ([N = n]),cy :

P(X=dn[Y=j) = P(X={Nn[Y=jn[N=n])

n>0
= _Pun(X = N[ =j)P(N = n]).
n=0
Mais I'événement [X = 4| N [Y = j] impose nécessairement n = i + j, donc tous les autres
termes sont nuls :
=P (R =4 N[Y = j)P(IN =i +j])

= Pjciyg) ([X = iDP(N = i + ])

(d’aprés A.)

1 o
=Z ___Spigi x e»@m)&

il M

Ok (Ag)? 9
O sy O0)

= e )‘p Z' X e Ap ]' ;
= P([X = i])P([Y = j)) &

Les variables X et Y sont indépendantes.
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4. a. CommeY=N—-X, ona:
V(Y) = V(N) + V(X) — 2Cov(N, X).

b. D’apres I'énoncé et les questions précédentes, on sait que V(N) = A, V(X) = Ap et
V(Y) = Aq.

En se rappelant que p + ¢ = 1, I'égalité précédente s'écrit alors :
A=A+ Ap —2Cov(N,X) <= Cov(N,X) = Ap.
c. Le méme raisonnement conduit successivement a De méme :
V(X) = V(N) + V(Y) — 2Cov(N, Y),
puis a Cov(N,Y) = Aq.

Correction de I’exercice 7 : [Enonci]

1. Comme les X, sont presque siirement strictement positives,

1 1
S =X A K = — < —.
n 1+ + n = N1 Sn Xl

Comme E (}%) = b < 400, par comparaison, E (SL) < 4o00.
1 n

X
D’autre part, Z —k — Zn — 1 entraine par linéarité de |'espérance :
k=1 n Sn
n
X
ZE(_k) —1
= \5a

X
Les variables X, ..., X,, jouant des roles symétriques et ayant méme loi, les quantités E (S_k)

n
sont toutes égales et on a :

2. Distinguons deux cas.

w

X

— Sim<n;: S_:L:;S_: entraine
Ainsi, .
S Xy, m
()£ 2
Sp ; Se n
S Kps1 + -+ X
— Sim}n:S—jZI—i—HS—n.

Comme X,,.1, ..., X, sont indépendantes de S,,,

Vk>mn, E(é—j) :E(Xk)E<é) :aE(S%).

Donc, E (?S—m) —1+ (mn)aE(i>.

" ®
o
Finalement, ~
Ly sim < n, z
(2)=1) &
E|l— | = =\

Sn 1+(mn)aE<—>, sim>n

F. PUCCI
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Correction de ’exercice 8 : [EnoncE]

1. Pour tout i € [1;n], les événements [X = 1], .., [X = n| forment un systéme complet
d’'événements.
Ainsi,
n
P(Y=4)=) P(Y=4N[X=4k)
k=1
D'o, E(Y) = Y iP([Y =1])
=1
=> i P(Y=dN[X=k)
=1 1

Ejy—p(Y)

= Z Ejy—i(Y) P([X = k]).

2. Toutes les urnes étant équiprobables, V k € [1;n], P([X = k]) = 1
n

Ainsi, X suit la loi uniforme sur [1;n].

3. a. Sachant [X = k], on tire une boule uniformément dans |'urne U;, contenant les boules
numérotées de 1 a k.
Donc, Vi € [1; k], Pyp—g([Y =1]) = % La loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est
donc la loi uniforme sur [[1;&].

Son espérance vaut

142+ +k  k+1
Ey_(Y) = i =5

b. D'aprés la question 1,

F. PUCCI

k=1
B S S S ktn
n &=~ 2 2n \ &
! nin+1)
o 2 +”>
_n+3
4
4. Pour1<i<k<n,
1 1
P(X=kN[Y=1i]) =Py ([Y = )P(X=k]) = = x .
Pour 7 > k, cette probabilité est nulle.
I
5. a. Soitie [1;n].
D’apres la loi des probabilités totales, 9
- Iv~1 -
P(v=i)=Y P(X=Hnlv=i)=23 "1 z
= n ik Q
= =1 =
b. Calculons d'abord E(Y?).
Lycée Gerville Réache
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Pour tout k, d'aprés le théoréme de transfert, on a :

=
=<
N
Il
=
[ V)
~
Il
=

~.
N
S|

~ .
uMz uMz
= =

E
i

™M =
=

3

i (on permute les sommes finies)

|
x>
3
.
Il M?r
i,

-
= =

k(k + 1)(2k + 1)
6
+1)(2k +1)
6

X

=

3l

H
—
o

T
L

2% +3k+1

|
|,_. ?l,_\ Sl— 3|~ 3=
-

S

n+1 (2n+1
>+g

S

n(n+1) +n>

/—\

n+ 1)(2n +1)

(=

4n? + 15n + 17
6

_ 4n? + 15+ 17

N 36 ’

3
+§O%+D+1>

D= D~ D

Donc,

V(Y) = E(Y2) — E(Y)?
:4n2+15n+177(n+3)2

36 4

4 (4n? +15n +17) — 9(n + 3)?
B 9x4x4
_ Tn®+6n—13

144

Correction de I’exercice 9 : [EnoncE]
1. Soient n,k € N.
Conditionnellement a I'événement [X = n], il y a n clients achetant une voiture.
Chacun demande un crédit avec la probabilité p, indépendamment des autres clients.
Ainsi, sachant [X = n], la variable Y suit une loi binomiale de paramétres (n,p).
Par conséquent,

ny k nek
p*(1—p) si0<k<n,
Py ([Y =k]) = <k>

0 sinon.

2. Soient n, k € N. D’aprés la formule des probabilités composées,

P([X=n]N[Y = k]) = P([X = n])Py_n([Y = ).

Q
xn S
— AL
Comme X ~ P(X), P([X =n]) = i =
Q
=
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Ainsi,

7)\)‘ e k n—k .
- 1— 0<k<n,
WhneN, P(X=n] Ay =k)=4¢ al \k)P I s n

0 sinon.

3. Soit k € N. D’apres la loi des probabilités totales, on a :

ZP N[Y = &)

= Z e*% (Z) pra—p)"*

A" n! k n—k
= Z —i? (1= p)

ol k!(n
) &S AL —p)*

=) n—h)!

n==k
LR (AA—p)™
k! m=0
O A(1-p)
TRl
,Ap(kp)
kO

M

' (en posant m =n — k)
m!

(en reconnaissant une série exponentielle)

Donc, Y ~ P(Ap).
Par conséquent, E(Y) = V(Y) = Ap.

4. a. OnaZ=X-Y.

Conditionnellement a [X = n], chaque client paie comptant avec la probabilité 1 — p

i.e. conditionnellement & [X = n], Z ~ B(n,1 —p).

Le méme raisonnement que précédemment montre alors que
Z ~ P(\1—p)).

b. Soient k,/ € N.
Comme [Y=Ek|N[Z =/ =[Y=k|N[X=k+{], on obtient :

P(Y=HN[Z=4)=P(X=k+£N[Y=k)
= e A ( )\:+Z) (k —]: ﬁ) pk(l _p)g
)

k1 0)
P =-p)f
—C TR T

(o2 ooz

Or, e = e e~ A1-p),

Ainsi, les variables Y et Z sont indépendantes.

F. PUCCI
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Correction de I’exercice 10 : [Exonci]

1. X(2) = {0;1;2} et Y(©2) = {—1;0;1} On dresse le tableau des valeurs possibles, les autres
étant impossibles :

XY U]V P
0,00 [0] 0 | (1-p)?
(1,0) | 1| 1 |p(l—p)
(0,1) | 1| =1]|p(1—p)
(1,1) | 2] 0 p?
Par exemple, [U = 0] N[V = X=0Nn[Y=0)Nn(X=Y]=[X=0]N[Y=0] et

V=0 =(X=0n[v=
[U=0Nn[Y=-1]= ([X:]ﬂ[ =0)Nn(X=0Nn[y=1]) =o.
Ainsi la loi du couple (U, V) e

Y
U —1 0 1
0 0 (1—p)? 0
1 p(1—p) 0 p(1—p)
2 0 p? 0

2. Par bilinéarité, on a :

Cov(U,V) = Cov(X 4+ Y, X —Y)
Cov(X%, X) — Cov(X%,Y) + Cov(Y, X) — Cov(Y,Y).
Or X et Y sont indépendantes donc Cov(X,Y) =0,
= V(X) — V(Y) = 0.
Lo Cov(U,V)
En particulier, p(U,V) = ——————=—=10
Var(U)Var(V)
Les variables U et V sont donc décorrélées.
3. On a déja calculé P([U =0,V =0]) = (1 — p)%.
Or, P([U=0]) = (1 —p)? et P(][V = 0]) = (1 — p)? + p* donnent

P([U=0)P(V=0]) = (1—p)*((1 —p)*>+p?) # (1—p)>

Les variables U et V, décorrélées, ne sont pourtant pas indépendantes.

Correction de I’exercice 11 : [Exonct]

1. Les variables (X,,),>1 sont indépendantes et suivent toutes une loi de Bernoulli de paramétre
p donc
E(X,)=p et V(X,)=p(l—p).
Par linéarité de |'espérance,

n

E(S,) = E(f + -+ %) = S E(%) =3 p = np.

k=1 k=1

Comme les variables Xy, ..., X,, sont indépendantes, la variance de leur somme est la somme
de leur variance :

V(S,) = _ V(X)) = p(1—p)=np(l—p).
k=1

k=1

2. a. Comme X, et X,,; ne prennent que les valeurs 0 ou 1, Y,, vaut 1 si et seulement si
Ly = Xn+1 =1
Par indépendance, P([Y,, = 1]) = P([X,, = 1] N [%X,,1 = 1]) = p*.

F. PUCCI
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Ainsi Y,, suit une loi de Bernoulli de paramétre p?
E(Y,)=p* et V(Y,)=p*1-p°.

b. Par linéarité on a encore :

3
3

E(V,) =E(Y; ++Y,) =Y E(Yx) =) p*=np’
k=1 k=1
Les variables Y1, ...,Y,, ne sont pas indépendantes, car Y, et Y;,; contiennent toutes

deux la variable X, .

On utilise donc la formule générale :

Zvvk +2 > Cov(Y,Y))

1<i<y<n

— Si |i —j| > 2, les variables Y; = X;X;; et Y; = X;X;,; font intervenir des familles
de variables indépendantes. Elles sont donc indépendantes et

Cov(Y,;,Y;) =0.

g

— Il reste seulement le cas j =i+ 1.
Or, Yi¥s41 = Xixz‘2+lxi+2-
Comme X;,; vaut O ou 1, X2, ; = %,;;.
D'ot, VY11 = XK1 Kipa-
Par indépendance, E(Y,Y,, ) = p°.
Par ailleurs, E(Y;)E(Y,, ;) = p* x p* = p*.
Finalement,
Cov(Vy, Y1) = E(Y;Yii1) — E(Y)E(Yi4) = p* —p* = p*(1 —p).
Revenons a notre formule en remarquant qu'il y a exactement n — 1 couples consécutifs.

V(V,,) = np?(1 = p?) +2(n — 1)p*(1 — p).

3. On utilise la bilinéarité de la covariance :

Comme Y; = X;X;,q, la variable X; est indépendante de Y; des que i ¢ {j, j + 1} et toutes
ces covariances sont donc nulles.

— Premier cas : i = j : E(X;Y;) = E(X3%;,,) = E(X;%X;,,) = p°.
Par conséquent,
COV<XJaY]) p2_p3 :p2(1_p)

— Deuxiéme cas : i = j+ 1. De la méme maniere,

COV(Xj+17 Yj) = P2(1 —p).

Comme il y a n covariances du type Cov(X;,Y;) et n — 1 du type Cov(X;,4,Y;), on trouve

Jr g
®!
~
o
Q
=

F. PUCCI
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Correction de I’exercice 12 : [Enonci]
1. V,(©) = [1;N] et, pour tout k € [1;N],
[V, <kl =[X; <kln--N[X, <k

Les variables étant indépendantes, P([V,, < k]) = HP([XZ <k]) = (E) .

On en déduit,
Vke [1;N], P([V, = k]) =P([V,, <k]) —P([V,, <k—1]) =

2. — Premiercas: r =s.
L'événement [U,, = r] N [V,, = r] signifie que toutes les variables valent r :

Par indépendance, on a alors :

— Deuxiéme cas : r < s.
Vie[l;n], %X €lr;s]
L'événement [U,, =] N [V,, = s] équivaut a ¢ Au moins un X; =r,
Au moins un X; = s.

Reste a dénombrer cet ensemble :

— Si %; € [r;s] alors, elle peut prendre s — r + 1 valeurs. Au nombre de n, il y a
(s —r+1)" choix possibles.

— |l faut retirer celles qui ne prennent pas la valeur r, soit s — r valeurs possibles. Il y
a (s — )™ n-uplets possibles.

— De méme, il faut retirer celles qui ne prennent pas la valeur s. Il y a aussi (s — )"
choix possibles.

— Enfin, il faut rajouter celles qu'on a enlevé deux fois i.e. celles qui ne prennent ni la
valeur 7, ni la valeur s. Il y a (s —r — 1)" n-uplets possibles.

Par conséquent, avec la loi uniforme, on trouve :

(s—r+1)"—2(s—r)”+(s—r—l)".

P([U,=7rN[VY, =3s]) =

Nn
En résumé, la loi du couple (U,,,V,,) est
1 .
—n sir=s
P([U, =7]N s—r+ —2(s—r)"+(s—r—1)"
sitr<s
Nn
On en déduit
a Lo 1
P([[Un = Vn]) = Z P([[Un = T] N [Wn = TD = Z W = N
r=1 r=1
3. On utilise la formule des queues
N
E(V,) =) P([V, > k) |
k=1
= XN: 1— <E)n 9
k=1 N =
N—1 »
—N- LY 2
TN &Y B
7=0
A n
A A retenir ___ N—+oo 1 + 1N'
N T” 1
Z IR F. RUCCI , ntl Lycée Gerville Réache 18
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4. Commencons par déterminer P([U,, = r]).

OnaP(U, >r]) = (W) donc, classiquement,
N—r+1)"—(N-=—r)"
P([(Un _TD :P([[Un >T])_P([[Un 27‘4—1]) = N” 0
a. i. Pour le calcul de Py _,j([X; = j] N [Xy = k]), il y a plusieurs cas a envisager :

Si min(j, k) < r: Par définition du min,

(N—r+1)"2
T (N—r+ 12— (N-—7)"

Sir=j<kour==%k<j: Il suffit encore d'avoir X, ..., X,, > r, donc

(N—r+1)"2
N_r i D (N

Py, (X =710 [Xy =7]) =

Sij>retk>r: Il faut que parmi X3, ..., X,, apparaisse au moins une valeur égale
ar, donc

(N—r+1)"2—(N—r)"?2

P[Un:r]([xl = ]] N [XQ = k]) = (N 4+ 1)n _ (N _ r)n

ii. Méme chose en plus simple pour Py _,([X; = j]) :

Sij<r: Py, (% =j])=0.

Sij=r: |l suffit que Ko,y ooy Xy, > r, d’ol
1 {(N—r+41)n1
P([X,=r]N[U, =7]) = N (T et
(N—r+1)n1t

P[Un:r]([xl = T]) = (N — 1)" — (N — T)n.

Sir < j: Il suffit encore d'avoir X,, ..., X,, > 7 mais pas tous strictement supérieurs
a r. Le nombre de possibilités est (N — 7+ 1)"* — (N — )"~ donc
(N—r+1)" ! —(N—p)"1
N—r+1)"—(N—7r)»

Py, (% =4]) =

b. D'apres la question précédente, prenons le cas j =k =7r. On a:

(N—r+1)n2
N—r 1= (N

Py, (X =7N[%y =7]) =

Mais

2 |
(N—r+1)"1
Py _q([X =7])Py —n([Ky=7]) =

vaert (B = PDPr, D =1]) = (e .
Ces probabilités ne sont pas égales donc X; et X, ont perdu leur indépendance sous le ;
conditionnement [U,, = 7]. a
=

F. PUCCI
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Pour le non intérét de le prouver :

2

(N—T—I—l)”f2 B ( (N—r+1)71! )
N—r+1)"—=(N—r)n N—r+1)"—(N—r)»
(N—7r+1)2n—2
(N—r4+1)"—(N—r)»
N—r+1)"

(N—r+1)"2=

N—r+1)"—(N—r)"=(N—r+4+1)"
(N—r)"=0
N=r

Correction de I’exercice 13 : [EnoncE]
1. L'univers est I'ensemble des permutations de [1;n] : Q = &,,.
Chaque permutation est obtenue avec la méme probabilité, donc

1

Voe, P{o})

2. a. Soiti € [1;n]. Par définition, on a [X; =1 ={c € &, | o(i) =i}.
Reste a trouver son cardinal.
Or, pour construire une permutation vérifiant o(i) = 4, il suffit de fixer I'image de 4, puis
de permuter librement les n — 1 autres éléments.
Ainsi, Card([X; = 1]) = (n — 1)\
(n=1!' 1

D'oll, P([X; = 1]) =

n! n’
Comme X, est une variable indicatrice,

)

E(%;) = 0 x P([%; = 0]) + 1 x P([%; = 1]) = %
et, d'aprés la formule de Koenig-Huygens,
V(%;) = E(X7) — E(X;)*
=02 x P([X; = 0]) + 12 x P([%, = 1]) — (l)
-

n—1
7

n

n
b. Comme X = E X;, par linéarité de I'espérance,
i=1

n n

E(X) =Y E(X) =Y

i=1 =1

=1

S =

3. a. Soient 4,j € [1;n] tels que i # j.
L'événement [X; = 1] N [X; = 1] signifie que les positions i et j sont fixes.

Il reste alors a permuter librement les n — 2 autres éléments.

Par conséquent, Card([X; = 1] N [X; =1]) = (n —2). 9
Donc, ( ) ;
n—2)! 1 [
P([X, =1]Nn[X, =1]) = =
([ (2 ] [ ] }) n| n(n_1> g\
b. Considérons la variable X;X;.
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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On a X %;(Q) = {031} et [X,X; = 1] = [, = 1] N [X; = 1].
D'ott E(%;%;) = P([%; = 1] N [X, = 1]).

Par conséquent,

Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X;)

1 1
Cnn—1) n?
1
 n2(n—1)

c. D'aprés la formule de Kénig-Huygens,

n

V(X)) = V(%) + an Cov(%;, %;)
2

i=1
Gl
n—1 1
=nx = +n(n—1)xm
_n—-1 1
o n
= I,

Correction de I’exercice 14 : [Exonct]
1. a. Par définition, Vy € R,

= P(max (Xlu X2, AR Xn) < y)

= HP(Xi < y) parindépendance des variables aléatoires X;.

n
=il

<

Or, Vi € [1;n], X; suit la loi uniforme sur [1;n] donc

Osiy<1
1yl
—=— sil<y<n
P(X; <y) = non
U ¢ = = \k?
Y P& =k) =1kl .
1<k<y ==l siy>n
1<k<nn
Il vient alors que :
0 siy<1
n
VyeR, Fy(y) = (M) sil<y<n
n
1 si Yy >n.

b. Comme chaque variable X; prend ses valeurs dans [1;n], a fortiori, Y(Q) = [1;n].

VEke[lin], POY = k) = P((Y < k) — (Y < k—1))
=Fy(k) —Fy(k—1)

ONETE

F. PUCCI
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2. Comme Y prend un nombre fini de valeurs alors Y admet une espérance et on a :

-2+ (3 - (5]
= n n
:Zk(ﬁ) — k(ﬁ) par linéarité sur des sommes finies
k=1 k=1 e
() S (@)
= k(—) - (i+1) (- en posant i =k —1
; e i=0 e
n n n—1 n n—1 n
SOEOEE
k=1 " k= " im0 \"
n—1 k n A" 0 n n—1 k n n—1 k n
() () o3-SR S
k=1 " e e k=1 7 k=0 \T
2 ()
=n— e
k=0 \T
Correction de I’exercice 15 : [EnoncE]
1. Pour k € N¥,
+o0
PX;>k) =Y PX =k
j=k+1
+00 ] +o00 .
= > pdt=pd"> ¢
j=k+1 7=0
= pit—— =g
I—gq
=(1-p)".

2. a. Pour k€ N*, ona[l]n>k]:ﬂ[Xi>k:}.
i=1
Par indépendance des variables X;, on a alors :

n

P(l, > k) = [[P(% > k) = (¢")" = ¢"*.

i=1
Donc, P(l,, = k) =P(1,, > k—1)—P(1, > k)
_ qn(kfl) _ an _ qn(kfl)(l _ qn)
=(1—q") ().
Ainsi, I,, ~ G(1 —q™).

b. D'aprés la question précédentes, on a alors

1
E(l,) = .
)= 1=
. |
3. a. Le raisonnement est identique. Pour £k € N*, [5, < k] = (-][Xz < k] avec A
i=1
P(L <) =1—d" -
Par indépendance, on a alors E
n =N

F. PUCCI
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b. On utilise la formule des queues :

ES,) =Y PS, >k
k>1

=> " 1-(1-¢"1"
k>1

Or, par la formule du binéme, (1 — ¢ )" = Z (
=0

=5 (7)o

k>15=1 \/
On permute les sommes finies :

, 1
J(k=1) —
Or, Z 4 1—¢'

k>1

Correction de I’exercice 16 : [Enonci]
1. D’apres le cours, on sait E(Y) = mp et V(Y) = mp(1 — p).
Or, d’apres la formule de Koenig-Huygens, V(Y) = E(Y?) — (E(Y))2
D'ot, E(Y?) = mp(1 —p) + (mp)® = mp(mp + 1 —p).
Par linéarité de I'espérance, on obtient alors :

E(Y(Y—1)) = E(Y?) = E(Y) = mp(mp + 1 — p) — mp = m(m — 1)p°.

2. On a X;(Q2) = [0;m].
Soit i € [0;m]. D'apres la loi des probabilités totales, on a :

P =il) =3 P ([Un =] ) < Plo,s (=)
=P ([U; = 0]) x Py, —q)([X; =1])
© Remarque Or, pour n =1, I'ensemble {0, ,%,m, n; 1} se réduit a {0} ie. P([U; =0]) =1

1
L iable U, est e
a variable U; est presque . _ 4
Erement égale a 0. = P[UFO]([Xl = Z])
Avec % |[U; = 0] ~ B(m,0), on obtient :
Donc X; =0 p.s.

- (m)oilm—i: {1 =0
7 0 sinon.
3. a. OnaX,(Q) =[0,m].

Le raisonnement est identique :

n—1
vie osml, P, =) = > P([U, = £]) <Py syt =)
k=0 n nn
1 n—1
=23 Py _u([% =)
U,==- n
n 2o Plva-t]
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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binomiale B (m, E)
n

k -~
D E(X,|U,=—-]=
onc (n| " n) g 7

Finalement,

I
s
S|
7N
= 3
~
b S
L
N
S|
N———
S
—
|
IS =
N———

3

. D'aprés I'énoncé, conditionnellement a I'événement [[Un = —| la loi X,, suit la loi
n

n—1 m i m—1
m

= l Zz ) <E> (1 — E) en permutant les sommes finies

e AN n n

18k
e m—

nigon
m "Ak_ m(n—1)
Cn2 N 2n

c. De méme, pour une loi binomiale, on a montré que E(Y(Y — 1)) = m(m — 1)p?.

En posant, p = E conditionnellement a {[Un = E} et d'apres le lemme de transfert :
n n

Donc

n—1 m i _
m i m—i O
_1 Zz(z —1) ( i <E> (1 — E) en permutant
T = i n n
n—1 2
_1 m(m — l)k—2
n = n

HOITIIO

7
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o ’f . (n—1)n(2n—1) .
k=0 6

m(m—1)(n—1)(2n —1)

- 6n2

d. On utilise la formule de Huygens et la linéarité de I'espérance en faisant intervenir les
calculs précédents :

V(%,) = E(X3) — E(X,)?
=E(X,(%, — 1)) + E(X,) — E(X,)?
_ m(m—1)(n—1)(2n—1) N m(n—1) m2(n —1)2
6n? 2n 4n?
_ m(m+ 2)(n? —1)
B 12n2 '

AOTHAO)) —

7
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