ECG 2 -2026-2027

Corrigé

ces vectoriels et Variables aléatc-

Exercice 1 — (Espaces vectoriels) s

2 11
On considere lamatrice A= [ 1 2 1| € M3(R) et les ensembles
1 1 2

F={X€eM;(R)/AX =X}, G={XeMs,(R)/AX =4X}.

1
Onnote Uy = | —1|,Uy=|[ 1 JetUs= |1
0 —1

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M5 ; (R) et en donner une base ainsi que la dimension.

(On admet que G en est aussi un.)

x
Soit X = | ¥ | € M3(R).
z
Commentaires : On traduit ce que veut dire X € F :

XeF <« AX=X (on traduit ce que veut dire X € F)

2 1 1 T T
— |1 2 1 yl=1v
1 1 2 z Z
2r+ y+ z=v
— T2+ 2=y (on transforme en systéme linéaire)
r+ y+2z==z2
r+y+z=0
— qz+ty+z=0 (on met toutes les inconnues du méme coté)
z+y+2=0

= {:r+y+z:0

II ne reste plus qu’une équation pour trois inconnues. Le systeme admet donc 2 inconnues
secondaires y et z par exemple.

rT=—-Yy—2z
= Qy=y (on exprime I’inconnue principale x en fonction
L . des inconnues secondaires)
—1 —1
= X=y- | 1 |+z-]0 (on revient a I’écriture matricielle)
0 1
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!

-1 -1
«— X € Vect 11,1 o0 _ (on traduit les combinaisons linéaires en
terme de Vect.)

Donc F est un sous-espace vectoriel de M 5(R) (par définition d’un Vect).
Commentaires : Reste a trouve la dimension de F. Pour cela, on en cherche une base.

—1 —1
Génératrice : Par définition du Vect, la famille 1 13510 est déja génératrice de F.
1
Reste a montrer qu’elle est libre.
—1 —1
Liberté : Les deux vecteurs | 1 | et | 0 | dontles coordonnées ne sont pas proportionnelles
0 1
ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre de F.
—1 —1
Base : Libre et génératrice de F, la famille 1 131 0 forme donc une base de F.
0 1

Le sous-espace F admet une base de deux €léments donc F est de dimension 2.
2. En déduire que (U, U,) est une base de F.

Comme AU; = U; et AU, = U,, les deux vecteurs U; et U, appartiennent a F.
De plus, Uy et Uy ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre de F de méme cardinal
que sa dimension donc une base de F.

3. Montrer que G = Vect(Us). Quelle est la dimension de G ?

Comme AUy = 4Uj, alors U5 € G.
On résout, de la méme maniére que précédemment, I’équation AX = 4X <= (A —4[5)X =0

T Tr=x 1
pour un vecteur X = | ¥ | etonobtient { y =2 <= X € Vect 1
z z =X 1

Ainsi, G = Vect(Uj3) et dim (G) = 1.

4. a. Montrer que (Uy, Uy, Us) est une base de M3 1 (R).
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La famille B = (U, Uy, Us) comporte 3 vecteurs dans un espace de dimension 3.

11 suffit de montrer qu’elle est libre.
Commentaires : On pourrait considérer une combinaison linéaire nulle mais je vous montre une autre méthode :

— On sait déja que U; et U, sont libres.

— Il suffit alors de montrer , par la contradiction, que U est linéairement indépendant de
U; et Us.
S’il I’ était, U appartiendrait 2 Vect (U, U,) donc a F et vérifierait AU; = Us.
Or,U; € G <= AU;3; =4U,.
Comme Uj # 4Uj, ce n’est pas possible et Us ¢ Vect (U, Us).

Les trois vecteurs (U;, Uy, Us) sont donc linéairement indépendants i.e. libres dans
un espace de dimension 3. IIs en forment une base.

1
b. Déterminer les coordonnées de E; = | 0 | dans la base (U;, Uy, Us).
0

On cherche z, ¥y, z tels que E; = 2U; 4+ yUqy 4 2Us5.

Commentaires : D’aprés la question précédente, on sait que ce triplet existe et qu’il est unique.

P N . 2 1 1
En résolvant le systeéme associé, on trouve x = V=3 etz=—.
Les coordonnées de E; dans la base (U, U,, Us) sont donc (%, %, %)

5. a. Montrer que, pour toutn € N, A"U; = Uy, A"Uy = Uy et A"Uz = 4"Us.

Démonstration par récurrence immédiate sur n € N sachant que AU; = Uy, AU, = U, et
AU3 — 4U3

b. En déduire I’expression de A"E; pour tout n € N, c’est-a-dire la premiére colonne de A™.

D’apres la question précédente et la décomposition de E; :

n — AT 2 l 1
A"By = A" (U + 3Us + 2 Uy )

= %A”Ul + %A”UQ + %A”Ug (par linéarité du produit a droite)
2 1 4" 1 e

=-U;+-Uy+—=Uz3==[4"—
31Tyt s T3 i” 1

c. Vérifier le résultat pour n = Oetn = 1.
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1 | 49 1+ 2 . 3 1
— Pour n = 0, on obtient AOEl =E,=10]et 3 40 1| = 3 0Of=10
0 40 -1 0 0
La relation est vérifiée
— Pour n = 1, méme chose :
9 . 4t 4+ 2 . 6 2
AlEl == AEl == 1 et § 41 —_ 1 — g 3 -
1 4l 1 3 1

La relation est encore vérifiée.

Probléme 2 — (Une suite récurrente et une série)

On considere la fonction f : x — In(1 + ) et la suite (u,,),,c) définie par

ug =1 et VneN, u, = flu,) =In(l+u,).

Partie A — Etude de la fonction f

1. Donner I’ensemble de définition de f et dresser son tableau de variations.

— Ensemble de définition : f(z) = In(1 + x) est définie si et seulement si 1 + z > 0, soit
x> —1.

L’ensemble de définition est donc D = |—1, 4-00].

— Variations : f est dérivable sur |—1, 400 et pour tout z > —1 :

Puisque 1 + z > 0,ona f'(z) > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur |—1, +o00].

— Limites : Par composition, on a facilement,

— lim1 f(z) = —o0. La courbe admet admet une asymptote d’équation z = —1.
z——1"

— lim f(z) =40
r—+00

On en déduit le tableau de variations de f sur ]—1; +oo] :

ESPACES VECTORIELS ET VARIABLES ALEATOIRES

x —1 400
f'(x) +
+00
f /
—00
Lycée Gerville Réache F. PUCCI
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2. On pose, pour tout z € |—1,4+00[, g(z) = z — In(1 + z).
Etudier les variations de g et en déduire que

Va>—1, In(l1+zx) <z avecégalité si, et seulement si, x = 0.
— Variations de g : Comme somme de fonctions qui le sont, g est dérivable sur |—1, +00] et

pour tout z > —1:

1 (4+z)—-1
1+xz 1+ 14z

g'(x) =1

Le signe de ¢’ () est celui de x (car le dénominateur 1 + z est strictement positif). On en
déduit le tableau de variations de f sur |—1; +o0] :

T —1 0 +o00
/(@) - 0 +
0

— Minimum : g admet un minimum absolu en 0 valant :
9(0)=0—1In(1) =0
— Inégalité : Pour tout z > —1, g(x) > 0, ce qui se réécrit x — In(1 4 ) > 0, soit
Vae|-1;400[, In(1+2z) <z
L’ égalité est atteinte si et seulement si g(z) = 0, ¢’est-a-dire uniquement en x = 0.
3. Montrer que I'intervalle ]0, 1] est stable par f. (On rappelle que In(2) < 1.)

D’apres la question (1.), sur Iintervalle |0 ; 1], f est croissante donc, on a :

f(0:1]) = 17(0); f(1)] = ]0;1In(2)] C 0;1] .

L’intervalle |0, 1] est donc bien stable par f.

Partie B — Etude de la suite (u,,)

4. Montrer que la suite (u,,),cn est bien définie et que Vn € N, u,, € ]0,1].
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Par récurrence sur n € N :
— Pour n = 0, par définition de (u,, ) ,epn> ug = 1 €]0;1].

— Supposons n € N tel que u,, € |0;1].

Alors u,, ., est bien définie et on a u,,.; = f(u,,) € |0;1] d’apres la question précédente et
I’hérédité.

— Initialisée depuis n = 0 et héréditaire, la propriété est donc vraie pour tout n € N :

La suite (u,, ),y est bien définieet Vn € N, wu,, € ]0,1].
5. Montrer que (u,, ),y est strictement décroissante.
Soit n € N. D’apres la question (2.) ,
Upyqr = In(1 4+ u,) < u,,

avec égalité si, et seulement si u,, = 0 ce qui n’est pas d’apres la question précédente.
Donc, Vn € N, u,, 1 < u, i.e lasuite (u, ),y est strictement décroissante.

6. En déduire que (u,, ), ¢y converge puis déterminer sa limite.

D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (u,, ), <, décroissante et minorée converge
vers un réel £ € ]0;1].

Comme f est continue, la limite de (u,, ),,cn est nécessairement un point fixe de f.

On résout I’équation

flz)=y <= z—In(1+2)=0 < g(x) =0.

D’apres la question (2.) ,I’unique solution de cette équation est z = 0.

La suite (u,,),c) converge donc vers 0.

7. Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle prenne en argument un réel eps strictement positif
et renvoie le plus petit entier n tel que u,, < eps.

1 import numpy as np

3 def seuil(eps):

4 u=1
5 n=20
6 while .........
7 W S 600000000
8 n=.........
9 return n
Lycée Gerville Réache F. PUCCI
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import numpy as np

1

2

3 def seuil(eps):

4 u-=1

5 n=20

6 while u>=eps:

7 u = np.log(l+u)
8 n = n+l

9 return n

8. Montrer que 4, 1 ~ U,.
n—+00

Up+1 —1

On sait que u,, # 0, pour tout n € N. Il suffit de montrer que lim
n—+00 Uy,

Up+1 111(1 + un) U,
Or, = ~ — =1
u’ll u’l’l u”_)o /LL’I’l
Donc, U, 1~ Uy,

n—-+oo

Partie C — Convergence de la série E u?

2

9. On pose, pour tout x € [0, 1], k(x) =z —In(1 + z) — %
1—
a. Calculer k' (x) et montrer que k' (z) = u
2(1+x)

Par somme, la fonction k est dérivable sur [0; 1] etona:

1 T
Ve el0;1], K'(z)=1— — =
w01, o) = 1- =3
2@+ 1) —2—2(x+1)
a 2(z +1)

2?4 x(l—x)

C2z4+1) 20 +x)

:172

b. En déduire que Vx € [0,1], z —In(1 4+ x) > T

Sur [0;1],2>0,1—x >0etl+x > 0donc k' () > 0. La fonction k est donc croissante
sur [0; 1].

Comme £(0) = 0—In(1)—0=0,Vz € [0;1], k(x) > k(0) > 0ie z—In(1+z)—
On en déduit que

.1,’2

— > 0.
4

12

Vee[0;1] z—In(l+2z) > Z

10. En déduire que, pour tout n € N, u2 < 4 (u,, — t,41).

D’apes la question (4.), Vn € N, u,, € [0;1]. On peut donc remplacer 2 par u,, dans la question
précédente et on obtient :
Vne [Nv u% < 4 (un - un+1>'
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11. Montrer que la série E (u,, — u,1) converge et calculer sa somme.

n=0
Soit N € N.
En reconnaissant une somme télescopique, on a :
N
§ (un - un+1) = Upg —UN = 1— UN-
n=0

D’apres la question (6.) , la suite (u,,),,cy converge vers 0 donc la série Z(u“ — Uy, ) est

n>=>0
convergente et sa somme est 1.

+00
12. Conclure que la série E u2 converge et que E u? < 4.
n=0 n=0

Toujours en trois temps :

a. D’aprés la question (10.) , Vn € N, u2 < 4(u, — u,.) terme général d’une série
convergente d’apres la question (11.) .

b. Il est clair que, Vn € N, 0 < u? (et 0 < 4 (u,, — U, 1) par I'inégalité précédente).

c. D’apres le théoréme de comparaison des séries A terme positif, la série de terme u2 est
convergente.

Enfin, soit N € N, ona:

N N
E 2 E
Unp, < 4 (un - un+1>'
n=0 n=0

Par passage a la limite sur N (autorisé car les séries convergent) et conservation des inégalités
larges, on obtient :

Probleme 3 — (Lois géométriques, lois de Poisson et couples)
Dans tout le probleme, (€2, .4, P) est un espace probabilisé.

Partie A — Somme de deux variables géométriques

Soitp € 10,1[etqg =1 —p.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la loi géométrique G(p).

Onpose Z = X+ Y.

1. Rappeler X(92), E(X) et V(X).

C’est du cours :
X(Q) =N, E(X) =

Lycée Gerville Réache F. PUCCI
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Comme X(Q2) = Y(©2) = N*, on a Z(Q2) = [2,+oo[ (tous les entiers n > 2 sont atteints, par
exempleavec X =letY =n—1).

Soit n > 2. La famille ([X = kaew est un systtme complet d’événements, et
(X =klN[Z=n]=[X=k]N]Y =n— k], quiest impossible si k > n.

Par indépendance :

= Z PAX=k)P(Y=n—k) (d’apres la premiére remarque)

3. Donner E(Z).

Par linéarité de 1’espérance, E(Z) = E(X) + E(Y) = 2,
p
4. Soit n > 2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant [Z = n].

Reconnaitre une loi usuelle. Cette loi dépend-elle de p ?

Soitn > 2.0naP(Z =n) > 0, donc P(;_,,) est bien définie.
Sachant [Z = n], X prend ses valeurs dans [1,n — 1], et pour tout k € [1,n — 1] :

P([XI[{:}Q[Y:TL*]{;D B p2qn72 - 1
=n) (n—1p%"2  n-1

3

Sachant [Z = n], X suit donc la loi uniforme sur [1,n — 1]. Cette loi ne dépend pas de p.
5. Les variables X et Z sont-elles indépendantes ? (On pourra calculer P([X = 2] N [Z = 2]).)
Z =2ouencore X+ Y = 2si, et seulementsi X =Y =1car X,Y > 1, donc
X=2]N[Z=2]=0 et P(X=2|N[Z=2])=0.
Or,P(X =2) =pg>0etP(Z=2)=p?>0,donc P(X =2)P(Z =2) > 0.

Ainsi P([X = 2] N [Z = 2]) # P(X = 2)P(Z = 2) i.e. les variables X et Z ne sont pas indépen-
dantes.

Partie B — Minimum et maximum de deux variables géométriques

On conserve les notations de la partie A et on pose U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

6. Montrer que Vn € N, P(X > n) = ¢". (On pensera a écrire [X > n] = | ] [ =k])
k>n+1
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Soit n € N. Comme X(£2) = N*, la famille ([X = k])@n+1 est un systeme complet d’événements
de [X > n], donc O Remarque
Tres
trés
PX>n)=P| | X=4# clas-
k>n+1 sique
d
= Z P([X=k]) (par incompatibilité des événements) éonc
k>n+1 sa-
+00 +00 voir
= Z P(X=k)= Z qu_l re-
k=n-+1 k=n+1 faire.
+o0
=pq" Z ¢’ (on factorise et réindice)
=0
=pq" x % (on reconnait une série géométrique avec |¢| < 1)
—q

n

Commentaires : [X > n] signifie que les n. premiers essais sont des échecs.

7. a. Montrer que Vn € N, P(U > n) = ¢°™.

Soit n € N. Tout se joue sur la définition du minimum : le minimum de X et Y est strictement
supérieur a n si, et seulement si, X > netY > n:

[U>n|=[X>n]NI[Y>n].
Par indépendance de X et Y :
P(U>n)=PX>n)P(Y >n)=q" x ¢" = ¢*".

b. En déduire que U suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre, puis donner E(U). (On
pensera a écrire I’événement [U = n] en fonction des événements incompatibles [U > n] et [U > n — 1])

Ona U() C N*.

Pour tout n € N*, [U > n — 1] = [U = n| U [U > n|, événements incompatibles donc
PU>n—1)=PU=n)+PU>n) (par incompatibilité)
Do, PU=n)=PU>n—-1)—P(U > n)

2(n=1) _ 420 (on remplace)

1—q?) (qQ)n*1 (on factorise)

Il
e ™)

e
1—¢*)(1—(1— qg))?%1 (on arrange un peu pour reconnaitre).

Deplus, 1 —¢° = (1 —¢)(1 +¢q) =p(2 —p) €]0,1].
Ainsi U suit la loi géométrique de paramétre p(2 — p) = 1 — ¢2, et

1

8. a. Exprimer U 4 V en fonction de X et Y.

—
(=]
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Pour tout w € Q, {min(X(w), Y(w)), max(X(w),Y(w))} = {X(w), Y(w)}, donc
U+V=X+Y.

3—2
b. En déduire que V admet une espérance et que E(V) = (2—p)
pl¢—p
OnaV = X+ Y — U. Les variables X, Y et U admettent une espérance, donc V aussi par
linéarité, et

2 1 22—p)—1 3—2

E(V) = E(X) + E(Y) — E(U) = = — _2-p -t Ly
p p2-p  p2-p)  p2-p)

9. a. Montrerque P(X =Y) = 7

La famille ([X = kJ), . est un syst¢eme complet d’événements, donc

X =Y]= |_| (X =FkIN]Y=F]), la réunion étant disjointe.
keN*

On obtient :

HX:W:P(U(%:HQW:MO

keN*
= Z P(X=kN[Y=k]) (par incompatibilité)

= P(X=Fk)P(Y =k) (par indépendance)
— Z p2g?Fb (on remplace)

= p? Z (QZ)kil (on factorise)

2 1 (on reconnait une série
géométrique avec |g| < 1

b. Justifier que P(X < Y) = P(X > Y) puis en déduire P(X < Y).
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—
N

Les variables X et Y sont indépendantes et de méme loi : le couple (X, Y) a donc méme loi
que le couple (Y, X), car pour tout (k, 1) € (N*)?,

Dot P(X < Y) = P(Y < X) = P(X > Y).
Les événements [X < Y], [X = Y] et [X > Y] forment un syst¢eme complet d’événements,
donc

PX<Y)+PX=Y)+PX>Y)=1

P(X=Y)+2P(X<Y)=1
PA<Y)=1—PX=Y)

Ainsi, (X < V)= —= = 2

10. On donne la fonction Python suivante, oll rd . geometric (p) simule une variable aléatoire de loi G(p).

import numpy.random as rd

1

2

3 def estimation(p, N):

4 c=0

5 for k in range(N):

6 x = rd.geometric(p)
7 y = rd.geometric(p)
8 92 600000000 :

9 c=c+1

10 return ¢ / N

a. Compléter la condition de la ligne if pour que estimation(p, N) renvoie une estimation de
P(X=Y).

Il faut compter le nombre de fois ou les deux simulations donnent la méme valeur :

El if x ==

La fonction renvoie alors la fréquence empirique N des réalisations de I’événement [X = Y.

b. (khiibe) Quelle valeur approchée renvoie estimation (0.5, 100000) ? Justifier.

Lycée Gerville Réache F. PUCCI
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Notons I, I'indicatrice de 1’événement [X;, = Y},| au k-iéme tirage.
. ~ . . N C
Les I, sont indépendantes, de méme loi de Bernoulli de parametre P(X = Y), donc — est

leur moyenne empirique.
D’apres la loi faible des grands nombres, elle converge en probabilité vers P(X = Y).

Pour p = % PAX=Y)=< = % Avec N = 100000, la fonction renvoie donc une valeur

oW [N =

1
he de —.
proche e3

Partie C — Un couple de variables de Poisson

Soient A > 0,a €]0,1[etb =1 —a.

Soit X une variable aléatoire de loi P(\). On suppose que, pour tout n € N, sachant [X = n/, la variable Y
suit la loi binomiale B(n, a).

Onpose T =X —Y.

11. Soit (4, j) € N2.
a. Montrerque [Y =] N[T=j]=[X=i+j]N[Y =1

Procédons par double inclusion.

— SiV=tetT =j,alors X =VY+T=1+jetY =1.

— SiX=i+jetY=dalorsT=X—-VY=i¢+j—1=jetY =i.
D’ot I’égalité.

b. En déduire que P([Y = i| N [T = j]) = P(X =i + j) Py (Y = 9). &)
%)
~

\iti >
Comme A > 0,P(X =i+ j) = e *—— > 0. e
(i 4 J)! 7
D’apres la question précédente et la formule des probabilités composées : <
=
P(Y=4N[T=j)=P(X=i+4N[Y=1i]) =PX=i+j) Py ;(¥Y=10). 2
~
)
12. Montrer que, pour tout (i, j) € N2, N
)
Aa)* Ab &
P([Yzz]ﬁ[?zj])—e_’\“(,) xe‘Ab( ) =
i! J! <
>
~
[
>
=]
™
=
7
>
™
=
>
-
o
]
~
=
7
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o . ol . g\ L,
Sachant [X = i+j], Y suitlaloi B(i+j, a), donc Py, (Y = i) = ( , ) a' b’ (avec 1—a = ).
2

Ainsi :
i+j ) Aa)t(\b)!
P(Y = i| ([T = j]) = e A2y EHD s 2 (A O]
(i 4+ 4)! il g il 4!
Commea—+b=1e*=e*e* don
Aa) A\b)J
P(Y =] [T = ]) = e ,‘f) v akb%.
1 7!

13. En déduire les lois de Y et de T (on les reconnaitra).

La famille ([T = j]) ;e forme un systéme complet d’événements.
Pour tout 7 € N :

P(Y =) =3 P(Y=i]n[T =) = e I

Ainsi Y ~ P(Aa). ‘
R . N (AD)Y
De méme, pour tout j € N, P(T =j) =e ——donc T ~~ P(AD).
!

14. Les variables Y et T sont-elles indépendantes ? Justifier.

OnadéaY(Q) =T(22) = N.
De plus, d’apres les questions précédentes, pour tout (4, j) € N2,

Les variables Y et T sont indépendantes.

Commentaires : C’est un résultat classique, fréquent donc a retenir : si le nombre total X suit une loi de Poisson et
qu’'on le répartit en deux catégories indépendamment (procédé appelé « éclaircissement de Poisson »), les deux effectifs
sont indépendants et suivent des lois de Poisson.
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