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Compétences 4ECG-1 |

Exercice .1 [CoORRECTION p. 4] ——

=

On considere la suite (h,,) définie par: Vn € N*, h,, =

neN*
k=1

1. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout . € N*, ’exécution de suite_h(n) renvoie la valeur
de h,,.
2. Etude de la suite (h,,)

a. Déterminer le sens de variation de la suite (h,,)

neN**

neN**
b. Démontrer que pour tout x € |—1;+o0[, In(1 + z) < x.
1

c. Justifier que pour tout k£ € N*, In (1 + E) < %

En déduire : Vn € N*, h,, > In(n + 1).

Déterminer alors la limite de la suite (h,,),,c -

3. On considere les suites (u,,),,cp+ €t (V) e+ définies par :

VneN, wu,=h,—In(n) e wv,=h,—Inn+1).

a. A I’aide du résultat de la question 2.b., établir :

Ve N, 1n<”+2> <L <1n<”+1).
n—+1 n+1 n

b. Montrer que les suites (u,,),,cp €t (V,,),,cp- cOnvergent toutes deux vers la méme limite, notée .

. Etabli li Do—1
C a 1rque7ri2%o]n(n)

d. Justifier que pour tout n € N*, v,, < v < u,,.

e. Ecrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un réel strictement positif p et renvoyant
en sortie un encadrement de v d’amplitude inférieure ou égale a p (cette fonction pourra utiliser la
fonction de la question 1.).

2n (_1)k—1
4. On pose, pour tout n € N*,S,, = Z %
k=1

a. Montrer par récurrence : Vn € N*, S, = hy,, — h,,.
b. Endéduire : Vn € N*, S,, = uq,, — u,, + In(2).

c. Conclure que la suite (S,,),, ., converge vers In(2).

neN
Exercice .2 - (EDHEC 2022 E) [CorrecTion . 7] g)
1 2
Pour tout n € N*, on pose u,, = / — T  da =
b n(z+n) g
Z
1. Calculer u;. 8
2. Soitn € N*. ;J
7z . . x o
On définit la fonction f,, sur [0; 1] par: Va € [0;1], f,(z) = pa g
¢
[

Dresser le tableau de variations de f,, sur [0;1].

1
3. a. Montrer que pour toutn € N*, 0 <u,, < —;.
n
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+o0o

b. En déduire la convergence de la série Z u,,. On note y = Z Uy, -
n>1 n=1
" >
4. On pose, pour tout n € N*, S, = Z Up.
k=1
a. Justifier: Vn € N*, S, < 7.
b. Déterminer les deux réels a, b tels que pour tout x € [0; 1] ettout k € N*: — T -4y b

k(x+k) k x+k

c. Etablir alors que V k € N*, v, = % —In(k+ 1)+ In(k).

d. Vérifier que pour tout n € N*, S, = Z % —In(n+1).
k=1

n
1
5. Pour tout n € N*, on pose T,, = Z — —1In(n).
=1k
a. Justifier que (T, ), €st convergente et préciser sa limite.

b. Etablir: Vn € N*, 1 <In(n+1)—In(n) < 1
n+1 n

En déduire que (T,,),, .- est décroissante.

6. Donner finalement, pour tout n € N*, un encadrement de v a ’aide de T, et S,,.
7. On considere la fonction Python définie ci-dessous :

import numpy as np

1
2> def gamma(p):

3 n=1

4 while np.\log(1i+1/n)>p :

5 n=n+1

6 L=[1 / k for k in range (1, n+1)]
7 S=sum(L)-np.log(n+1)

8 T=sum(L)-np.log(n)

9 return S, T

L’exécution de la commande gamma (10 * *(-3)) renvoie :
>>> (0.5767160812351229,0.5777155815682065)

Interpréter ce résultat en justifiant soigneusement la réponse.

Exercice .3 — (Algebre linéaire) [Correcrion p. 10]

0O 1 0
On consideére la matrice A = 0 0 1
-1 1 1

1. Calculer (A —13)* (A +1,).
2. Résoudre les équations AX = X et AX = —X d’inconnue X € M3 (R).

1 1
3. Notons U = —1 etV = 1 1.
1 1

a. Résoudre I’équation AX = X + V, d’inconnue X € M3 ;(R). On notera W la solution dont la
premiére composante est égale a —1.

b. Pour les khiibes. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M5 1 (R).
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1 1 -1
c. NotonsP=| —1 1 0 . Démontrer que P est inversible et calculer P!,
1 1 1
d. Calculer P"'AP. On notera T la matrice obtenue.
-1 0 0 0 0 0
e. Posons D = 0 1 0 |etN=| 0 0 1
0 0 1 0 0 0

Déterminer, pour tout k& € [2; +oo[, la matrice N*. Calculer alors, pour tout n € N, la matrice T".

f. En déduire, pour tout n € N, I’expression de A™ en fonction de n.

4. Déduire des questions précédentes 1’expression du terme général de la suite (u,,),, ., définie par :

Uy =0; w3 =0; uy=LVneN, u,3=—u, + U1+ U,io-

Exercice .4 — (Probabilités - EML 2009 E) [Correcrion p. 13]

Une urne contient des boules blanches en proportion p et des boules noires en proportion ¢ = 1 — p avec
p€]0;1].

1. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte dés que 1’on a obtenu
une boule noire.

On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués et U la variable aléatoire égale au
nombre de boules blanches tirées.
a. Reconnaitre la loi de T. Donner son espérance et sa variance.
b. Exprimer U en fonction de T. En déduire que U possede une espérance et une variance et les
donner.

2. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte dés que 1’on a obtenu
au moins une boule de chaque couleur. On note :
— XKlavariable aléatoire égale au nombre de tirages effectués,
— Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues,
— /Z la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues,
— pour tout 5 € N*, B, I’événement “obtenir une boule blanche au i-éme tirage” et N, = B,.

a. Ecrire une fonction Python prenant en argument un réel p € |0 ; 1[ et renvoyant une réalisation de
la variable aléatoire X.

b. Loi de X.
i. Sans justifier, donner X(£2).
ii. Montrer que pour tout k € [2;+oo[, P([X = k]) = gp* ' + pg" 1.

+oo

iii. Vérifier par le calcul que Z P(X=k]) =1
k=2

iv. Montrer que X admet une espérance et que E(X) = 1 + 1_ 1.

q
c. Loide Y.
i. Pour tout k € [2;+o0[, déterminer P([X = k] N [Y = 1]). On distinguera les cas k = 2 et
k> 3.

ii. En déduire que P([Y = 1]) = ¢(1 + p).
iii. Déterminer la loi de Y.
d. Donner la loi de Z.
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s (CORRIGES I

Correction de ’exercice .1 : [ENoNcE]

© Remarque 1. Deux possibilités :
Dans le premier programme,
:l est aussi possibledd'initia- 1 def suite_h(n): 1 def suite_h bis(n):
iser avec S=1 et, dans ce ;
) ] 2 S5=0 2 L =[1/k for k in
(f:as, ll{a .l'gne S”'V?;‘te it)- = for k in range(l,n+1): < range(1l,n+1)]:
or x in ramge 14, mro0: 4 S =S+1/k 3 return sum(L)
5 return S

2. a. Soitne N*. Ona:

Par conséquent, h,, 1 > h,, et la suite (h,,), - est strictement croissante.
b. On sait que la fonction In est concave donc sa courbe représentative est au-dessous de
ses tangentes, en particulier celle en (1;0) d'équation réduite y = x — 1.

D'ot, Va >0, In(z) <z —1.

Autre méthode : Posons f : x — In(1 + z) — z, définie sur ]—1; +oo[. La fonction f
est une somme de deux fonctions dérivables sur ]—1; 4+o0], elle I'est donc également et,
pour tout z € |—1;400] :

D’ou le tableau de variation :

T —1 0 +00

f
O Remarque
Les limites sont inutiles ici.
Par conséquent, Vz € |—1;+00[, f(z) <0 < In(1+z) < =z
A Attent_ion c. — Soit k € N*. Alors % > 0, d'aprés la question précédente,
On pense a mentionner I'hy-
pothése donnant le droit In (1 + l) < l
d’utiliser la question précé- k k
dente | — |l suffit de sommer ces inégalités dans le méme sens pour k variant de 1 a n :
n n
1 1
Or, en reconnaissant une série télescopique, |
n n
1 k+1
Sin(147)=>m (—)
k=1 k k=1 k g
~ =
= > In(k+1)—In(k) =
k=1 Q
=1In(n+ 1) —In(1) &=
=In(n+1).
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache n
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Conclusion : Vn € N*, h, > In(n +1).
— Comme lir+n In(n + 1) = +oo, d'aprés le théoreme de comparaison, la suite
n—-+0o0

(M) pen- diverge vers +oo :

lim h, = +oo.
n—+oo

3. a. Soit n € N*.

— Inégalité de gauche :

Commeln(n+2> =In <1+ 1 ) avec 1
n+1 n+1 n+1
2.b. nous donne :

ln<1—i—L><L <= ln<n+2>< 1 .
n+1 n+1 n+1 n+1

— Inégalité de droite :

> —1, le résultat de la question

On va réutiliser notre idée mais en modifiant tout d'abord notre énoncé a I'aide des
propriétés du logarithme :

1 <ln(n+1><:>—ln(n—+1)<— 1 <:>1n< n )g— 1
n+1 n n n+1 n+1 n+1

n ) = ln<1fL> et
1 n+1

A partir de la, l'idée est la méme avec ln(

1
— > —1.
n+1
Le résultat du 2.b donne encore ln(l— 1 ) < — puis
) n+1 n+1
<ln(n+1).
n+1 n

En regroupant les deux inégalités, on a montré :

Ve N, 1n<”+2) <L gln(”“Ll).
n+1

n+1 n
3¢ Méthode b. Pour cela, démontrons qu'elles sont adjacentes.

Deux suites qui convergent — Soitn € N*. On a :
vers la méme limite. Il y a de
grande chance que ce soit Upp1 — Up = Npyr — In(n + 1) — (b, —In(n))
le théoreme des suites adja- 1

= —In(n+ 1)+ In(n
centes. T ( ) (n)

1

=1 (In(n + 1) —In(n))

= 1 —ln<n+1) < 0.
n+1 n

La suite (u,,), - est décroissante.
— Soitn e N*. Ona:

Unt1 — Up = h‘n+1 - ln(n + 2) - (h‘n - ln(n + 1))

:nil—ln(n+2)+ln(n+1)
_ nil — (In(n +2) —In(n + 1))

1 n+2>
= —1 > 0.
n+1 n(n—l—l z

La suite (v,,),,cp- €st croissante.
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— Pour tout n € N* :

Uy — Uy = hy, —In(n) —h, +In(n+1)
=In(n+1) —In(n)

—ln
n

:1n(1+%)—>0-

n—+oo

Par conséquent, les suites (u,,),,cy- €t (v,,),cn- Sont adjacentes. Elles convergent vers

© Remarque une méme limite, notée ~.
~ est appelée constante c. Pour tout n € N*, h,, = u,, + In(n).
d'Euler-Mascheroni. N .
D'ou, pour tout n € [2;+oo[ i.e. In(n) # 0,
h, _ U ey
In(n) In(n)
un

Comme . admet une limite finie, lim =
(Un) pen une limite finie, lim ()

A A retenir D'apres les théorémes sur les limites de sommes, on obtient

—
On notera h,, ~ In(n).
n—+oo : . Up,

o0 In(n)

d.  — La suite (v,),c- €st croissante et converge vers v donc Vn € N*, v,, <.
— De méme, la suite (u,,), - est décroissante et converge vers ¢ donc Vn € N,
Uy = -

En conclusion,
VneN, v, <7< up,

e. La encore, deux possibilités.

La premiere utilise la fonction de la question 1., la seconde non.

1 def gamma(p): 1 import numpy as np
2 n=1 > def gamma_bis(p)
3 u=1 3 k=1
4 v=1-np.log(2) 4 S=1
5 while abs(u-v)>p : 5 u=1
6 n=n+1 6 v=1-np.log(2)
7 h=suite_h(n) 7 while abs(u-v)>p :
8 u=h-np.log (n) 8 k=k+1
9 v=h-np.log(n+1) 9 S=5+1/k
10 return v,u 10 u=S-np.log(k)
11 v=S-np.log(k+1)
12 return v,u
4. a. — Initialisation. Pourn =1:0On a:
2 k—1
(=D 1 1
Slzz—zl——:—,
g 2 2
et
1 1
hy —hy = ——1=-
SR IEE

D'ou, S; = hy — hy et l'initialisation est vérifiée.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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— Hérédité. Soit n € WN*. Supposons que S, = hy, — h, et montrons que
Sni1 = hanio — hnya

2n+2 (_l)kfl

Sen= Y

k=1
n n 2n _
_ (_1)2 N (_1>2 +1 (_1)k 1
2n +1 2n+ 2

N 1 . 1
S 2m4+1 242

k=1

+ hy,, — h,,  par hypothése de récurrence

1
On fait apparaitre h,,.; = h,, + ——,
it apparai 41 "
1 1 1
= — hoo — (ho .y — —
on + 1 2n+2+2” ("*1 n+1>
1 21
= hy, — h
1l fonga e en
1 1
- 4 4 hy,—h
mt2 ang1 el
h2n+1
h2n+2

= h2n+2 - hn+1
L'hérédité est ainsi établie.
— Conclusion : Initialisée a partir de n = 1 et héréditaire, la propriété est vraie pour

tout n € N* :
Vn e NS, = hy, — h,.

— & Attention ___ . o . o
Une récurrence est toujours b. Soit n € N*. D’aprés la question précédente :
en trois temps sinon elle est
incompleéte : S, = hgp, —hy,

— Initialisation, = Uy, +In(2n) — (u,, + In(n))  avec u,, = h, —In(n)

— Hérédité, = Uy, — U, + In(2n) — In(n)

— Conclusion.

= Uy — Uy + 1I1(2)

Donc, Vn € N*, S,, = uy,, — u,, + In(2).
c. D'apres la question précédente, Vn € N*, S, = uy, — u,, + In(2).

Or, (uy,),cn- ainsi que sa suite extraite (uy,, ), o+ convergent toutes deux vers .

D’apreés les théorémes sur les limites de sommes, on obtient :
lim S, = lim (uy, —u,)+In(2)=v—7v+In(2) =1In(2).
n—+o00 n—+00
A A retenir ___
& (—1)k! , . . . h i}
> - — =In(2). Correction de I’exercice .2 : [ENoNCE]
k=1 i 1 1
1. u1:/ L dx:/ L1_1dav
o T + 1 0 T + 1
1
= / 1— 1 dx I
0 T+ 1
1 (@)
- [x—ln(|x+1|)] )
0 =~
=1—In(2). &
2. La fonction f,, est le quotient de deux fonctions dérivables sur [0; 1], dont le dénominateur ne g\
s'annule pas sur [0;1] (car n > 0 ). Par conséquent, f,, est dérivable sur [0;1] et, pour tout
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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z€0;1]:
n
n(r) = ———= > 0.
Jl@) (z+n)?
On en déduit le tableau de variation sur [0;1] :
T 0 1
f'(x) +
1
0

O Remarque

Les limitec cant inytiles ici. 3

a. Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a :

1

A 0;1], 0<f, <
ze[0;1], 0<fp(x) v
<

T 1
<
n(x+n) n(n+1)
Par croissance de I'intégrale, les bornes étant dans le bon sens,

1
1
0 <u,, < —d
\un\l nn+ 1) Z

0 <u, < ———— apres calcul de l'intégrale
s n(n—+1) P &
Enfin, par décroissance de la fonction inverse, n(n + 1) > n? = ; < i :
nn+1) ~ n?
D'ott, 0 <u,, < —.
n

b. On sait que :

—VnEIN*,Ogun<—2,
n

- 1 . . )
— la série Z — est une série de Riemann convergente car d'exposant 2,
n=1
— et SURTOUT que la série Zun est a termes positifs.
n=1

D’aprés le critere de comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série E Uy,

n>1
est convergente.

4, a. D'apres la question précédente, la série g u,, est convergente de somme égale a ~;
n>1
autrement dit, la suite (S,,),,c,- converge vers 7.

Reste a montrer qu’elle est croissante :

n+1 n
Vn e N, SnH—Sn:Zuk— Uy, = Up 1 = 0.
k=1 k=1

La suite (S,,),,c)- convergente vers -y en croissant est donc majorée par sa limite.

Autrement dit, ®!
VneN, S, <v. g

b. Soit on remarque que Vx € [0;1], Vk € N* e 1 1 2
| dued o Kotk k x4k a

F. PUCCI
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¢ Méthode ____

On peut aussi reconnaitre
une série télescopique.

Soit, on suit la méthode du cours i.e. on sait qu'il existe deux réels a et b tel que :

b
Veel0;1],VhkeN, —~X =24 2
zel0;1] k(x + k) k:+x+k
Puis on trouve a et b :
T T T T
a=kxX ——= ==Z=1 et b= (z+k)x —— S —
k(x+Ek)|_, = ( ) k(x+Fk)|,__, -2

Des deux maniéres, on a montré que :

1 1
Vozel0;1], VhkeN, — %X =2~
€ (0:1] Kzt+k) k z+k

c. Soit k € N*. D’aprés la question précédente et par linéarité de I'intégrale, on a :

d. Soit n € N*. Il suffit de sommer I'égalité précédente :

En: (% ~In(k+ 1) + In(k)

k=1
n

wn
3
[
[]:
<
B
[

i
I

n

1
= ’; > In(k + 1) + kz:;ln(k)
=3 L In(n+1)+ (1)
=k
:il—ln(nle).
=k
5. a. Il suffit de se ramener a S,,.
Pour tout n € N*, on a :
1
T, = ; = —In(n)
= Z 1_ In(n+1)+1In(n+ 1) —In(n)
=i
Sn
. n+1
=8, + (=)

:Sn—l-ln(l—i-%).

Or,
B _ ®
RHm Sn =, )
. 1 . . 1 o
— lim 1+ = =1 et In est continue en 1, donc lim In (1 + —) =0. ~
n—+oo n n—+o00 n 5
Conclusion, (T),,),,c,- converge vers . =

F. PUCCI
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. A retenir
C’est un grand classique !

b. Soit n € N*.

Par décroissance de la fonction inverse sur [n;n + 1] C Rf, on a:

1
x
n+1 1 n+ 1 n+1 1
/ dr < / —dxr < / —dx par croissance de l'intégrale
n
n n

_ n+1 _
n+1 1<{ln(|x|)} n+1-—1

La décroissance de (T,,), .- en découle :

n+1 n

Tn+1—Tn:Z%fln(n+1)—Zi+ln(n)

k=1 k=

1
_ 1 —In(n+1)+1In(n) par télescopage
n+1

> 0 d'aprés le résultat précédent.

La suite (T,,),,c)- est décroissante.

6. Puisque (T),),,c\- est décroissante et converge vers +, elle est minorée par elle. Avec le résultat
de la question 4.a., on obtient :

vVnelN, S, <y<T,.

7. Le résultat de la question 4.d. et la définition de la suite (T,,), o, nous permettent d'affirmer
que la fonction renvoie, pour un certain n, les valeurs S,, et T,,.
Par conséquent, d'apres le résultat de la question 6., la fonction renvoie un encadrement de ~.
Ensuite, on remarque que, pour tout n € N* :

| |
- — - +1
N AR 9 R CRSY
n

ﬁfm n(1+1).

La fonction renvoie donc les valeurs de S,, et T,, dés que T,, —S,, devient inférieur ou égal a p.

Par conséquent, la fonction renvoie un encadrement de v d'amplitude inférieure ou égale a p.

Conclusion : (0.5767160812351229,0.5777155815682065) est un encadrement de ~ d'ampli-
tude inférieure ou égale 3 1073.

Correction de ’exercice .3 : [EnoncE]

1. Apres calculs, (A —I3)% (A +1I3) = 0s.

F. PUCCI
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— X=u=x

T
2. —SoitX:(y>€M3,1([R).Ona:
z
Yy =x
AX =X < z =y
—r+y+z ==z
y =x
— z =y
—r+y =0
r =z
— y ==x
z =z
1
1
1

VR
~_

1
L'ensemble des solutions de I'équation AX = X est {t ( 1 ) ,t e [R}.
1

1
— De la méme manigre, les solutions de I'équation AX = —X est {t ( —1 ) ,t € R}.
1

x
3. a. On procéde de la méme facon... Soit X = ( Y ) € M341(R).

z
Y =x +1
AX=X+V = z= Y +1
—r+y+z= z+1
—r+y =1
= —y+z=1
—x+y =1
T =y—1
— Y =Yy
z=y+1

1 —1
= X=y| 1 |+ 0 .
1 1
1 -1
L'ensemble des solutions de I'équation AX = X+Vest<t| 1 |+ 0 ,tE€R 5.
1 1
-1
On pose W = 0 .
1

I Rappel b. Montrons que la famille (U, V, W) est libre dans M3 ;(R). Soient a,b, ¢ € R. Supposons |
La famille (U, V, W) est aU+bV +cW =03;.Ona:
libre lorsque V a, b, c € R, '®
) ) a+b—c=0 a+b—c=0 = o)
@l H bV eW =0 aU+bV+cW =03, < ¢ —a+b =0 < 2—c=0 <« {b=0 z
U a+b+c=0 2c=0 c = 5
=
a-b=c=0 D'otia=b=c=0 et lafamille (U, V, W) est libre. De cardinal 3 égal & dim (M3 ; (R)),
elle en forme une base.
F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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A Attention ___
On n’effectue des opération

sur les lignes ou (exclusif)
sur les colonnes. Pas les

deux!

__ © Remarque
Comme

D°+0xND ! =15 ="T°
et

D'+ ND°=D+N =T",
I'expression obtenue est
donc encore valable si
n € {0;1}.

c. La méthode est standard et repose sur |'algorithme de Gauss :

1 1 —1]/1 0 0 11 -1 1 0 0
-1 1 010 10 ~r 0 2 —-1]1 10
1 1 1|0 0 1 )Lsltli \ 90 0 2 |=1 0 1

La¢Ls—L,

A partir de cette étape, on sait que P est inversible car on a réussi a la rendre triangulaire
avec des coefficients diagonaux non nuls a I'aide des opérations élémentaires sur les
lignes. Il reste a trouver son inverse.

11 -1, 1 00 2
02 -1} 1 10 ~L 0
0 0 2 |—1 0 1) Ihe2litls \ g

Lo¢2Lo+Lg

( 4
~L 0
Li2L-Ly \

Reste a diviser les deux premieres lignes par 4 et la troisieme par 2. Avec un petit
coefficient pour faire propre, on obtient :

1 1 -2 1
P est inversible et P71 = 1 1 2 1 |.

d. Aprés calculs, on obtient successivement :

) -1 2 -1 -1
P*lAzZ -1 2 3 et P l1AP = 0
-2 0 2 0

O = O O = N
N OO N OO
— =

|
Ml\.’)
— =
N—

o = O

-1 0 0
Conclusion : T = 0 1 1 |,ouT=PlAP.
0 0 1
e. — Sans difficulté, on trouve N? = 05 et donc :

Vke[2;+oof, N* = 05.
— Pour les petites puissances de T, on a facilement :
T0=1; e T!=T.
— Soit n > 2. On remarque tout d'abord que
0 0 0
DN=| 0 0 1 | =ND.
0 0 0

Les matrices N et D commutent. Cela nous autorise a utiliser le binéme de Newton.

"= (N+D" =3 (:) NFD—F = D 4 pND"—1
k=0

(=)™ 0 0

= ( 0 1 n ) .
0 0 1 |
®
Conclusion, o
(-1 0 0 -
VneN, T”:( 0 1 n) 5
0 0 1 =N

— ORpparpue
Pour uné "expression aussi

simple, ['énoncé aurait
également pu demander de

Lycée Gerville Réache
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$ Méthode ____
Elle pourrait passer en ré-
currence immédiate ici... Je
la fais simplement pour que
VOuS puissiez vous assurer
qu’elle est bien immédiate
pour vous !

¢ Méthode

Il est bon de vérifier pour
n =0etn =1 que l'on
retrouve respectivement Ig
et A.

S Méthode ____

Les deux autres lignes
servent de Vvérifications,
puisqu’elles doivent
correspondre a u,,; et

Ce qui est bien le cas!

UpyyoSit, = (—1)"+2n—1|..

Ouf!

f. On sait que T = P"'AP d'ot A = PTP 1.
Démontrons alors, par récurrence, que Vn € N, A" = PT"P 1.
— Initialisation. Pour n =0 :
PTOP-! = PP}

=PP!l=1,
=A°

L'initialisation est vérifiée.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PT"P~! et montrons que
At = PT?HP~1 On a:

AP = A" x A
=PT"P~! x PTP!
=PT" x TP!

— PTn-HP—l

hypotheése de récurrence et point précédent

L'hérédité est ainsi établie.
— Initialisée a partir de n = 0 et héréditaire, la relation est donc vraie pour tout n € N.
VneN, A" =PT"P L

On calcule ensuite les puissances de A en utilisant le résultat de la question précédente :

) ()" =2n+3 2(-1)""14+2 (=1)"+2n—1
VneN, A== (="t —2n+1 2(-1)"+2 (=1)""t+2n+1
A\ Cor—m—1 21t e (S 2043
un
4. Posons, pour tout n € N, X, = | u,,1 |.On a ainsi:
Up42

vneN, X, =AX,,.
Puis, par récurrence immédiate :
VneN, X, =A"X,.

0

Avec la question précédente et puisque Xq = | 0
1

, on obtient :

(=D)"+2n—-1
(=)™ 4 2n 41
()" +2n+3

vVneN, X, =

La premiere ligne nous fournit le résultat voulu.

VneN, u,=(—1)"+2n—1

Correction de I’exercice .4 : [EnoncE]
1. a. L’expérience s'assimile a une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve
de Bernoulli dont le succés « obtenir une boule noire » a pour probabilité q.

F. PUCCI
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La variable aléatoire T prend alors comme valeur le rang du premier succes. Elle suit

donc la loi géométrique de paramétre ¢ :

T@) =N et VneN, P(T=n]) =g, ET)=1%, V(T)=2
q q
b. — Puisque U prend comme valeur le nombre de balles blanches obtenues, on a :

— La variable aléatoire U admet alors une espérance et une variance, comme transfor-

U=T-1.

mée affine d'une variable aléatoire admettant espérance et variance :

EU)=ET-1)=ET)-1=2-1=2
q q
par linéarité de I'espérance et
p
V(U) =V(T—1)=V(T) = =.
q
2. a
1 from random import random
2> def simulation_X(p):
3 blanche = False
4 noire = False
5 n=20
6 while not (blanche and noire):
7 n+=1
8 if random() < p:
9 blanche = True
10 else:
11 noire = True
12 return n
b. i X(Q)=[2;+oc[.

ii. Soit k € [2;4o00].

[X = k] est réalisé

__ © Remarque
L'issue consistant a n'obte-
nir que des boules noires
et celle a n'obtenir que des
boules blanches n'ont pas
d'image par X. Ces deux is-
sues forment un événement
quasi-impossible. On peut
donc sans probleme omettre
de les évoquer.

D’ou,

Par conséquent,

P([X = k])

on obtient la deuxiéme couleur de boule pour la

premiére fois au k-iéme tirage
les tirages 1 a k — 1 ont donné la méme couleur et
le k-ieme tirage |'autre couleur
(les tirages 1 a k — 1 ont donné une boule blanche
et le k-ieme tirage une boule noire) ou (les tirages

1 a kK — 1 ont donné une boule noire et le k-ieme
tirage une boule blanche)

K=kl=BN....0B,_;NNHUN; N...NN,_; NBy),

réunion de deux événements incompatibles.

== P((Bl ﬂ ﬂ Bk—l ﬂ Nk) U (Nl ﬂ ﬂ Nk—l ﬂ Bk))
=PB;N..NB,_;NN,) +P(N; N...NN,_; NBy)
=p" g+ d"p.

F. PUCCI
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iii. Ona:
+00 +00 +00
k-1 k—1 ; j
A Attention ___ S OP(R=K)=> (" +pdt) =) (ap' +pq)
Il est indispensable de jus- k=2 k=2 i=1
tifier (ou a défaut mention- RS ; A i 3
ner) la convergence des sé- = qZp +pz q¢" (les deux sommes étant convergentes)
ries en jeu lorsqu’on utilise i:ioo =1 .
la linéarité (pour décompo- - i i
ser) sur des sommes infi- =4 Zop —1lf+p 2(] -1
. 7= i=
nies.

1 1
=q(— -1 — 1
q<1—p >+p(1—q )
=l—q+l-p=1—-q+q
=1

iv. X admet une espérance si, et seulement si, la série Z |kP([X = k])| est conver-

nex()
gente si, et seulement si, la série ZkP([X = k]) est convergente, car elle est a
k>2
termes positifs.
Soit N € N*.
N N
S OKP(R=k])=> k(qp" " +pg" ")
k=2 k=2
N N
_ qz k,pk—l +pquk—1
=2 =2

Comme, pour p,q € ]0;1[, ces deux séries sont des troncatures de séries géomé-

triques convergentes, il en est de méme de Z kP([X = k]).
k>2

On en déduit que X admet une espérance et :
+00 +00
EX) =q¢) kp* +p> ket
k=2 k=2

+00 +00
=q (Z kpk—t — 1) +p (Z | 1)
k=1

k=1
_Q(;—l) +p<;—l) g=l—pet p=1—gq
(1—p)? (1—q)?
1
SR G
q p
1,1
q p

Conclusion, X admet une espérance et E(X) = 1 + 1_ 1.
P q

c. i Soit k€ [2;+oof.
— Sik=2:

on a tiré deux boules dont une

[XK=2]N[Y =1] est réalisé <=

blanche
~ onatiré (u.ne bla.nche puis une noire) 9
ou (une noire puis une blanche) =
Vs ~
D'ou, 5
X=2In[Y=1] = (B, NNy) U(N; NBy), N

réunion de deux événements incompatibles.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Par conséquent,

P([X=2]N[Y=1]) =P ((B; NNy) U(N; N By))
=P(B;NNy)+P(N;, NB,)

= 2pq. (tirages avec remise donc mutuelle indépendance des évenem

[X =Kk N[Y =1] est réalis¢ <= on a tiré k boules dont une blanche

on a tiré une seule blanche et
k—1 > 2 noires

les tirages 1 a kK — 1 ont donné une
< boule noire et le tirage k£ donne une
boule blanche.

D'ou,
XK=KkN[Y=1=N;nN..NN,_;NBy,

intersection d’événements indépendants.

Par conséquent, on obtient :

( In ) 2pq sik=2
P((X=kN)Y=1]) =
q’c 1p si k> 3.

ii. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])jc[2; 400 COMMe Systéme
complet d'événements, la série ZP([X = k] N[Y = 1]) est convergente et

k>2
P(Y=1]) =) P(X=kn[Y=1])
k=2
:P([X:2]O[Y:1])+§P([X:k]m[v 1))
k=3
=2pq+ Y pg"!
k=3
:2pq+p2qi enposant i =k —1
=2pg+p (Zqi—l—q> (1—g=p et 1—p=gq)
=2

1
:2pq+p(ﬁ—l—q)

=2pq+1—p—pq
=pq+1—p=pg+gq

=q(1+p). |
iii. Puisque I'événement « n'obtenir que des boules noires » est quasi-impossible, on @)
peut considérer que Y(§2) = N*. g
— Onadé&aP(Y=1])=q(1+p). z
— Soit ensuite n € [2; +oo]. g\

F. PUCCI
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[Y = n] est réalisé on obtient n blanches a la fin du jeu

on obtient n blanches, avec n > 2, et les deux
couleurs

on obtient n blanches et une noire

les tirages 1 a n ont donné une blanche et le
n + 1-iéme tirage a donné une noire.

1111

D'ou,

Y=n]=B;N..NB, NN, .,
intersection d'événements indépendants car venant de tirages avec remise.

Par conséquent,

Conclusion, Y(Q2) = N* et Vn € [2; 400,

P(lY = ) - {;SJ .

d. En échangeant les réles des boules noires et blanches, on échange Y et Z.
Par conséquent, Z a la méme loi que celle de Y, en échangeant p et q.

Conclusion, Z(Q) = N*, Vn € [2; +o0],

p+q) sin=1,
P((Z = n]) { ) |

q"p sin > 2.
I
®!
o
=
~
e
Q
=

F. PUCCI | Lycée Gerville Réache
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