ECG-2

Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Quelle est la définition de la négligeabilité d’une suite (u,, ),,c) devant une suite (v,, ),cn ?

Quelle condition imposée a (v,, ) ,cp ?

Quelle est la définition générale avec I’existence d’une suite (£,,) e ?

N

Etudier le sens de variation de la suite définie par :

u, =n?—n+2.

. : 1 . . .
La fonction t — 2 — n + 2 est croissante sur [5 ; +oc} donc (u,,),,cy est croissante a partir de n = 1.

P2

Déterminer la nature de la série de terme général :
L In (1 + L) .
NG NG

Montrons que L In (1 + L) ~ l
n vn n
1

n
11 1

. . 1 1
Delaontireque —In |14+ — | ~ — X = —.
\/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ n

P ‘o P —(1+2 .
Par équivalence, la série de terme général n (1+3) est donc divergente.

En utilisant le développement limité de In(1 + z) en 0, on a : In (1 + —) =

g Fcrcice3:

Déterminer un équivalent et la limite de :

vVn+1—+vn—1.

1

Vn+l—vVn—1~ .
2/n
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Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Donner la définition de deux suites (u,,),cn €t (v, )nen €quivalentes en +oo.

Peut-on écrire u,, ~ 07 Justifier.
n—-+00

il

Etudier le sens de variation de la suite définie par :

2n
€, = ——.
" (n+1)!
€n+1 2 . P . N .
vneN,e, #0et o il donc (e,,),,cn est décroissante a partir de n = 1.

n

B Feice2: \

Déterminer la nature de la série de terme général :

n

n

n

1

Montrons que L In (1 + L) ~ l
\/_

1

En utilisant le développement limité de In(1 + z) en 0, on a : In (

1

1+ ) - =

RIS

1
De 1a on tire que — In 1—1——) ~ — = —.
RV ( i) " Ve VR n

P L P —(1+2 .
Par équivalence, la série de terme général n (1+3) est donc divergente.

Exercice 3 — Terme dominant et quotient de polynomes :

Déterminer la limite et un équivalent simple en +oo de la suite (u,, ), ¢+ définie par :

_2®—3n+1 2n°+1
n? +5n n+1"

n

La méthode classique consiste a mettre au méme dénominateur ou a effectuer le développement terme a
terme. Mettons d’abord chaque fraction sous forme d’un équivalent simple :

o2n3
~ — =2n et
n—+oo N

2n3 —3n+1
n2 4+ 5n

om? +1
n+1

2n?
~ 2

n—+oo N

= 2n.

Comme la différence des équivalents est nulle (2n —2n = 0), **on ne peut pas soustraire les équivalents**.
11 faut réduire au méme dénominateur :
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(2n® —3n+1)(n+1) — (2n% +1)(n? + 5n)
(n?2+5n)(n+1)
(2n* +2n% —3n? —2n + 1) — (2n* + 1003 + n? + 5n)

Uy =

n3 + 6n? 4 5n
_ —=8n?—4n? —Tn+1
n3+6n2+5n

Au dénominateur et au numérateur, on extrait le terme de plus haut degré :

— 8.

—8n3
Uy

‘n—4oo  n3

On en déduit immédiatement que lim wu,, = —8.
n—+oo
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Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Parmi les opérations suivantes sur les équivalents de suites, lesquelles sont autorisées et lesquelles sont

interdites ?
— Produit et quotient d’équivalents
— Somme d’équivalents
— Equivalents sous une puissance fixée o € R
— Composition a gauche par une fonction (ex : appliquer exp ou In)

B Feice!:

Etudier le sens de variation de la suite définie par :

H =

n

i
N
=

VneN H,,,—H, = % > 0 donc (H,,),,c)y est croissante.
n

g Fcicc2:

Déterminer la nature de la série de terme général :

1
n_(l-‘r;)'
(141 o
Montrons que n (1+3) ~ nL.
1
n(1+3) 1 _hn
Ona—lzn n—=e€e n.
n
. Inn N _hn oL
Or, lim — =0,d’ot lim e = =1etl’équivalence.
n—+oco N n—-+oo

- (o2 —(1+1 . - . .
La série de terme général n (1+3) est donc divergente car la série harmonique est divergente.

Exercice 3 — Utilisation des équivalents usuels :

Déterminer la limite et un équivalent simple de la suite (u,,),,c)- définie par :
1 3
u,, = n? (en2+1 — 1) In (1 + —) .
n

Utilisons les équivalents usuels issus des taux de variation :

— Onsaitquee® —1 ~ x.0r lim
x—0 n——+oo N2 +1

1
6112{1 — 1 ~ ; ~ L
n—+oo N2 + 1 n—=+4o0 n2

= 0, donc par composition :
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— On sait que In(1 + x) ~ T Or lim 3 = 0, donc par composition :
xr— n—+oo N,

1n(1+§> - 3

n’/ n—+oo TL.
Par produit d’équivalents (ce qui est **toujours autorisé**, contrairement a la somme) :

9 1 3 3
Uy, ~ N°X—X==—.
n——+o0 n2 n n

. 3 .
Conclusion : u,, ~ —et lim wu, =0.
n—+oo n n—-+oo

SATIAS 1A SALING
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Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Rappeler I’échelle des croissances comparées sous forme de négligeabilités successives (<) faisant
intervenir (Inn)®, nf, a™, n!etn™.

Etudier le sens de variation de la suite définie par :

Opt1

v n € N, a, # 0amontrer par récurrence =n?+1 > 1donc (a,,),cy est croissante.

al’l,

B ©crcice2:

Déterminer la nature de la série de terme général :

Inn
In(e” — 1)

On saitque : In(e” — 1) < Ine” = n.

p 1 1
De plus, Inn > 1 pour n assez grand, par conséquent _nn_ 2

In(en —1) ~ n
Inn

On conclut par comparaison des termes généraux de signe positif que la série Z l(n—l) est diver-
n(e” —

gente.

B Feice!: \

Exercice 3 — Somme géométrique et équivalent :

Soit la suite (u,, ),y définie par :

n
U, = > 3F=14+3+32+... 43"
k=0

Déterminer la limite de u,,, puis donner un équivalent simple de u,, quand n — +oc.

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison ¢ = 3 # 1:

1— 3n+1 371,—0—1 -1 3 Y
u, = — = =2 x3n—
1-3 2 2

N | —

Comme 3 > 1,ona lim 3" = 4o00,donc lim wu, = +o0.
n—+oo n—-+oo

Pour trouver un équivalent, on met en facteur le terme dominant (3") :

/z1,n:§><3” (1— ! >
2 3n+1
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Comme lim
n—+oo 3N+l

= 0, la parenthese tend vers 1. On en déduit I’équivalent :

3 .
u, ~ = x3"
"n—+4o00 2

Exercice 4 — Croissances comparées et factorisation :

Déterminer la limite et un équivalent simple de la suite (u,, ),,c)- définie par :

2" —nd +1Inn
3n+n2

Unp,

Au numérateur et au dénominateur, les termes exponentiels 2™ et 3" I’emportent sur les termes polynomiaux
et logarithmiques par **croissances comparées** :

— Au numérateur, on factorise par le terme dominant 2" :

3
, n Inn
2" —nd 4+ lnn=2"(1—- — + .
27l 27L
3
. . .oomn . Inn . 3 "
Par croissances comparées, lim — =0et lim —— =0.Donc:2" —n°+Inn ~ 2™
n—-+oo 2™ n——+oo 2™ n—+o0

— Au dénominateur, on factorise par 3" :
3n 2 __ 37 (1 TL2
+n° = + 3—n .
2

N . n
De méme, lim — = 0,donc 3" +n? ~ 3™
n—+oo 3™ n—-+oo

2n 2 n
Up an (T) :
n—+oo 5 ’ 3

2 .
Comme —1 < = < 1, on conclut que lim wu,, = 0.
3 n—-+oo

Par quotient d’équivalents :
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ECG-2 Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Quelle est la condition nécessaire pour qu’une série E u,, converge ?

Que peut-on conclure si  lim u,, #07?
n—+00

La réciproque est-elle vraie (donner un contre-exemple) ?

Etudier la monotonie des suites (u,) . et (v,), . définies pour tout n € N* par :
2n 2n
1 1
=, 7 =) 5
k=n+1 k=n
I1 suffit d’étudier le signe de deux termes consécutifs :
2n+2 2n
1 1 1 1
U U, = - — - + — > 0.
L e k-Z k Z k 277 +2 2n + 1 n+1
c=n—+2 k=n - - - -
1 1 1 1 1
:Em >2n—2:3 n+1
Donc (u,,),ep est (strictement) croissante.
2n+2 2n
1 1 1 1 1
Upt1 — Up = Z 7. T = + ‘ —— < 0.
o ko =k 2n+2  2n+1 n
_1 11 a1
2 n+1 2n 2n
Donc (u,,) e est (strictement) décroissante.

g Fcice2:

Déterminer la nature de la série de terme général :

2In(n® + 1) — 31In(n? + 1).

Exercice 3 — Somme géométrique et équivalent :

Soit la suite (u,, ),y définie par :

= 3 =1+43+3% 4 43"
k=0

SATYAS LA SALING

Déterminer la limite de u,,, puis donner un équivalent simple de u,, quand n — +oc.
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On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison ¢ = 3 # 1:

1_3n+1 3n+1_1 3 N
Uy = = = —x 3" —
1—-3 2 2

Comme 3 > 1l,ona lim 3" = 4o00,donc lim wu, = 4o0.
n—-+o0o n—-+o0o

Pour trouver un équivalent, on met en facteur le terme dominant (3") :

un:§><3”<1— ! )
2 3n+1

Comme lim
n—+oo 3n+1

DO | —

= 0, la parenthese tend vers 1. On en déduit I’équivalent :
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Question de cours :

Rappeler la condition nécessaire et suffisante de convergence des séries suivantes ainsi que la valeur de
leur somme :

Un+1 2

VneN v, #0et =3 < 1 donc (v,,) e est décroissante.

(Y

n

B ©crcice2:

Déterminer la nature de la série de terme général :

Yn+1—n.

Exercice 3 — Croissances comparées et factorisation :

Déterminer la limite et un équivalent simple de la suite (u,,),,c)- définie par :

2" —n3 +1nn
3" 4 n?

Up,

Au numérateur et au dénominateur, les termes exponentiels 2" et 3™ I’emportent sur les termes polynomiaux
et logarithmiques par **croissances comparées™®* :

— Au numérateur, on factorise par le terme dominant 2" :

3 ,
n Inn
2" —n3 +1lnn = 2" <1 ——+ —) .
2TL 271
. . . n3 . Inn 3
Par croissances comparées, lim — =0et lim —— =0.Donc:2" —n°+Inn ~ 27
n—+oo 2™ n—+oo n—+o00
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Semaine de Kholle 1

— Au dénominateur, on factorise par 3" :

2

n—+oo 9" n—+00

Par quotient d’équivalents :
2n

U”ﬂ ~ =
n—+oo 3"

2 .
Comme —1 < = < 1, on conclut que lim wu, =0.
3 n—+oo

o . n , .
De méme, lim I =0,donc 3" +n? ~ 37

(

3n + 712 = 3n <1 +

2

3

7?,2

)

).
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Semaine de Kholle 1

Question de cours :

Donner la définition et énoncer le théoréme concernant la convergence des séries de Riemann.
Méme question pour la série exponentielle.

IR

On considere la suite (v,, ), définie par : { 9

1.
2. Etudier la monotonie de (v,,),,cp-

'U0=1

VUp+1 = .
T 6 —w,

Montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < v,, < 3.

2.

l.

3. En déduire I’éventuelle convergence de la suite (v,,),cn-
1. Parrécurrence surn € N: 0 < vy =1 < 3et, ensupposant 0 < v,, < 3,0ona:
1 1 1 3 9 9 9
0<3<6—-7v,<6 = =< <z = 0<-==<w = <=-=3
6 6—0v, 3 2 6 "' 6-—v, 3
9 9— 6”71 + /U;ZL (3 B /U'n)Q
2.VneN v,y —v, =5———v, = = —.
6—v, 6 —uv, 6 — v,
D’apres la question précédente, 6 — v,, > 0 dont (v,,),,c) est croissante.
3. (v,,)nen est décroissante minorée donc elle converge vers une limite ¢ < 3.
1. Trouver des réels a, b et c tel que, pour tout &k € N*,
1 a b c
=4 — (.1)

EED A TS )

n

1
En déduire le calcul de K, = g .
" ] k(k+1)(k+2)

1 a b c
Considérons I’équation, = -4+ —+ en admettant qu’une telle écriture
E Kkt D(k+2) k k+1 k12 1
existe.
En  multipliant les deux membres par £k € N*,  on  obtient
1 b c
(k+1)(k+2) <k:+1 k+2>
Enfin pour £ =0, a = %
Multipliant successivement 1’équation (.1) par k + 1 et évaluant en k = —1 puis par k + 2, évaluant
enk=—2,ontrouve : b= —letc= 3
Réciproquement, on vérifie que a = 5 b=—letc= % conviennent.
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Donc ! - L ! + !
Tk(E+1)(k+2) 2k k+1  2(k+2)
2. Par un petit miracle, on peut écrire ! _ 1L <1—L> 1 (L—L>
' P onp "Ekr D12 2\k k+1) 2\k+1 E+2)
On conclut alors par linéarité et télescopage :
n 1 1 n 1 1 1 n 1 1
K e —_—— ——— _—— —_—
" kz;k(k+1)(k+2) Q,Z;(k k+1> 2IZ<I<+1 k+2>
71( >_1<1_;>71<1_ 1 1 )
2 n+1 2\2 n+2 2\2 n+1 n+2/°
N
c
)
=
=
7
=
=
wn
=N
~
.
=
7
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Question de cours :

Soient Z u,, et Z v,, deux séries a termes positifs.
1. Siu, =o(v,)et Z v,, converge, que conclut-on pour Z Uy, ?

2. Siwu,, ~ v,,que peut-on dire des natures respectives des séries E u,, et E v, 7

B Feice!:

Etudier le sens de variation de la suite définie par :

w0:2
Wpt1 = Wy — N

VneN w, ; —w,=—n<0donc (w,),cy est décroissante.

B Feice2:

Déterminer un équivalent et la limite de :
n+1
V/n 4+ sin?(n)

n—+1 1

Vn+sin?n n

Exercice 3 — Combinaison d’exponentielles et factorisation :

Déterminer la limite et un équivalent simple en +oo de la suite (u,, )¢, définie par :

11 faut analyser le comportement du numérateur et du dénominateur séparément :

— **¥Au numérateur :** lim — = 0, donc par continuité de 1’exponentielle :
n—+oo N

lim <e§+3>:e0+3:1+3:4.

n—-+o0o

2
en +3 ~ 4.

n—+oo

— **Au dénominateur :** Comme lim — = 0, on utilise I’équivalent usuel :
n—-+oo N

L 1
en —1 ~ =,
n—+oo N

La limite étant une **constante non nulle**, le numérateur est simplement équivalent a sa limite :

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Par quotient d’équivalents :

n
n—+oo

ERE N

Conclusion : u,, ~ 4net lim wu, = +oc.
n—-+00 n—+oo

= 4n.

SATIAS 1A SALING
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Question de cours :

Définir la convergence absolue d’une série E Uy
Quel est le lien entre la convergence absolue et la convergence simple ?
Quelle inégalité relie leurs sommes ?

n
Montrer que les suites (u,,),>1 et (v,,),>; définies pour n > 1 par u,, = Z % etv, =u, + lz sont
k=1 n
adjacentes.
Ve N, uy = —1 >0
_ n c s Upyp1 — Uy = m >
Donc la suite (u,,),~; est croissante.
1 1 1 —(n?*+3n+1)
— VneN, v, —v, = — + B :
o o(n+1)3 (n+1)2  n? (n+1)3n2
Donc la suite (v,,),,~; est décroissante.
1
— Uy — U, = — ——0.
n n—+oo
Donc les suites (u,, ), et (v,,),>; sont adjacentes.

Exercice 2 — Logarithme et équivalents usuels :

Déterminer la limite et un équivalent simple en +oo de la suite (u,, )¢, définie par :
u, = n?[In(n + 2) —In(n)] (e% — 1) .

1. On regroupe les logarithmes :

In(n + 2) — In(n) :1@”22) =1n(1+3).

2. On utilise les équivalents usuels du cours :

. 2 2 2
— Comme lim —z(),onaln<1+—> ~ =,
n—+oo N, n’/ n—+oon
. 3 3 3
— Comme lim — =0,onae» —1 ~ —.
n—+oo 1 n—+oo N
3. Par produit d’équivalents :
2 3
u, ~ n?x=x==86.
n—-+o0o n n
Conclusion : v,, ~ 6et lim wu, =6.
n—+oo n—-+0oo
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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