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Algebre linéaire
Espaces vectoriels

ON a bien compris (du moins, je I’espere) que la notion d’ensembles est au centre de 1’étude des
mathématiques.

UN ensemble est une collection d’objets. Mais on voit bien que, dans sa généralité, cette notion
est au mieux insuffisante, sinon peu manipulable. On préfere déja les ensembles d’objets de méme
nature : ensemble de nombres, ensemble de fonctions, ensembles de matrices... sur lesquels on
peut donc définir des opérations.

UNE fois un ensemble d’objets de m&me nature constitué, on peut se demander quelle est sa
structure. L’étude des structures algébriques mathématiques est essentielle pour identifier le type
d’ensemble.

Plusieurs structures mathématiques existent, en voici trois parmi les plus courantes :

— Introduit en 1893 par Heinrich Weber (1842-1913, allemand) : le groupe. Un ensemble G est
un groupe lorsqu’il est muni d’une loi de composition interne (une opération entre éléments),
notée par exemple P, et qui vérifie : G est stable par @, 1a loi @ est associative, il existe un
neutre de @ appartenant a G, et tout élément de G posséde un symétrique par @ dans G.

Sont des groupes (Z,+), (R*, x), (M, (R),+), '’ensemble des applications bijectives de E
dans E (muni de la composition). Ne sont pas des groupes : (N, +), (R, x), (R*, +) ...

Si de plus, @ est commutative, on dit que G est un groupe abélien.

— Introduit en 1877 par Richard Dedekind (1831-1916, allemand) : le corps. Un ensemble K est
un corps lorsqu’il est muni de deux lois de composition internes, notées par exemples & et x,
qui vérifient : K est stable par @ et , (K, @) est un groupe abélien, * se distribue sur @, x
possede un neutre dans K, tout élément de K (excepté le neutre de ) posseéde un inverse pour
* dans K. (Q, +, x) et (R, 4, x) sont des corps. Tous les autres ensembles usuels n’en sont
pas!

— Manipulé depuis le milieu du XVII*™® sigcle en géométrie, c’est Giuseppe Peano (1858-1932,
italien) qui donna une définition rigoureuse et axiomatique d’espace vectoriel en 1888. Cette
structure a le bon golit d’€tre un bon compromis entre « facile a manipuler » et « de nombreux
ensembles peuvent étre vus comme des espaces vectoriels » ; rajoutons a cela qu’elle peut
avoir une interprétation géométrique.
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Ficure 1.1 : Exemples d’espaces vectoriels

ON est donc face a une excellente structure algébrique qui est le theme de ce chapitre.

Plan du chapitre

I RAPPELS DE PREMIERE ANNEES ......oiuuiintinntinttintitet ettt ettt eaneetenneannennss
1.1 EXEMPLES FONDAMENTAUX ...uuttnunttntttnnteenee ettt et eanseeaneeeaneeanneeanns

TI SOUS-ESPACES VECTORIELS .......couutiuttinttnttinetanttn ettt ettt enneaneenneaneennees
II.1 DEFINITIONS ET GENERALITES . ..uuutttttttte ettt ettt et e e e e e e et e e e e eaas

HZ SOUS-ESPACES VECTORIELS ENGENDRI:ZS .............................................................

IIT BASES ET DIMENSION ....outuuttnttnttinttntente ettt ettt et ettt ettt et eneeaneeneennss
II1.1 FAMILLES LIBRES, GENERATRICES, BASES .....etuuttintttinneeanteetnneeaneeeeneeeaneseaneeenneeenns
II1.2 DIMENSION D’ UN ESPACE VECTORIEL .....uuuttinntentteenneeentteanneeaneeenneeenneseaneeanneeenns
II1.3 COORDONNEES DES VECTEURS DANS UNE BASE ....uuuttintttintttinneeinteennteenneeineeanneeinns

IV RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS .....utiuutiutitttttitint ittt eateetenneineennens
V RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR L’INVERSIBILITE DE MATRICES ......ccovvuveaneennenn..

POUR BIEN DEMARRER...

1. Définition d’une matrice inversible. Propriétés.

2. Conditions suffisantes de non inversibilit€é d’une matrice.

3. Inversibilité des matrices de M, (R).

F. PUCCI
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4. Inversibilité des matrices triangulaires.

1 1 1 z
5. SoientA=| 2 0 —2 |etX=|Y |.Résoudre AX = 03;.
3 1 —1 z

~

Ce chapitre est une introduction aux espaces vectoriels. Il précede celui sur les applications linéaires
entre espaces vectoriels qui donnera un tout autre sens aux matrices que nous connaissons déja...
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I. RAPPELS DE PREMIERE ANNEES

A Attention ____
La loi - est une loi de multi-

plication externe : ce n'est
pas le produit de deux vec-
teurs.

Définition 1 — Espaces vectoriels :

A A retenir ___

Les vecteurs sont le plus
souvent notés sans leur
fleche.

I. RAPPELS DE PREMIERE ANNEES

Soit E un ensemble non vide muni de deux lois :
e Une loi de composition interne notée + (1’addition) :

+: ExE — E
(z3y) — x4y

* Une loi de composition externe, notée - (la multiplication par un scalaire) :

RxE — E
N;z) — Az

On dit que (E, +,-) est un espace vectoriel sur R ou R-espace vectoriel abrégé en R-ev
lorsque :

* (E, +) est un groupe abélien, i.e.
1. + estassociative : ¥ (z;y;2) €EE3, (z+y)+z=2+(y+2)=x+y+ 2
2. + est commutative : ¥ (z;y) € B3, x4+ y =1y + 2.
3. + admet un élément neutre noté Oy, et appelé vecteur nul :

VeeE, z+0g=0+2z=u=z.

4. Tout élément de & admet un symétrique pour + appelé opposé de x et noté —zx :

VeeE, z+(—z)=0g.

* La loi de composition externe vérifie les axiomes suivants :

LLVzeE Y (\;p) €R% X (u-x) = (X Xg p) - = : compatibilité avec X

dans R.

2.Vr €E,V (\;u) €R%, (A+gp)-x = X2+ u-x: compatibilité +y
dans R.

3.V (z;y) EELVAER, A (z4y) =X z+ \-y: compatibilité avec +
dans E.

4. Vez e E, 1r- -z =z: 1 est]’élément neutre pour -.

On appelle :

— vecteurs les éléments de E.

— scalaires les €léments de R.

On dit que R est le corps de base de I’espace vectoriel E.

En gros, un espace vectoriel est un ensemble muni d’une addition interne et d’une multiplication
scalaire qui ont les bonnes propriétés habituelles permettant les calculs !

Remarques :

— On notera que I’existence du vecteur nul implique que tout espace vectoriel E est non vide.

F. PUCCI
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I. RAPPELS DE PREMIERE ANNEES

A Attention ___
N, Z, Q ne sont pas des R-

ev.

— Pour éviter des parentheses, on définit une priorité de la loi externe sur la loi interne : A.x 4y
signifie (A.z) + y.

— Si elle est non ambigiie, on allege en général I’écriture en notant Au plutot que A - % pour
A un scalaire et % un vecteur, méme si la notation avec des fleches pour les vecteurs peut
étre utilisée dans un premier temps pour ne pas mélanger les objets. Les lettres grecques
a, B, A, u, ... s’utilisent plutot pour les scalaires que pour les vecteurs.

— Puisque E est stable par + et par -, il est stable par combinaison linéaire :
VipeRVe,ye E Ax+puy € E.
Et si c’est vrai pour deux...

Proposition 1 — Opérations :

Soit E un espace vectoriel réel.

* L’élément neutre pour 4+ est unique, noté O, appelé vecteur nul de E.
* Pour tout x € E, x admet un unique opposé, noté —zx.

En particulier,
() V(zz';y) €B3, z2+y=2"+y = xz=21".
(2) V (N\;2) e RXE, (=A).x = A.(—x) = —(\.a).
(3) (—1g).x = —=x.
(4 VAERY (z5y) €E? A(z—y) =z —\y.
S5) VY (A\;p) eREVeE, (\—p)x=\x— pr.

A=0
-V)\G[R,Ver,()\-zzoE@{ou )

xr = OE
En particulier,

(1) SiA#0,alors ¥ (x;y) €E%, Az =\y = z=uy.
(2) Siz # 0g,alors V (A\;pu) €ER?, Ao =pz = A= p.

- Vn€[2;400[,V (A1, ..., Ay) ER™Y (2q,...,2,) € E", Nz +...+ Nz, € E.

I.1 - Exemples fondamentaux

Exemple 1 - (R; +;-) est un R-espace vectoriel :

L’ensemble R muni de son addition et de sa multiplication est un R-espaces vectoriel de
vecteur nul O = Ok et muni des lois :

+: RxR — R
() +— z+y=x+py

et
RxR — R

(A;xz) — Az =AXpx.

F. PUCCI
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I. RAPPELS DE PREMIERE ANNEES

A Attention ___
L'ensemble de toutes les

matrices (sans spécification
de taille) n'est pas un es-
pace vectoriel (on ne peut
pas additionner deux ma-
trices de taille différente).

Exemple 2 — (R" ; + ; -) est un R-espace vectoriel :

Les ensembles R? et R? identifiaient & I’ensemble des vecteurs du plan et de 1’espace
respectivement munis de la somme vectorielle et du produit des vecteurs par les réels, sont
des espaces vectoriels sur R.

De maniere générale, pour n € N*, on définit sur R™ les lois :
+ R™ x R™ — R"
((xla Loy ey xn>;(y17 Y2, 7yn)> L ($1+y17x2+y25 7$n+yn)

et
R x R" — R”

(A? (.%'1, Loy ey wn)) — (A‘xlv )\.%'2, ) )‘xn)

Le vecteur nul est Og. = (0, 0 ..., 0)

A Attention __
F (Q2;Y) n'est, en général,
pas un R-espace vectoriel
(pour les mémes lois) si Y

Exemple 3 - (.M np(R), +, ) est un espace vectoriel sur R. :

On munit M, ,(R) des lois :

i MR x M, R — M, ,(R)

n,p

((ai,j)lgign ; (bi,j)1<i1<n> — (ai,j + bi,j)1<i§n
1<j<p 1<j<p 1<

P

et
R x M, ,(R) — M, ,(R)

(A; (ai,j)1<i<n> = A (0 5)1<ign = (Aa; j)1<i<n.
1<5< <i

1<g<p 1<j<p

ISP

Le vecteur nul est la matrice nulle 0 &) = (0)y, -

En particulier, pour n = p, I’ensemble (M w(R),+, ) des matrices carrées est aussi un

espace vectoriel sur R.

n'est pas un R-ev.

Exemple 4 — (¥ (2;R) ; +;-) est un R-espace vectoriel :

Soient 2 un ensemble quelconque. L'ensemble F (€2; R), noté aussi R*? des fonctions de 2
a valeurs dans R peut étre munis des lois :
+: RZxR? — RY
(fs9) +— f+g: @ — R
= flz)+g(x)

F. PUCCI
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— @ Piege _
L'ensemble des fonctions
polynomiales de degré exac-
tement égal a n n'est pas

et
RxR®? — R%

N;f) — X-f: Q — R
x — Af(z)

Le vecteur nul 07 (. est la fonction nulle 07z : 2 — E .
z +— 0

un espace vectoriel.

R

* Si Q2 =TI oulestunintervalle de R dans I’ exemple (4) , on en déduit que 1’ensemble
F (I;R) des fonctions de I ou de dans R est un espace vectoriel.

Les fonctions cos, exp, ... sont des exemples de vecteurs de cet espace vectoriel.

* SiQ =N, I’ exemple (4) affirme que I’ensemble R des suites a valeurs dans R est
muni d’une structure d’espace vectoriel dont le vecteur nul est la suite constante égale
a Og.
La somme de deux suites (u,, ) ,cn €t (v, ),en €tant la suite (u,, +v,, ), €t le produit
d’une suite (u,,),cn par un réel \ étant la suite (A\z,,),,cn-

Exemple 6 — (R[z]; +;-) est un R-espace vectoriel :

L’ensemble R[z] de toutes les fonctions polynomiales a coefficients dans R est un espace
vectoriel de vecteur nul la fonction nulle et muni des lois :

+: R[z] x R[] — R[x]
<x|—>2akmk;ml—>2bkxk> — xl—>2(ak+bk)xk
k>0 >0 >0
et
R x R[z] — Rz]
(A;xHZakmk) — A-Zakxk:xHZ(Aak)xk.
k>0 k>0 k>0

En particulier, pour tout n € N*, I’ensemble R,[X] des fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a n est un espace vectoriel.

Le vecteur nul Og(, est la fonction polynomiale nulle.

\

Dans toute la suite, E est un espace vectoriel réel, n € [2; +oo] et (ey, e, ..., €,,) une famille de

vecteurs de E.

F. PUCCI
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II. SOUS-ESPACES VECTORIELS

38 Méthode ____
En particulier Og € F'.

Cela sera utile dans deux
cas :

— pour montrer que F est
non vide

— parfois pour montrer
qu'un  sous-ensemble
n'est pas un sev !

II. SOUS-ESPACES VECTORIELS

I1.1 — Définitions et généralités

Définition 2 — Sous-espace vectoriel :

Un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E lorsque :
* F est non vide.

D2|+ FCE.

e VA\pueRVa,yeF, Ax+puy e F. (F' est stable par combinaison linéaire)

«

A quoi bon cette histoire de sous-espace vectoriel ? Pour la raison qui suit :

Proposition 2 :

Si F' un sous-espace vectoriel de E, alors F est un espace vectoriel.

=<

{0y} et E sont des sous-espaces vectoriels de E...

Méthode 1 :

Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on vérifiera qu’il est non vide et on
montrera que c¢’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de référence.

Exemples 8 — Dans les espaces de fonctions :

— L’ensemble des fonctions paires et I’ensemble des fonctions impaires sont des sev de
F(R,R).
— Soient I un intervalle de R et k € N*.

Les ensembles €= (I;R) = €* (I;R) C €* (I;R) = €° (I;R) sont tous des sev de
I’ensemble F (I; R) des fonctions de I dans R.

IIs forment méme une suite de sev pour I’inclusion.
— Pourn € N, R,,[z] est un sev du Rev vectoriel R[x].

On retrouve une suite de sev pour I’inclusion :

R=Ro[z] C Ry[z] C ... C R,[z] C R,y [z] T ... C Rlz].

Exemples 9 — Dans les espaces de matrices :

Les ensembles

— D, (R) des matrices diagonales,
— T ,,5(R) des matrices triangulaires supérieures,

F. PUCCI
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II. SOUS-ESPACES VECTORIELS

— T ,.1(R) des matrices triangulaires inférieures,
— §8,,(R) des matrices symétriques,
— A, (R) des matrices antisymétriques,

sont des sev de M, (R).

Exemples 10 — Dans I’espace des suites :

Notons S le Rev des suites réelles.

— L’ensemble &}, des suites bornées est un sev de S.

— L’ensemble &, des suites convergentes est un sev de Sy.

Exemples 11 — Et bien d’autres :

— L’ensemble des fonctions définies, dérivables deux fois et telles que '’ est continue
sur un intervalle I de R, noté 6’2(1, R), muni de I’addition interne usuelle et de la
multiplication scalaire.

— L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene de n équations a p inconnues
a coefficients dans R est un sous-espace vectoriel de R?.

— D’ensemble des solutions sur un intervalle I, d’une équation différentielle linéaire
homogene est un sous-espace vectoriel de € (I; R).

Plus précisément,
— {y € CY(;R) /y +alx)y = O} est un sev de C! (I;R).
— {y €C?(I;R) /y' +ay +by= 0} est un sev de €2 (I; R).

— L’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sev du Rev des suites réelles ou
complexes.

-2

Soient A € M,,(R) etF = {M € M,(R)/AM = MA}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M, (R).

F. PUCCI
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- EERRE

Soit F = {f € C*(R,R)/Vz € R, f’(z) — 3f (z) + 2f(z) = 0}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de €%(R, R).

Exemples 14 :

A Attention ___

F UG n’est un sev que si
FCGouGCF.

~

* L'ensemble F = {P € R,[z]/P(0) = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de R[]
car il ne contient pas la fonction polynomiale nulle.

* Les sous-espaces vectoriels de R? sont {(0,0)}, R? ainsi que les droites passant
par (0,0).

o 5

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel réel E.

7

Montrons que F N G est un sous-espace vectoriel de E.
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I1.2 — Sous-espaces vectoriels engendrés

Voyons un cas particulier de sous-espace vectoriel...

Définition 3 — Combinaison linéaire :
Soitz € E.
On dit que = est combinaison linéaire des vecteurs eq, eo, ..., €,, lorsqu’il existe des réels
ALy Ag, ooy Ay tels que x = Z A€
i=1
1 0 a @)
e Pour touts réels a et b, la matrice colonnev =a-| 0 |+b-]10 | = 0 est E
—1 1 —a+b <
1\ (0 -
une combinaison linéaire de la famille d’éléments 01,0 de M3 1 (R). =
-1 1 :‘
'LevecteurP =31+ (-2 -X+X*+6 X' =3-2X+ X?+ 6X* >
est une combinaison linéaire de la famille d’éléments S
(1:z+— 1,X: 2+ 2,X? 2 22, X 2+ 2?) de Ry[z]. g’
~
=
=2 =
[
Z,
1 1 oo
Soient X = [ 0 | et Y = | 1 | deux matrices de M3 (R). E
0 1 <
=
-3 22
* Montrons que U = | 2 | est combinaison linéaire de X et Y. §
9 @
=
1 92]
* Montrons que V = | 2 | n’est pas combinaison lin€aire de X et Y. é
3 @
o,
a+b %
* D’ensemble des combinaisons linéaires de X et Y est : b ,(a,b) € R? E
b =
95}
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs eq, e,, ... , €,, €st un sous-espace
vectoriel de E.

Définition 4 — Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs : %

. A retenir - %

C'est le plus petit espace L’espace vectoriel des combinaisons linéaires des vecteurs eq, e,, ..., €,, est appelé sous- :‘
vectoriel, au sens de |'inclu- . < . .

. espace vectoriel engendré par la famille (e, ey, ... , €,,), et noté =
sion, contenant les vecteurs m
€1, €3, ., €,

Vect (eq, €9, ..., €,) - =
>
Cas particulier : Le sous-espace vectoriel engendré par un unique vecteur est I’ensemble de ses ;
multiples : =
Vect(e) = {\-e, A € R}. ;
=
Exemples 18 : :
Z
* On convient que Vect (@) = {0}. E‘
* Si @ # 0 alors Vect (%) est une droite vectorielle. ;
* Si 4 et ¥ sont deux vecteurs non colinéaires de 1’espace, alors Vect (4 ; ¥) est un plan g
vectoriel. 'C_IUJ
* Dans # (R; R), le sous-espace vectoriel engendré par X = {e,, :  —— 2™ /n € N} >
est ’espace des fonctions polynomiales. g
92]
QR Miéhode2: | 3
Méthode 2 :
!
Pour démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E, on pourra tenter de 1’écrire comme g
le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs de E. =
) =
=
=
N
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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S Méthode
Ecrire un ensemble comme
un sev engendré équivaut a
expliciter cet ensemble. S'il
est déja donné de facon ex-
plicite, il n'y a plus grand
chose a faire...

Exemple 19 :

Considérons F = { ( a a+b

a a—>b

) € My(R)/(a,b) € [R2}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M5 (R).

.

Proposition 4 :

Soient e, ey, ... , €, des vecteurs de E.

*Si e,;; est une combinaison linéaire de ey, ey, ..., e,, alors
Vect (e, €y, ...,€,,1) = Vect (e, €q,...,€,).
En particulier : Vect (ey, e, ..., e,,05) = Vect (e, €q, ..., €,).

s Vay, ag, ..., a, € R*, Vect (e, azey, ... ,a,e,) = Vect (e, ey, ..., €,).

n—1
* Vay, g, ...,a, 1 € R, Vect (e, e, ...,e,) = Vect (el, €9y ery €y + Z%‘Q) )
i=1

I

((252) rami o) ) ) (pner)

Il semble maintenant que 1’on ne puisse plus simplifier la famille obtenue... C’est un sous

espace vectoriel de M5 1 (R).

F. PUCCI
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III. BASES ET DIMENSION

IT1.1 — Familles libres, génératrices, bases

Définition 5 :

* On dit que la famille (eq, ey, ... , €,,) est une famille génératrice de E lorsque

Vo eB, 3 (A, 0) ERY /2= Ney.
k=1

Autrement dit, (eq, €9, ... , €,,) est une famille génératrice de E lorsque
E = Vect (e, ey, ...,€,) .

* On dit que la famille (eq, e, ..., e,,) est une famille libre de E lorsque :
v (Alv >‘27 et An) € [Rna

)‘l€l+)‘262+“'+)‘nen:0E — (VZE[[l,?’L]],)\lZO)

Autrement dit, (eq, €, ..., €,,) est libre lorsque la seule combinaison linéaire donnant
O, est la combinaison linéaire triviale.

Si la famille (eq, €q, ..., €,,) est libre, on dit que les vecteurs ey, e, ..., €,, sont linéai-
rement indépendants.

¢ On dit que la famille (e, e,, ... , €,,) est lide lorsque elle n’est pas libre.
¢ On dit que la famille (eq, es, ..., e,,) est une base de E lorsque

Vo eB, 31 (A, A) ERY Jz =D Aey.
k=1

~

Commencons par donner (sans justifier) quelques bases usuelles :

Exemples 21 — Fondamental :

7

A A retenir —
Toutes les bases données
sont les bases canoniques

STATHOLOHA SHOVASHAHAIVINIT HIdAD'TV T HALIdVHD

des EV mentionnés. Ce sont « La famille ((1,0), (0, 1)) est une base de R2.
les bases naturelles dans les- 1 0
quelles on travaille. e La famille ( 0} (1> ) est une base de MQJ([R).
1 0 0
* La famille 0l,]11],]0 est une base de M5 1 (R).
0 0 1
1 0 0
0 1 0
A Attention * La famille Of,]0),...,]: est une base de M, 1 (R).
F dit UNE base et non La :
base. '
0 0 1
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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RA retenir
Pour montrer qu'une fa-
mille est liée, il suffit
d’écrire un de ses vecteur

en fonction des autres.

) 1 0 0 1 0 0 00
La famille ((0 0),<0 0),(1 0>,<0 1)) est une base de
My(R).

e La famille (z + 1,2 — =, 2 > 2?) est une base de Ry[x].

e Lafamille (x +— 1,2 + z, ..., & > x™) est une base de R,,[z].

o2

1 —1
Montrons que la famille ( <2> , ( ) ) ) est une famille libre de M5 ; (R).

-5

1 —1 2
La famille ( (2) , ( 1 ) , (1> ) est-elle une famille libre de M5 ; (R)?

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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Exemple 24 :

1
R A retenir Montrons que la famille Oj,111(,]1 est une famille libre de M3 ; (R).
Un famille de matrices co- 0 0

lonnes dont les coefficients
sont échelonnés est tou-
jours libre.

.

Q- 2

Notons f :x = 1, fo:x— 14+ xet fs:ax— 1+ 2+ 22

Montrons que (f1, fa, f3) est une famille libre de Ry[z].

~

.

Des choses bien utiles :

STATHOLOHA SHOVASHAHAIVINIT HIdAD'TV T HALIdVHD
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___ RA retenir
— Le caractere « généra-

teur » équivaut a I'exis-
tence d'une décomposi-
tion en combinaison li-
néaire.

— Le caractéere « libre »
équivaut a I'unicité (si
existence) d'une décom-
position en combinaison

e

— Une famille contenant le vecteur nul est liée.
— Une famille contenant deux fois le méme vecteur est liée.
— Une famille dont I’un des vecteurs est une combinaison linéaire des autres est liée.

— Une famille formée d’un seul vecteur est libre si, et seulement si, ce vecteur est non
nul.

— Une famille formée uniquement de deux vecteurs est libre si, et seulement si, ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

— Une famille de vecteurs de M, ;(R) ou de R™ dont les coefficients sont échelonnés
est libre.

— Une famille de fonctions polynomiales échelonnées en degré est libre.
— Une sous-famille d’une famille libre est libre.
— Une sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

.

Les définitions précédentes impliquent naturellement la propriété suivante, qui sera tres utile en
pratique :

Théoréme 5 :

Une famille de vecteurs de E est une base si, et seulement si, elle est libre et génératrice.

En fait, il existe un théoréme hors-programme qui affirme que :

— de toute famille génératrice, on peut extraire une sous-famille libre et génératrice.
— toute famille libre peut étre complétée en une famille libre et génératrice.

Exemple 26 :

linéaire.
Donnons une base de I’espace vectoriel F étudié dans I’ exemple (19) .
11 2
Considérons A= | 3 1 4 |etF={XeM;3;(R)/AX =03,}.
1 01
Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M5 ; (R) et déterminons-en une base.
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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7
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~

Proposition 6 :

Si # est une famille libre de E et 7 est une famille génératrice de E, alors

card (F) < card (F ).
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—
(=}

F. PUCCI Lycée Gerville Réache




ECG2-

2026-2027

III. BASES ET DIMENSION

m R |
—— il Rappe _
En ECG - Mathématiques
appliquées, I'algebre linéaire
se limite au cas des EV de
dimension finie.

A Attention N
Tout EV de dimension fi-
nie posséde une infinité de

bases.

II1.2 — Dimension d’un espace vectoriel

La proposition (6) justifie la définition ci-dessous :

Définition 6 — EV de dimension finie :

On dit que E est de dimension finie lorsqu’il admet une famille génératrice constituée d’un
nombre fini de vecteurs.

N
’
‘

Théoreme 7

Si E admet une base de cardinal fini, alors toutes ses bases sont de cardinal fini et de méme
cardinal.

A A retenir

A savoir parfaitement

Le théoreme (7) nous permet de donner la définition suivante :

Définition 7

N

.

.
.o

Si E est de dimension finie, on appelle dimension de E, notée dim (E), le cardinal commun
de toutes ses bases.

Exemples 28 :

(R?) = 2, dim (R®) = 3 etdim (R") = n.

e dim (M, ,(R)) =2etdim (M, ;(R)) = n.
(M,(R)) =n?etdim (M, ,(R)) =n X p.
(Ry[z]) = 3etdim (R, [z]) =n+ 1.

et

(R, R), R

...sont des espaces vectoriels de dimension infinie.

On a les propriétés suivantes souvent utiles :

Proposition 8 :

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F un sous-ensemble de E et F une famille
de E.

° Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie et
dim (F) < dim (E), avec égalité si, et seulement si, F = E.

* Si 7 est une famille libre de E, alors card (¥) < dim (E).
* Si & est une famille génératrice de E, alors card (#) > dim (E).

R

La famille ((1,0,1),(0,1,0)) de R?
— est libre,
— n’est pas génératrice de R3,

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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A A retenir ____

Une base est une famille
libre maximale ou une fa-
mille génératrice minimale.

— n’est pas une base de R?.

Et une derniere propriété, treés utile en pratique :

Corollaire 9 :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*.

 Toute famille génératrice de n vecteurs est une base de E.
* Toute famille libre de n vecteurs est une base de E.

Méthode 3 :

Pour montrer qu'une famille est une base d’un espace vectoriel, trois méthodes sont possibles :

* Montrer qu’elle est libre et génératrice.
* Montrer qu’elle est libre et de cardinal égal a la dimension de I’espace vectoriel en
question.

* Montrer qu’elle est génératrice et de cardinal égal a la dimension de I’espace vectoriel
en question.

R

Montrons que la famille ((1,2), (—1,1)) est une base de R?.

.

IR

Montrons que la famille (x — 1,2 — 1 + 2,2 —> 1 + 2 + x?) est une base de R,[x].

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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A Attention ___

La matrice dépend de la
base choisie !

__ © Remarque

Apres avoir vu le chapitre
sur les applications linéaires,
nous pourrons dire que I'ap-
plication

d: E — M, (R)
x > Matg(x)

est un isomorphisme de E
dans M,

'rL,l([R)'

II1.3 — Coordonnées des vecteurs dans une base

Définition 8 — Coordonnées d’un vecteur dans une base, matrice de coor-
données :

Soient E un espace vectoriel de dimension n, B = (e, ...e,,) une base de Eet z € E. 1l
n

existe alors un unique n-uplet (uq, ..., u, ) € R" tel que z = Z Up€,-
k=1

* Le n-uplet (uq,...,u,) est appelé n-uplet de coordonnées de x dans la base
(€1, y€p).

* On appelle matrice représentative de x dans la base B (ou matrice des coordonnées
de x dans la base ) la matrice de M, ; (R), notée Mat (), définie par :

Uy
Matzg (113) =
u’l’l

Théoreme 10 — Isomorphisme de représentation :

Soient E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E.
« VA pu€R, Vz,y€E Matg( Az + py) = \Matg(z) + pMatg(y)

[T2]+ VX € M, 1(R),3!z € E/X = Matg(z)

.

Q- 2N

* Notons = = (1,2) € R?.

1
— La matrice des coordonnées du vecteur x dans la base canonique de R? est (2

1
i.e. Maty, () = <2> )

Eneffet, (1,2) =1-(1,0)+2-(0,1).
— Nous avons vu a exemple (30) que ((1,2),(—1,1)) est une base de R?.

Dans cette base que nous noterons 3B, le vecteur (1;2) s’écrit :

(1,2) =1-(1,2)4+0-(—1,1).

1
Autrement dit Matg(x) = (O) .

- Notons B = (z+ L,z +—~ 1+ x,2+> 1+x+2?). Onavual exemple (31)
que B est une base de R,[z].

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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__ © Remarque ___

Cette méme fonction admet
comme matrice de coordon-
nées dans la base canonique

2
de Ry[z] la matrice (1)
1

On sait, d’apres le théoreme (10) qu’il existe une unique fonction P € Ry[x] telle
1

que Matgz(P) = | —1
2

Cette fonction est, en fait, la fonction
Pizt—1-1—-1-(1+2)+2-(1+z+2%) =2+z+22

1
L’ unique fonction polynomiale P € R,[x] telle que Matg(P) = | —1 | est donc
2

P:z+— 24+ 22

IV. RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Définition 9 — Rang d’une famille de vecteurs :

On appelle rang de la famille (e, e, ..., €, ), noté rg (e, €q, ..., €,), la dimension de
Vect (eq, €9, ..., €,).

Proposition 11 :

* Si E est de dimension finie p, alors rg (eq, ey, ..., €,,) < min(n,p).
* rg (ey,...,€,) = nsi, et seulement si, la famille (e, ..., e,,) est libre.

Méthode 4 :

Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, on cherche a la réduire jusqu’a la rendre
libre.

La proposition (11) nous assure alors que son cardinal est la valeur cherchée.

E

1 0 3 —2 0
Déterminons le rang de la famille 1,111,121, —-21.,1]10
1 2 1 —2 0

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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V. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR L’INVERSIBILITE DE MATRICES

Définition 10 — Matrice inversible :

Soit A € M ,(R).

On dit que la matrice A est inversible lorsqu’il existe une matrice B € M, (R) telle que
AB=1,etBA =1,.

~

Une telle matrice B est appelée inverse de A.

Proposition 12 — Unicité de ’inverse :

Soit A € M ,(R).

Si A est inversible, alors elle admet une unique matrice inverse que I’on note A1,

Proposition 13 — Inversibilité de la transposée :

Soit A € M, (R).

La matrice A est inversible si, et seulement si, la matrice *A est inversible.

Le cas échéant :

(FA) T =HAT) = ATl =1(A)

STATHOLOHA SHOVASHAHAIVINIT HIdAD'TV T HALIdVHD
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Théoreme 14 — Caractérisations de I’inversibilité d’une matrice :

Soit A € M ,,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :

* A est inversible.

«3Be M, (R)/AB =1,.

« 3B e M,(R)/BA =1,.

* la famille des colonnes de A est une base de de M, ; (R).
¢ la famille des lignes de A est une base de R™.

* pour tout Y € M,, 1(R), le systetme linéaire AX =Y, d’inconnue X € M, ;(R),
posseéde une unique solution.

* pour tout Y € M, ;(R), le systtme linéaire AX =Y, d’inconnue X € M, ;(R),
posséde au moins une solution.

* Le systéme linéaire AX = 0, ;, d’inconnue X € M, ;(R), admet 0,, ; comme
unique solution.

~

7
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