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TD II ‘ Espaces vectoriels ﬂ

I. SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice II.1 - (Sous-espaces vectoriels)
Parmi les sous-ensembles E; de E ci-dessous dire lesquels sont des sous-espaces vectoriels.
1. E=R%

={(z,y,2,t) e E/z=1}. c. Eg={(z,y,2t) e E/y=2=1t=0}.
={(z,y,2,t) €E/z = 0}. d. By = {(z,y,2,t) €eE/z # y}.

2. E espace vectoriel de dimension finie tel que E C (R, R).

a. E; = {f € E/ f dérivable }. c. E3 = {f € E/ f discontinue }.
b. E, = {f € E/ f continue }. d. E; ={f € E/ f croissante }.
3. E = My(R).

a.E1={(‘; b)eE/ab e[RZ}

b. E; ={A € E/AB =BA, B € M,(R)}.
c. Bs={A€E/A?=A}.
4. Soit E = R5[x].
a. B, ={P € E/P(0) = 0}.
b. E, = {P € E/ deg(P) > 3}.

Exercice I1.2 — (Pas des sous-espaces vectoriels!)
Dans chaque cas, F n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Justifier pourquoi.
1. E=R*etF ={(z,9) e R®/z+y =1}

2. E=M,,(R)etF = { (;) EMo1(R)/y= xz}

1 11 1
3 E=M311([R)etF={XGMP,J([R)/AX: ( 1 )},ohA: (1 0 1)
1 0 -1 -2

4. E = My(R) et F = {M € My(R) /M = 0,}

Exercice IL1.3 — (L’ensemble des matrices symétriques)

Soit 8, I’ensemble des matrices symétriques sous-ensemble de I’espace vectoriel M, (R).

1. Rappeler la définition d’une matrice symétrique et donner la forme générale des éléments de S.
2. Montrer que 8, est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

Exercice I1.4 — (Combinaisons linéaires, colinéarité)
1. Dans R?,
a. (3,7) est-il combinaison linéaire de (1,1) et (2,3)?
b. (1, 1) est-il combinaison linéaire de (2,1) et (3,1)?
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c. (1,1) est-il combinaison linéaire de (2, 1), (3,1) et (2,4)?

2. Dans R?, (2,4, 2) est-il combinaison linéaire de (2, 1,2), (1, 1,2) 1)?

NEWER

. Dans F (R, R), les fonctions z — €2® et 2 — ¢ sont-elles colinéaires ? Les fonctions = — 3% et
2 > 3%+ sont-elles colinéaires ?

)Ly

t (0,1
. 12 1
3. Dans M, (R), la matrice 3 1 est-elle combinaison linéaire de 1
. Dans R3[z], donner deux vecteurs colinéaires ?

. Dans M 5(R), donner deux vecteurs colinéaires ?

AN L B

7. Dans RY, donner deux vecteurs colinéaires.

Exercice IL5 — (Familles libres, familles génératrices, bases)

Parmi les familles de vecteurs de E ci-dessous dire lesquelles sont libres, génératrices ou forment une base.

1. Dans E = R3.

a. B, =((1,0,1),(-1,1,2),(-2,1,2)). c. E3=((1,0,1),(2,0,3)).

b. E; = ((1, 0, 1)7 (—1, 1,2),(0,1, 3)) d. E; =((1,0,1),(2,0, 3)7 (—1, 1,1),(0,0, 1))
2. E = Ryfa].

a. By = (1,X — 21, (X — 21)2).
b. E; = (31,X2,—X3,X).
3. E est un espace vectoriel de dimension 5 avec E C F (R, R). On suppose que E; et E, sont des familles
d’éléments de E et By = (f1, fa, f3, f1) o, Vi € [1;4], f; est la fonction définie par f;(x) = e'®
4. E = M,(R).

Exercice I1.6 — (Sous-espaces vectoriels engendrés, base et dimension)

1. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R? puis donner leur dimension :
a. A = Vect((1,2),(—3,—6)).
b. B = Vect((1,2),(3,4),(5,6)).
2. Déterminer une base de A = Vect((1,3,—3), (4,2, —3),(—1,7,6)) sous-espace vectoriel de R>.
Quelle est alors la dimension de A ?
3. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R* puis donner leur dimension :
a. A = Vect((1,2,-3,4),(2,4,-5,1),(—2,—1,2,0), (3,0, —1,—4)).
b. B={(z,y,2,t) eR* Jz =2y —z,t =z +y+ 2z}
4. Déterminer une base du sous-espace vectoriel Vect (X — 1, (X — 1)2) de R4[z] puis donner sa dimen-

sion.

5. On suppose que la famille (((l) ) , (( 1) ) ) appartienne a un espace vectoriel de dimen-
neN neN

2 3
sion finie E,E C RY.
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n n
Déterminer une base du sous-espace vectoriel Vect ( ((l) ) s ( (l) ) ) de E puis donner
2 neN 3 neN

sa dimension.

Exercice I1.7

Dans chaque cas, démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base et préciser sa dimension.

x
l.F={(z),x€fR}
0
x
2.F—{( y ),(x,y)eﬂ?z}
r+y

3. F={(z,y) eR*/z =y}

11 1
4. F={XeM;,(R)/AX =05}, 00 A = ( 1 0 -1 )
0 -1 -2

0 1 -1
S.F{XEM;M([R)/AXX},OHA(I 0 1 )
—1 -1 2

6. F={(x,y,2,t) eERY /o +y+ 2+t =0}

a+b b b
7. F = 0 a—b b |,(a,b)€R?
0 0 a

Exercice I1.8 — (Rang d’une famille de vecteurs)

Calculer le rang des familles de vecteurs de R* ci-dessous.
1. A=((1,2,-4,3),(2,5,-3,4),(6,17,—7,10), (1, 3, -3, 2)).
2. B= ((1? 27 67 _1)5 (3a 67 57 _6)5 (27 47 _17 _2))

Exercice I1.9 — (Base d’une intersection de sous-espaces vectoriels)
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R® définis par :
F={(z,9,2) eR®/z—y—2=0} et G={(z,9,2)€R®/2x+y+2=0}.
Déterminer une base de F N G.

Exercice I1.10 — (EV de fonctions polynomiales)
Notons E = {P € Ry[z] /Vz € R,P(z) — 2P’(x) = 0}.
Justifier que E est un espace vectoriel et en déterminer une base ainsi que la dimension.

Exercice I1.11 — (Recherche de bases) ==

1. On considere les quatre fonctions polynomiales définies sur R par :

Po(e) = (2 — (e — 2)(z — 3)
Pi(z) =z(x —2)(x —3)

Py(o) = 2(a — 1)(z — 3)
P3(z) = z(x —1)(z — 2).

Démontrer que la famille (P, P, Py, P3) est une base de Rs[z].
2. On considere les cing fonctions définies sur R™* par :
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fi(z) = In(z)
folz) ==

fa(z) =e€”

falz) = e *?

fy@) =1,

On suppose que ces fonctions appartiennent a un espace vectoriel E de dimension 6 telle que
EC ¥ (R™R).
a. La famille (fy, fo, f3, f4, f5) est-elle une famille libre de E?
b. Déterminer une base de Vect (f1, fa, f3, f4. [5)-
3. On note E I'ensemble des suites réelles u = (u,),,c, telles que : Vn € N, u,, 5 = 5u,, 1 — 6.
On note a et b les éléments de E tels que : ag = 1, a; = Oetby = 0, b; = 1. Enfin, onnote r = (2"),, .,
ets=(3"),cn-
a. Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2 dont (7, s) est une base.
b. Montrer que (a, b) est une base de E.

Exercice I1.12 — (Coordonnées dans une base)
1. Dans R, onnote a = (1,2,3,4),b = (0,1,1,1),c = (1,1,0,2),d = (1,1,2,0).
a. Vérifier que B = (a, b, c,d) est une base de R*.

b. Onpose z = (1,1, 1, 1). Déterminer les coordonnées de = dans B.

2 vwsar@onmea= ((10)(12).(12).(12))

a. Montrer que 5 est une base de M5 (R).

b. Donner les coordonnées de la matrice < g i ) dans la base B.

4
c. Donner les coordonnées de la matrice ( (6) 4 ) dans la base canonique de M, (R).

3. Onpose F = (X—1)(X+1),(X+1)(X—21),(X—1)(X—21)).
a. Montrer que 7 est une famille libre de Ry[z].
b. En déduire que c’est une base de Ry[x].
c. Donner les coordonnées de X dans cette base.

Exercice II.13 - (Cas d’égalité de deux sous-espaces vectoriels a partir des dimensions)
Dans R?, on note @ = (1,1,3), b = (1,0,2), ¢ = (2,1,5), d = (3,2,8), ainsi que E; = Vect (a,b) et
E, = Vect (c, d).
1. Déterminer dim (E;) et dim (E,).
2. Vérifier que (¢, d) € (B,
3. En déduire que E, = E,.

Exercice 11.14 — (Base d’un sous-espace vectoriel de ) 5(R))

A tout couple (a, b) de deux réels, on associe la matrice M(a, b) définie par :

a+2 —b -2
M(a,b)=| 26 a—b —4b |.

—b b a+3b

F. PUCCI Lycée Gerville Réache

STATIOLDTA SHOVASH



ECG 2 - 2026-2027

On désigne par E I’ensemble des matrices M(a, b) olt a et b décrivent R i.e. E = {M(a,b) / (a,b) € R?}.

2 -1 -2
On note I la matrice identité M(1,0) et A la matrice ( 2 -1 —4 ) .
-1 1 3

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M 3(R).
2. Donner une base de E ainsi que sa dimension.

II. POUR S’ENTRAINER

Exercice IL.15 — (Bases particuliéres de R, [z])
1. Soit (P;);c, une famille de polyndmes tels que deg (P;) =i, Vi € N.

Démontrer que, Vn € N*, (P;) j est une base de R, [2].

i€[o;n

2. Soientn € N*, (a,b) € R? tel que a # b. Onnote, Vi € [0;n], P, = (X — al)*(X — b1)" .

Montrer que la famille (P;) ieosn] €St une base de R, [z].
3. Soit n € N et soient ay, ..., a,n + 1 réels distincts deux a deux.

Pour tout ¢ € [0;n], on appelle i-¢me polyndme d’interpolation (ou interpolateur) de Lagrange associé
aux réels ag, ..., a,, le polyndme

X —ay
aj

L, =

i

jelo;n] @ —
i
a. Donner le degré de L; pour i € [0;n].
b. Montrer que :

vie[lin], L (ay) = { (1) :i z ; Z = 6,4 (Symbole de Kronecker).

c. Montrer que la famille (Li)ieﬂﬂ;n]] est une base de R, [z].

d. Montrer que pour tout P € R, [z], P = Z P (a;) L;.
=0

Exercice I1.16 — (Matrices symétriques et antisymétriques)

Soient n € [2; +o0[ ainsi que les ensembles :

— 8,(R)={M € M,(R) /*M = M} : I'’ensemble des matrices carrées de taille n symétriques
— Ap(R)={M € M,(R) /*M = —M} : I'ensemble des matrices carrées de taille n antisymétriques

1. Montrer que 8, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R) et en donner une base de
chaque ainsi que la dimension.
2. Montrer que :

VM € M,(R),3(S,A) € 8,(R) x A,(R) /M =S+ A.

Exercice I1.17 — (Base d’un sous-espace vectoriel particulier de M 3(R))

3
Soit £ = {M = (my ) € M3(R)/ Zm,;’,; = O}.
im1
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1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de M 3(R).
2. Donner une base de & ainsi que sa dimension.

Exercice I1.18 — ((x) Centre d’une partie de M, (R))
Soitn € N*.

Pour toute partie £ de M ,,(R), on appelle commutant de & la partie C(&) de M, (R) formée des matrices qui
commutent avec toute matrice de &, i.e. C(&) = {A € M,(R)/VM € &, AM = MA}.

1. Vérifier que, pour toute partie & de M, (R), C(&) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
2. Démontrer C (M ,,(R)) = RI,, ou RI,, = {al,,a € R}.

On pourra utiliser les matrices élémentaires E; ; de la base canonique de M, (R).

Exercice I1.19
01

Soient J = ( 10

) etF = {M € My(R) /IMJ = M}.

Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M, (R) et en déterminer une base.

III. CoNcoOURs
Exercice 11.20 — (Classique !) m—

1 -1 0
On considere la matrice A = 0 2 1 |.
-1 -1 3

1. Calculer (A — 213)2 puis en déduire que (A — 213)3 =0.
2. Montrer que I'ensemble E, = {X € M3 1(R)/AX = 2X} est un espace vectoriel. En déterminer une
base et la dimension.

—1 1
3. Posons U = 1 etV=1| 0 |].
0 1

a. Vérifier que AV € Vect (U, V).
b. Résoudre I’équation AX = 2X + V, d’inconnue X € M3 1(R).

-1
c. Posons W = ( 0 ) . Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 1)(R).
0
-1 1 -1
4. Considérons P = 1 0 0 |
0 1 0

a. Justifier que P est inversible et déterminer P!,
b. Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP~! et vérifier que T = 2b; + N, ol

010
N=]00 1|
000
5. On considere 'ensemble € = {M € M3(R) /AM = MA}.

a. Montrer que I’ensemble € est un espace vectoriel.
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b. Soient M € M 3(R) et Q = P~MP. Montrer I’équivalence :
Me € < NQ=QN.

c. Démontrer que {Q € M5(R) /NQ = QN} = Vect (I3,N,N?).
d. Déterminer alors une base de € ainsi que sa dimension.
6. On considere 'ensemble X = {M € M3(R) /M? + 13 = A}.
a. L’ensemble R est-il un espace vectoriel ?
b. Soient M € M5(R) et Q = P~'MP. Montrer I’équivalence :

MeR <= Q®>=1I3+N.

c. Soit Q € M3(R). Démontrer que si Q* = I5 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
d. En déduire, a I’aide de la question 5.c., les matrices Q € M3(R) telles que Q? = I3 + N.
e. Conclure en déterminant I’ensemble .
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