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Espaces vectoriels l

I. SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice ILI.1 - (Sous-espaces vectoriels) [Correcrion p. 8]
Parmi les sous-ensembles E; de E ci-dessous dire lesquels sont des sous-espaces vectoriels.
1. E=R"

a. B, ={(z,y,2,t) eE/z =1}. c. Es={(z,y,2,t) eE/y=2=1t=0}.
b. Ey ={(z,y,2,t) € E/x =0}. d. By, ={(z,y,2,t) € E/x # y}.

2. E espace vectoriel de dimension finie tel que E C F (R, R).

a. E; ={f € E/ f dérivable }. c. E5 ={f € E/ f discontinue }.
b. E, = {f € E/ f continue }. d. E, ={f € E/ f croissante }.

a. E1:{<Z z)GE/(a,b)E[RZ}.

b. E;, ={A€E/AB=BA, Be M,R)}.
c. Bs={A€E/A?*=A}.
4. Soit E = Ry[z].
a. E, ={PeE/P(0) =0}
b. E, ={P € E/ deg(P) > 3}.

Exercice I1.2 — (Pas des sous-espaces vectoriels!)
Dans chaque cas, F n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Justifier pourquoi.
. E=R*etF ={(z,y) eR*/z+y=1}

2. E =M, (R)etF = { (;) € My (R)/y = $2}

1 1 1 1
1 0 -1 -2

4. E=M,(R)etF ={M e M,(R)/M? =0,}

Exercice I1.3 — (L’ensemble des matrices symétriques) [Correction p.9]

Soit §, I’ensemble des matrices symétriques sous-ensemble de 1’espace vectoriel M 5(R).

1. Rappeler la définition d’une matrice symétrique et donner la forme générale des éléments de S.
2. Montrer que S, est un sous-espace vectoriel de M5 (R).

Exercice I1.4 — (Combinaisons linéaires, colinéarité) [Correcrion P. 9]
1. Dans R?,
a. (3,7) est-il combinaison linéaire de (1,1) et (2,3)?
b. (1,1) est-il combinaison linéaire de (2,1) et (3,1)?
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c. (1,1) est-il combinaison linéaire de (2,

1), (3,1) et (2, 4)9

2. Dans R3, (2,4, 2) est-il combinaison linéaire de (2, 1,2), (1,1, 2) ,1,1)?

1,1)
L))

Dans 7 (R, R), les fonctions = — €% et x > e” sont-elles colinéaires ? Les fonctions = — 3% et
x > 3% sont-elles colinéaires ?

t (0
3. Dans M, (R), la matrice ( L ) est-elle combinaison linéaire de (

31
Dans Rs[x], donner deux vecteurs colinéaires ?
Dans M 5(R), donner deux vecteurs colinéaires ?

A

7. Dans RN, donner deux vecteurs colinéaires.

Exercice IL.5 — (Familles libres, familles génératrices, bases) [Correction p. 12]

Parmi les familles de vecteurs de E ci-dessous dire lesquelles sont libres, génératrices ou forment une base.

1. Dans E = R3.

a. E; = ((1,0,1),(—1,1,2),(—2,1,2)). c. B3 =((1,0,1),(2,0,3)).

b. E; = ((1,0,1),(—1,1,2),(0,1,3)) d. B, =((1,0,1),(2,0,3),(—1,1,1),(0,0,1)).
2. E = Ry[z].

a. E; = (1,X — 21, (X — 21)?).

b. E, = (31,X2,—X3,X).

3. E estun espace vectoriel de dimension 5 avec E C F (R, R). On suppose que E; et E, sont des familles
d’éléments de E et By = (fy, fa, f3, f4) o0, Vi € [1;4], f; est la fonction définie par f;(z) = €™

Exercice I1.6 — (Sous-espaces vectoriels engendrés, base et dimension) [CorrecTion p. 17]

1. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R? puis donner leur dimension :
a. A = Vect((1,2),(—3,—6)).
b. B = Vect((1,2),(3,4),(5,6)).
2. Déterminer une base de A = Vect((1,3,—3), (4,2
Quelle est alors la dimension de A ?

,—3),(—1,7,6)) sous-espace vectoriel de R®.

3. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R* puis donner leur dimension :
a. A =Vect((1,2,-3,4),(2,4,-5,1),(—2,—1,2,0),(3,0,—1,—4)).
b. B={(z,y,2,t) ER Jz =2y —2,t =z +y + 2}.
4. Déterminer une base du sous-espace vectoriel Vect (X — 1, (X — 1)?) de Rs[x] puis donner sa dimen-

sion.

5. On suppose que la famille < <<1> ) , <<1> ) ) appartienne a un espace vectoriel de dimen-
neN neN

2 3
sion finie E,E ¢ R,
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Déterminer une base du sous-espace vectoriel Vect <<<l> ) , <(é) ) ) de E puis donner
neN neN

sa dimension.

EXercice II.7 I

Dans chaque cas, démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base et préciser sa dimension.

1.F:{(i),xe[}?}

0

2.F:{( y ),(m,y)eﬂ?z}
r+y

3.F={(z,y) €R? /2 =y}

1 1 1
4. F:{XEMg’l([R)/AX:O&l},OﬁA: ( 1 0 —1 )
0o —1 -2

0 1 -1
5.F:{XeM?),l(R)/AX:X},ouA:(—1 0 1 )
—1 -1 2

6. F={(z,y,2,t) ER*/Jz+y+2+t=0}

a+b b b
7. F = 0 a—b b ,(a,b)E[R2
0 0 a

Exercice I1.8 — (Rang d’une famille de vecteurs) [Correcrion p. 19]

Calculer le rang des familles de vecteurs de R* ci-dessous.
1. A=((1,2,-4,3),(2,5,—3,4),(6,17,—7,10), (1, 3, -3, 2)).
2. B=((1,2,6,-1),(3,6,5,—6),(2,4,—1,—2)).

Exercice I1.9 — (Base d’une intersection de sous-espaces vectoriels) [Correction p. 20]
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R? définis par :
F={(z,y,2) ER*/z—y—2=0} et G={(z,y,2) €eR®/2x+y+2=0}.
Déterminer une base de F N G.

Exercice I1.10 — (EV de fonctions polynomiales)

Notons E = {P € Ry[z| /Vz € R,P(z) — 2P’(z) = 0}.
Justifier que E est un espace vectoriel et en déterminer une base ainsi que la dimension.

=

Exercice II.11 — (Recherche de bases) [Correction p. 20] z
1. On considere les quatre fonctions polynomiales définies sur R par : %
=

7

Po(a) = (z— 1)(z — 2)(z — 3) Py(a) = oz — 1)(z —3) <
P,(z) = 2(z — 2)(z — 3) Py(z) = 2(z — 1)(z — 2). g
~

[

=

)

)

Démontrer que la famille (P, P;, Py, P3) est une base de Ry[x].
2. On considere les cinq fonctions définies sur R™* par :

'
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fi(z) = In(x) falz) = e” folz) = i.

On suppose que ces fonctions appartiennent & un espace vectoriel EE de dimension 6 telle que
EC 7 (R R).

a. La famille (fy, fs, f3, f4, f5) est-elle une famille libre de E ?

b. Déterminer une base de Vect (f1, fo, f3, fa, [5)-

3. On note E I’ensemble des suites réelles u = (u,,),,c), telles que : Vn € N, u,, 5 = 5ty — 6uy,.

On note a et b les éléments de E tels que : ay = 1, a; = 0etby = 0, b; = 1. Enfin, on note r = (2")
ets = (3")

a. Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2 dont (7, s) est une base.

neN
neN*

b. Montrer que (a, b) est une base de E.

Exercice I1.12 — (Coordonnées dans une base) [Correction p. 22]
1. Dans R*, onnote a = (1,2,3,4),b = (0,1,1,1),c = (1,1,0,2),d = (1,1, 2,0).
a. Vérifier que B = (a, b, c, d) est une base de R*.
b. On pose z = (1,1, 1, 1). Déterminer les coordonnées de z dans 5.

2 v ansmanposen= ((10).(12).(12).(12))

a. Montrer que B est une base de M 5(R).

b. Donner les coordonnées de la matrice ( g i ) dans la base B.

c. Donner les coordonnées de la matrice ( g j ) dans la base canonique de M ,(R).

3. Onpose F = (X —1)(X+1),(X+1)(X—21),(X—1)(X—21)).
a. Montrer que F est une famille libre de Ry[z].
b. En déduire que c’est une base de R, [z].

c. Donner les coordonnées de X dans cette base.

Exercice I1.13 - (Cas d’égalité de deux sous-espaces vectoriels a partir des dimensions) [CorrecTion p. 24]

Dans R3, on note @ = (1,1,3), b = (1,0,2), ¢ = (2,1,5), d = (3,2,8), ainsi que E; = Vect(a,b) et
E, = Vect (¢, d).

1. Déterminer dim (E,) et dim (E,).
2. Vérifier que (¢, d) € (E;)°.
3. En déduire que E; = E,.

Exercice I1.14 — (Base d’un sous-espace vectoriel de M 5(R)) [CorrecTiON p. 24]

A tout couple (a, b) de deux réels, on associe la matrice M(a, b) définie par :

a+2b —b  —2b
M(a,b) = 26 a—b —4b .

—b b a+3b
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On désigne par E I’ensemble des matrices M(a, b) ot a et b décrivent R i.e. E = {M(a,b) / (a,b) € R?}.

2 -1 -2
On note I la matrice identité M(1,0) et A la matrice ( 2 -1 —4 ) .
-1 1 3

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M 5(R).
2. Donner une base de E ainsi que sa dimension.

II. POUR S’ENTRAINER

Exercice II.15 — (Bases particulieres de R, [z])
1. Soit (P;),, une famille de polyndmes tels que deg (P;) =14, Vi € N.

Démontrer que, V1 € N*, (P;);c[o.,, est une base de R, [z].

2. Soient n € N*, (a,b) € R? tel que a # b. Onnote, Vi € [0;n], P, = (X — al)}(X — b1)"*

Montrer que la famille (P;),f.,,] est une base de R, [z].
3. Soitn € N et soient a, ..., a,n + 1 réels distincts deux a deux.

Pour tout i € [0;n], on appelle i-eme polyndme d’interpolation (ou interpolateur) de Lagrange associé
aux réels ay, ... , a,, le polyndome
X—a;
Li — H J .
. a; — a;
jefon] i @i
J#i

a. Donner le degré de L, pour i € [0;n].
b. Montrer que :

Vie[l;n], L, (a) = { é :iz ; Z = ;1 (Symbole de Kronecker).

c. Montrer que la famille (L;);cpo.,,] est une base de R,,[x].

d. Montrer que pour tout P € R, Z P (a

Exercice I1.16 — (Matrices symétriques et antisymétriques)

Soient n € [2; 4o00[ ainsi que les ensembles :

— 8,(R)={M € M,,(R) /*M = M} : I’ensemble des matrices carrées de taille n symétriques
— A, (R) ={M € M, (R) /"M = —M} : I’ensemble des matrices carrées de taille n antisymétriques

1. Montrer que S,,(R) et A,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M ,,(R) et en donner une base de
chaque ainsi que la dimension.

2. Montrer que :
vYMe M, (R),3N(S,A) €S, (R) x A,(R) /M =S+ A.

Exercice I1.17 — (Base d’un sous-espace vectoriel particulier de )/ 5(R))

Soité’—{M—( ) € M4(R /Zm“O}
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1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de M 5(R).
2. Donner une base de & ainsi que sa dimension.

Exercice I1.18 — ((x) Centre d’une partie de ) ,,(R))
Soitn € N*.

Pour toute partie £ de M ,,(R), on appelle commutant de & la partie C(E) de M ,,(R) formée des matrices qui
commutent avec toute matrice de &, i.e. C(&) = {A € M, (R)/VM € & AM = MA}.

1. Vérifier que, pour toute partie £ de M ,(R), C(&) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
2. Démontrer C (M ,(R)) = RL, ou RI,, = {al,,,a € R}.

On pourra utiliser les matrices élémentaires E; ; de la base canonique de M, (R).

Exercice II‘19 I

Soient J = ( 01

Lo ) et F = {M € M,(R) /IMJ = M}.

Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M5 (R) et en déterminer une base.

III. CoNCcOURS

Exercice I1.20 — (Classique!) m—

1 -1 0
On consideére la matrice A = 0 2 1 1.
-1 -1 3

1. Calculer (A — 2I;)? puis en déduire que (A — 2I5)° = 0.
2. Montrer que I'ensemble E, = {X € M3 ;(R) / AX = 2X} est un espace vectoriel. En déterminer une
base et la dimension.

—1 1
3. Posons U = 1 etV = 0 1.
0 1

a. Vérifier que AV € Vect (U, V).
b. Résoudre I’équation AX = 2X + V, d’inconnue X € M3 ;(R).

-1
c. Posons W = ( 0 ) . Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 1)(R).
0
-1 1 -1
4. Considérons P = 10 0 .
0 1 0

a. Justifier que P est inversible et déterminer P~
b. Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP~! et vérifier que T = 2b; + N, ou

010
N=| 00 1]
0 00

5. On considére ’ensemble € = {M € M3(R) / AM = MA}.

a. Montrer que I’ensemble € est un espace vectoriel.
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b. Soient M € M5(R) et Q = P~*MP. Montrer 1’équivalence :
Me € < NQ=QN.

c. Démontrer que {Q € M3(R) /NQ = QN} = Vect (I3, N,N?).
d. Déterminer alors une base de € ainsi que sa dimension.
6. On considere I’ensemble X = {M € M4(R) /M? + 13 = A}.

a. L’ensemble R est-il un espace vectoriel ?

b. Soient M € M3(R) et Q = P~!MP. Montrer I’équivalence :

MeER <= Q*=1;+N.
c. Soit Q € M5(R). Démontrer que si Q? = I; + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
d. En déduire, a 1’aide de la question 5.c., les matrices Q € M 5(R) telles que Q? = I3 + N.

e. Conclure en déterminant I’ensemble X.
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1 Rappel _____
Og = Ospgp est la
fonction  nulle  définie
sur R ie Ve € R,
Ozr®p(x)=0.

il Rappel _____
Op = Opryw) = 0o est la

matrice nulle carrée d'ordre
2

B (CORRIGES ®

Correction de ’exercice II.1 : [Enonci]

1.

o

Ogs = (0,0,0,0) ¢ E; donc E; n’est pas un sous-espace vectoriel de R*.
Ey ={(z,y,2,t) e E/z =0}

={(0,y,2,t) €E/(y,2,t) € R?}

= {y(O, 1,0,0) + 2(0,0,1,0) +(0,0,0,1) / (y, z,t) € [R?’}

= Vect ((0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

Par définition du sous-espace vectoriel engendré, E, est, en particulier, un sous-espace
vectoriel de R%.

c. BEs={(z,y,2,t) eE/y=2=t=0} ={(2,0,0,0) € E/z € R} Donc, E; est un
= {(z,0,0,0) e E/x € R} = {x(1,0,0,0) /z € R}
Vect ((1,0,0,0)).
sous-espace vectoriel de R?.
d. Ogs = (0,0,0,0) ¢ E, donc E4 n'est pas un sous-espace vectoriel de R*.
— Par définition tout élément de E; est élément de E i.e. E; C E.
— La fonction nulle est dérivable sur R soit 0y € E; i.e. E; C E.
— Soient A e Ret (f,g) € (El)z, montrons que Af + g € E;.
On sait que si f est dérivable sur R alors par produit par un réel, Af est dérivable
sur R.
De plus, la somme de deux fonctions dérivables sur R est une fonction dérivable sur
R, d'ou Af + g est une fonction dérivable sur R i.e. Af + g € E;.
En conclusion, E; est bien un sous-espace vectoriel de E.
b. On reprend la démonstration ci-dessus en remplacant « dérivable » par « continue ».
c. La fonction nulle n'est pas discontinue donc 07z = Op & E3 et Eg n'est pas un
sous-espace vectoriel de E.
d. Pour toute fonction strictement croissante, (—1) f ne l'est pas donc E, n'est pas stable
par la loi externe i.e. E, n'est pas un sous-espace vectoriel de E.
_ a b 2
a. El_{< b o ) cE/(a,b) €R }
_ a 0 0 b 2
{6 2)(0 a)rene)
10 0 1
z{a( 0 1 >+b< 10 ) /(a,b)€R2}
10 0 1
e ((07)(V0)
Donc E; est un sous-espace vectoriel de M, (R).
b.

— Par définition, tout élément de E, est une matrice carrée d'ordre 2 donc élément
de E ie. E; CE.

—_— VB S Mz(IR), 02B = 02 = B02 soit 02 S E2 et E2 7é @

— Soient A € R, B € M,(R) et (M,N) € (E,)°. Montrons que AM + N € E,
ie. (AM + N)B =B(AM + N),B € M5(R).

— Comme M4(R) est un espace vectoriel, \M + N € M4 (R). 9
— Par définition de E;, MB = BM et NB = BN. =
~

Ainsi (AM 4+ N)B = AMB + NB = ABM + BN = B(AM + N) apres dévelop- a
pement puis factorisation par B a gauche. =h

On a bien montré que AM + N € E,.
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10 Rappel _____
Oh = O]“/S zl — 0[‘1‘ est
la fonction polyndme nulle
définie sur R j.e. Vax € R,

Og () = 0.

x /

___ 38 Méthode ____
La méthode est sensible-

ment toujours la méme : on
suppose |'existence de sca-
laires satisfaisant la combi-
naison linéaire puis on véri-
fie la validité de cette hypo-
theése.

E, est bien un sous-espace vectoriel de E.
c. Soit I la matrice identité de M, (R).

Un simple calcul montre que (21)% = 41 # (2I) et 21 ¢ E; i.e. E5 n'est pas stable pour
la loi de composition externe.

En conclusion, E3 n'est pas un sous-espace vectoriel de E.

a.
— Par définition, tout élément de E; est un polynéme de degré inférieur ou égal a 5
donc élément de E ji.e. E; C E.
— O[R[gc](0> = 0 soit O[RM €k, ie E| £ 0.
— Soient A € Ret (P,Q) € (E;)°, montrons que AP + Q € E; i.e. (AP + Q)(0) = 0.
P € E; équivaut a P(0) = 0 et Q € E; équivaut a Q(0) = 0 donc
(AP +Q)(0) = (AP)(0) + Q(0) = AP(0) + Q(0) = A(0) + 0 =0 et A\P + Q € E;.
En conclusion, E; est bien un sous-espace vectoriel de E.
b. deg (O[R[I]) = —o0 donc O, = Og ¢ E, donc E3 n'est pas un sous-espace vectoriel de
E.

Correction de ’exercice I1.3 : [EnoncE]

- {MeMz(U?)/H(f'?vyvz)eRg’M < - )}

z oy
:{(j ;),(x,y,z)e[R?’}.

2. D'apres la question précédente :

X z
52:{(2 y>a(x,y,z>€[Rg
B Loy, (01
Lo o 110
(300

Donc, &, est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Autre méthode générale pour M (R) :
— Tout élément de S, est une matrice carrée d'ordre n donc élément de M, (R)
ie. 85 C M,(R).
— La matrice nulle vérifie *0,, = 0,, soit 0,, € 8, i.e. 85 #+ @.
— Soient A € R et (M,N) € S2, montrons que AM + N € 8, i.e. {(AM + N) = (AM + N).
Par linéarité de la transposée, ‘(AM + N) = *(AM) + N = A (*M) + ‘N = AM + N,

On a bien montré que \M + N € §,.

En conclusion, §, est bien un sous-espace vectoriel de E.

Correction de ’exercice I1.4 : [Enonci]

1.

a. Supposons qu'il existe un couple (a,b) € R? tel que (3,7) = a(1,1) + b(2,3).

Alors,

(3,7) =a(l,1) + b(2,3) < (3,7) = (a,a) + (2b,3b) = (a + 2b,a + 3b).

F. PUCCI
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Or, deux couples sont égaux si et seulement si leurs composantes sont égales,

a+2b=3 — a+2b=3
a+3b=7 L L,bL, | b=14

e { =5
b=4.

On peut donc dire que (3,7) est bien combinaison linéaire de (1,1) et (2,3) :
(3’ 7) = (75) : (17 1) +4- (273)

b. Mé&me chose. Supposons qu'il existe un couple (a,b) tel que : (1,1) = a(2,1) + b(3,1).

(1,1) =a(2,1) +b(3,1) <= (1,1) = (2a,a) + (3b,b)
< (1,1) = (2a +3b,a +b)
(:){2(1—1-31):1 PN {2a+3b:1
a+b= Ly« 2Ly—L —b=1
— { 2a =14 — { a=2
b=-1 b=-1

On peut donc dire que (1, 1) est bien combinaison linéaire de (2,1) et (3,1) :
c. Supposons qu'il existe un triplet (a,b,¢) tel que :

(1,1) =a(2,1) +b(3,1) + ¢(2,4) <= (1,1) = (2a,a) + (3b,b) + (2¢, 4c)
<= (1,1)=(2a+3b+2c,a+b+4c)

2a +3b+2c=1 a+b+4c=1
<~

a+ b+4C:1 Ly+L;—2L, b—GC:—l
Li+L,y

a +10c =2 a=2-—10¢
<~ <~
Li<L;—Ly b— 6c=-1 b=—1+ 6¢.
Ici, on a le choix des valeurs de a et b en fonction de celles de c.

On a donc une infinité de facon d'exprimer (1,1) comme combinaison linéaire de la
famille ((2,1),(3,1),(2,4)).

Par exemple,

—sic=1lalorsa=-8,b=5e (1,1)= (-8)-(2,1) + 5-(3,1) + 1-(2,4).

—-sic=0alorsa=2b=—-1let (1,1)=  2-(2,1) + (=1)-(3,1).
1 1 1 1
—sic= - al =0, b=2et (1,1)= Z.(3,1 = . (2,4).
sic=alorsa s e (1,1) 5( ) + 5( )
1 1 1 1
—sic=-alorsa==b=0et (1,1)= =-(2,1 2. (2,4).
sic=galosa=g et (1,1) 3() —1—6()
|
®!
o
~
~
e
Q
=
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2. Supposons qu'il existe un triplet (a,b, ¢) tel que :

(2,4,2) = a(2,1,2) + b(1,1,2) + ¢(0,1,1) <> (2,4,2) = (2a+b,a+b+ ¢,2a+ 2b+ ¢)

2a+ b =2 at+ b+c=4
= a+ b+ec=4 < <2a+ b =2
Lo+Ly
2a+2b+c=2 2a +2b+c=2
at+b+c=4 c=26
<~ 2a +b =2 <~ a =4
Ly<Ljy—L, Lo« Lo—Lg
a+ b = -2 Li<L;—Lg a+ b = -2
a=4
<~ <b=-6
c=6.

On peut donc dire que (2,4,2) est bien combinaison linéaire de la famille
((2,1,2),(1,1,2),(0,1,1)) :

(2,4,2) = 4(2,1,2) + (—6)(1,1,2) + 6(0, 1, 1).
3. Supposons qu'il existe un couple (a,b) tel que :

(o)== Gv)e(ia) = 2)=(au)+(00)
=(31)-(.%0)

Or, deux matrices sont égales si et seulement si leurs coefficients sont égaux,

— N

a =1
b=2 a=1
=
a+b=3 b=2.
a =1
. 1 2 . . 1 0 0 1
On peut donc dire que(3 1>est bien combinaison ||nea|rede(1 1>et<1 0)

1 2 1 0 0 1

(o 7) - d ) (00)

4. Dans Rs[z], les deux vecteurs P = 14+2X—3X?—eX3 et Q = (—2)-P
sont colinéaires.

= —21—4X+6X2+42eX3

2 -1 4
(o 13)
V2 0 o«

5. Dans M3(R), méme choses, les deux vecteurs M

2In(2) —In(2) 4In(2)
etN=1In(2)-M = ( 0 In(2) 3In(2) ) sont colinéaires.
V2In(2) 0 7In(2)
6. — Supposons que les fonctions f; : x > €% et f, : 2 — € soient colinéaires. Il existerait

alorsun A€ R tel que fy = \- f i.e. Vo € R, €2 = \e®.

Or, comme Vz € R, €* # 0, on aurait A = e” ce qui n'est pas possible car A\, copmme
toute constante est.. constante (indépendante de x).

Les fonctions f; et fy ne peuvent étre colinéaires. 9

— |l est assez clair que Vz € R, 37! = 3 x 32. ;
e

Les fonctions f; : @ — 3% et f, : & > 3271 = 3 x 3 sont colinéaires. g

N

7. Dans RY, les deux suites réelles u = (5 + €n2>new etv=—vV3-u= (—5\/5— \/§e”2>
sont colinéaires.

neN
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Correction de I’exercice IL.5 : [EnoncE]
¢ Méthode ____

Tant que I'on connait les di-
minsmns, montrer la liberté 1. Dans E = R? de dimension 3.
su

fit.
a. Libre : Soit (a,b,c) € R? tel que

a(1,0,1) + b(—1,1,2) + ¢(—2,1,2) = (0,0,0)
<= (a—b—2¢,b+c,a+2b+2c)=(0,0,0)

a— b—2c=0
— b+ ¢c=0
a+2b+2c=0
a —c=0
L1<—<L:1>+L2 b+c=0
Ly«Ly;—2L, (a =0
=0
= {b=0
c=0.

Ainsi la famille E; est une famille libre.

Base : Comme E; est une famille libre de cardinal 3 qui est la dimension de I'espace
vectoriel E = R3, elle en forme une base.

Génératrice : La famille E; est une base de E donc elle en est génératrice.
b. Libre: Méme chose, : soit (a,b,c) € R? tel que

a(1,0,1) + b(—1,1,2) + ¢(0,1,3) = (0,0,0) <> (a—b,b+c,a+2b+ 3c) = (0,0,0)

a— b =0
— b+ ¢=0
a+2b+3c=0
a =b
<~ b = —c
Ly<Ly—L;—3Ly
0= 0

<~ a=b=—c.

Il est donc possible d'obtenir une combinaison linéaire nulle de (1,0,1), b(—1,1,2)
et (0,1,3) sans que toutes les coordonnées a, b, ¢ soient toutes nulles.

Le triplet (1,1,—1) convient par exemple. C'est la définition d’une famille liée.

Ainsi la famille E, n’est pas une famille libre.
Génératrice : Dans un espace de dimension 3, elle ne peut donc étre génératrice sinon
elle en formerait une base et serait, par conséquent, libre.

Si I'on veut étre plus explicite, comme

on peut, par exemple, écrire que (0,1,3) = (1,0,1) + (—1,1,2) puis :

1 -1 0 1 -1
Vect (E4) = Vect ol,1 11,]1 = Vect 0], !
1 2 3 1 2 ®
o
1 —1 z
D4 R . . oy
Les vecteurs | 0 | et 1 n'étant pas colinéaires, ils sont libres et forment donc o)
=N
1 2

une base de Vect (E5) qui est alors de dimension 2.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Base : Bien siir, n'étant ni génératrice, ni libre, la famille E, n’est, a fortiori, pas une
base de E.

c. Libre: On dispose de deux vecteurs, par conséquent la famille E5 = ((1,0,1), (2,0, 3))

est libre si et seulement si les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. |l est clair que

les coordonnées de (1,0,1) et (2,0, 3) ne sont pas proportionnelles car % + % donc
la famille E5 est libre.
3¢ Méthode Génératrice : Comme R3 est de dimension 3 et que la famille E; est composée de

Exit d'office toutes les seulement 2 vecteurs, elle ne peut étre génératrice.

familles dont le cardinal .. ~ . S,
. S . Plus explicite, le vecteur (0,1,0) ne peut étre obtenue comme combinaison linéaire
est strictement inférieur a

dim (E). de (1,0,1) et (2,0, 3).
Base : La famille E5 n'est pas une famille génératrice donc elle ne forme pas une base
de I'espace vectoriel E = R3.

3¢ Méthode d. Libre : La famille E4, formée de 4 vecteurs, ne peut pas étre une famille libre car |'espace
Exit aussi toutes les familles vectoriel R? étant de dimension 3 alors toute famille libre posséde au plus 3 vecteurs.
dont le cardinal est stricte- Génératrice : On revient a la définition : soit u(z,y,2) € E un vecteur quelconque.
ment supérieur a dim (E). Peut-on trouver (au moins) un quadruplet (a,b,c,d) € R* tel que :
1 2 —1 0 x a+2b—c
u=a|l0|+b|0]+c|] 1 |+d]|0]|] <= |¥Y]|= c
1 3 1 1 z a+3b+c+d
a+2b—c =z a+2b =z+4vy
<~ = <= =
¢ Y Lg+L3-L4 ¢ Y
a+3b+c+d==z2 b +d=—xr—2y+z
a=—-2b+x+y
b=5b
—
c= Y

d=-b —x—2y+=z

Ce systéme admet une infinité de quadruplets solutions et, en particulier, pour b = 0,
(r+y,0,y,—x — 2y + 2) convient. La famille E, est génératrice de E.

1 0 0
Autre méthode : Sachant que E = Vect Of,{11],1]0 , on peut essayer,
0 0 1
a I'aide d'opérations d'élémentaires et de I'algorithme de Gauss, de montrer que
Vect (Ey) = E :
1 2 —1 0
Vect (E,) = Vect ol,10,] 11,10
1 3 1 1
2 1 0
Or, 0| =210]|+1]0], onleretire :
3 1 1
1 -1
= Vect o], 11,10 |
1 1 ®
o
~
~
e
Q
=
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0 1
On peut retrancher | 0 | a | 0 | sans changer 'espace engendré :
1 1
1 —1
= Vect of,1 11,10
0 1
1 0 —1
Méme chose en ajoutant | O | et retranchant [0 ]| a | 1
0 1 1
1 0
= Vect of,111,
0 0 1

=E.

La famille E, est bien génératrice de E.

Base : La famille E; n'est pas une famille libre donc elle ne forme pas une base de
I'espace vectoriel E = R3.

2. Dans E = Rs[z] de dimension 4.
a. Libre: E; = (1,X — 21, (X —21)?) = (1,21 + X, 41 — 4X + X?).

Soit (a, b, c) € R? tel que
al 4 b(—21 + X) + (41 — 4X 4 X?) = O,
= (a—2b+4c)1 + (b — 4¢)X + cX? = O, [y

Deux polynémes étant égaux si, et seulement si ils ont les mémes coefficients, on

en déduit :
a—2b+4c=0 a=0
= b—4c=0 < <b=0
c=0 c=0.

Ainsi, la famille E; est une famille libre de R3[x].

Génératrice : La famille E; ne posséde que 3 vecteurs donc elle ne peut étre génératrice
d'un espace de dimension 4.

Base : Non génératrice de E, la famille E; ne peut en former une base.
b. Libre : Soit (a,b,c,d) € R* tel que
a(31) + bX? + ¢ (—X3) +dX = 0[R3[z] = 3a+dX +bX% - X3 = O[RS[JL’]
< a=b=c=d=0.

Ainsi, la famille E, est une famille libre de R3[x].

Famille libre de 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, on peut déja conclure au
caractére générateur et a la base mais faisons comme si nous ne |'avions pas vu :

Génératrice : A I'aide d'opérations élémentaires, on obtient successivement :

Vect (E;) = Vect (31, X2, —X3,X)
= Vect (1, X, X%, X3) (on supprime les multiples)

a

= Ry[x]. (en reconnaissant la base canonique de Rs|x] g

~

La famille E, est donc une famille génératrice de Rs[z]. A
Base : La famille E, est une famille libre et génératrice donc elle forme une base de N

I'espace vectoriel Rg[x].

F. PUCCI
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I Rappel

— Tout polynéme non nul
de degré n admet au
plus n racines.

— Un polynéme qui admet
un nombre de racines
supérieur a son degré
est égal au polynéme

3. On rappelle que O, = 0 ) est la fonction nulle définie sur R i.e. Vo € R, 057 (z) = 0.

Libre : Soit (a,b,c,d) € R* tel que

afy +bfotcefs +dfs = 07rp)
<= Vr eR, afi(x) +bfo(x) + cfs(x) + dfs(z) = 07 R k) (T)
= VYV eR, ae® + be*® + ce®® + de*™* =0

On pourrait faire le choix de 4 valeurs différentes de z afin d'obtenir 4 équations mais

on va faire mieux avec les limites :

< Va2 R, a+be® + ce®® +de* =0 (en divisant par e* # 0)

Comme lim e* = lim €** = lim e3* =0,
T——00 T——00 Tr——00

= q=0 et V2 €R, be® + ce?* +de3* = 0.
On recommence :

< a=0 et Yz €R, b+ ce® +de?® =0.
En repassant a la limite,

= a=b=0 et Vo R, ce® + de?* = 0.
Encore une fois :

<~ a=b=0et VzeER, c+de® =0

< a=b=c=0 et VxR, de* =0.
On divise une derniére fois par e* # 0 :

= a=b=c=d=0.

La famille E; = (f1, fa, f3, f4) est donc une famille libre de E
Autre méthode : En posant P le polynéme de R,[z] défini par P = aX+bX2+cX3+dX*,
on a I'équivalence :

Va €R, ae® + be*® + ce3® +de'® =0 <= VxR, P(e?) =0.

Le polynéme P a donc une infinité de racines pour toutes les valeurs de x € R, c'est le
polynéme nul i.e. a = b = c¢ =d = 0 et on retrouve le méme résultat.
Génératrice : E est un espace vectoriel de dimension 5 et E; est composée de 4 vecteurs, par

nul. conséquent cette derniére ne peut constituer une famille génératrice.
Base : La famille E; est libre et non génératrice donc elle ne forme pas une base de |'espace
vectoriel E.
4. Dans E = M, (R) de dimension 2 x 2 = 4.
a. Libre : Soit (a,b,c) € R? tel que
a10+b01+001—00
0 0 1 0 0 0/) \L0oO
; a =0
a b+c 0 0
<:><b 0)—<00)<:> b+c
b =0
= a=b=c=
Ainsi, la famille E; est une famille libre de M5 (R).
Génératrice : M, (R) est un espace vectoriel de dimension 4 et E; est composée de 3
vecteurs donc ce n'est pas une famille génératrice.
Base : La famille E; n’est pas une famille génératrice donc elle ne forme pas une base
de I'espace vectoriel M5 (R).
F. PUCCI
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b. Libre: Soit (a,b,c,d) € R* tel que
1 0 11 0 O
a<0 0>+b<1 1>+c<0 1>+d(

10
11

a+b+d b (00
‘:’< b+d b—c+d>_<0 o)

a+b +d=0

b =0

<~ <~ a=b=c=d=
b +d=0
b—c+d=0

Ainsi, la famille E5 est une famille libre de M5 (R).

Base : Famille libre de 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, la famille E, en forme
une base.

Génératrice : Comme la famille E, est une base, elle est, en particulier, génératrice de
E.

Autre méthode : On reconstruit E 3 partir de Vect (E,). A I'aide d’opérations

élémentaires, on a :

1 0 11 0 0 10
v =vee (g 5 ) (11) (o 5 )o(1 1))
0 0 0 1
0 Vo0 1 /)°\ 1

1 1
0 0

e ([ YO 01 0 0 0

Mo tia—thy—tig 00)'Lloo)\o1)\1

= M,(R).

= O

)

O O . .

La famille E, est donc une famille génératrice de M, (R).

c. Libre: La famille E5, composée de 5 vecteurs, n'est pas une famille libre de M ,(R),
de dimension 4 .

Génératrice : Le plus rapide avec nos moyens :

10 ~1 0 0 1 0 0 2

et = (g V)30 5 ) (00 ) (5 60) (4
10

wrt s Ve“((o 1>’

Ug—Ug—2U1—U3F Uy

v (o ) (V)

La famille E5 ne peut engendrer un espace de dimension 4 mais au plus 3 donc
ce n'est donc pas une famille génératrice de M ,(R).

Base : La famille E5 n’est ni libre ni génératrice donc elle ne peut constituer une base
de I'espace vectoriel My(R).

11 1\’ 31 1
5. Apres calcul, A? = 1 0 0 = 1 1 1 1.
1 0 0 1 1 1

Libre : La famille E; est composée de 2 vecteurs non colinéaires car leurs coefficients ne sont
pas proportionnels. C'est donc une famille libre.

Génératrice : Dans un espace de dimension 3 x 3 =9, la famille E; de cardinal 2 ne saurait g
en former une famille génératrice. =
Base : La famille E; est libre mais non génératrice donc elle ne peut constituer une base de o)
=N

I'espace vectoriel M 3(R).

F. PUCCI
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Correction de I’exercice IL.6 : [ExoncE]
1. a. Comme (—3,—6)) = —3-(1,2), A = Vect((1,2), (—3,—6)) = Vect ((1,2)).

Le vecteur (1,2) étant non nul, il est libre. Générateur, par définition de A, il en forme
une base et dim (A) = 1.

b. Comme (5,6) =2-(3,4) — (1,2), B = Vect((1,2), (3,4), (5,6)) = Vect ((1,2), (3,4)).

Les deux vecteurs (1,2 et (3,4) ne sont pas colinéaires donc ils sont libres et générateurs,
par définition, de B.
Donc dim (B) = 2.

2. Déterminons tout d'abord la liberté de la famille (1,3,-3),(4,2,—3),(—1,7,6) :

Soit (a,b,c) € R? tel que
a+4b— ¢c=0

a(1,3,-3) +b(4,2,-3) + ¢(—1,7,6) = (0,0,0) < 3a+2b+7¢c=0
—3a—3b+6c=0

a+ 4b— ¢=0 a+4b—c=0

L <L:>3L — 106+ 10c=0 = — b4+c=0
«—Ly— L

PR 9+ 3c=0 T 3b4+c=0
LsegLs

a+4b— ¢c=0 (a=0
— b+ c= b=0

Ly« Lg+3L
3 3 3 2
4C— CcC = ().

La famille (1,3,-3),(4,2,—3),(—1,7,6) est donc libre.

© Remarque Génératrice, par définition, de A, elle en forme une base et dim (A) = 3.
Comme A C R? et 3. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R* puis donner leur dimension :
: N — A (3
ilm—(ﬂé‘) = dim (R*), on a a. Méme raisonnement que précédemment : soit (a,b,c,d) € R* tel que
a(1,2,-3,4) +b(2,4,—5,1) + ¢(—2,—1,2,0) + d(3,0,—1,—4) = (0,0,0,0)
a+2b—2c+3d=0
2a+4b— ¢ =0
—3a—5b+2c— d=0
da+ D —4d=0
—8a — 13b + 4c =0 3b =0
2a+ 4b— ¢ =0 2a+ 4b— ¢ =
<~ <~
Li«Li+3Ls | —3a— 5b+2c—d =0 Li«Li+4Ly; | —3a— 5b+2c—d =0
Ly¢Ly—4L, L+L,—8L,
16a 4 21b — 8¢ =0 —11b =
b =0 b =0
= 2a — c =0 = 2a —c =0
L3Lg+2L,
—3a +2c—d=0 a —d=0
a=a
=0
<~
c=2a
=aq I
Le systeme admet une infinité de solutions paramétrées par a. En particulier, pour a = 1, 9
il existe un quadruplet (1,0,2,1) de R* non nul tel que : ;
o
1-(1,2,-3,4)4+0-(2,4,—5,1)+2-(—2,—1,2,0)+1-(3,0,—1,—4) = (0,0, 0,0). (II.2) g\
La famille est liée.
F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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De plus, d'apres (IL.2), (3,0,—1,—4) = —1,2,-3,4) — 2(—2,—1,2,0).

On en déduit A = Vect ((1,2,—3,4), (2,4, —5,1), (—2,—1,2,0), (3,0, —1, —4))
= Vect ((1,2,—3,4),(2,4,—5,1), (=2, —1,2,0)).

Reste a savoir si la famille (1,2,—-3,4),(2,4,—5,1),(—2,—1,2,0) est libre. On recom-
mence...

Soit (a,b,c) € R? tel que

G,(l, 2; _37 4) + b(2a 47 _5a 1) + C(—27 _17 2a O) = (07 07 O)

a+2b—2c=0 —Ta —2c=0
20 +4b— ¢=0 —14a — c=0
<~
—3a —5b+2¢c =0 L«L;—2L, 17a +2c=0
Lo« Lo—4L,
4(1 —+ b = 0 La+L3+5L4 4CL —+ b = 0
21a =0
—1da —c=0 B
= <~ <b=0
L,<L;—2L, 3a =0
Ly<La+2L5 c=0.
4a + b =0

La famille est donc libre.

Elle engendre A, par définition, donc elle en forme une base et dim (A) = 3.
b. Il suffit simplement de traduire et de résoudre un systeme linéaire :

x
Y T = 2y —z T=2y—z
€EB = Y = Y (en subsituant x)
z t=x+y +=z t=3y
t
T=2y—z x 2 -1
y=y Y 1 0
= = =y- +z
z = z < 0 1
t =3y t 3

= (z,y,2t) € Vect((2,1,0,3),(-1,0,1,0)) .

Les deux vecteurs (2,1,0,3) et (—1,0, 1, 0) sont non colinéaires donc libres. La famille est
génératrice de B comme on vient de le voir donc elle en forme une base et dim (B) = 2.

4. Les deux vecteurs X — 1 et (X — 1)? ne sont pas colinéaires (pas le méme de-
gré) donc ils sont libres et engendrent Vect (X —1,(X —1)%) par définition donc
dim (Vect (X —1,(X —1)?)) = 2.

1

5. Supposons qu'il existe A € R tel que ((1> ) =\ ((—) ) ce qui se traduit par :
2 nel 3 neN

e (8 2 (2"

Cette inégalité n'est pas vraie pour n = 1, par exemple, donc ces deux vecteurs ne peuvent

étre liés. lls sont libres, engendrent Vect (((%) ) , ((%) ) ) donc en forment une
neN neN
base et N 16 " © !

dim | Vect = = =2.

m (v (((3)),..(G)),.0) =
~
~
e
Q
=
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Correction de I’exercice IL.8 : [EnoncE]
1. On sait que rg (A) = dim (Vect (A)). On est revenu aux exercice précédent.
Remarque : On sait déja que rg (A) < 4.
Pour gagner du temps et avec beaucoup d'intuition, on peut remarquer que :
(6,17,—7,10) = —2(1,2,—4, 3) + 3(2,5,—3,4) + 2(1, 3, —3,2).

Donc, Vect(A) = Vect((1,2,—4,3),(2,5,—3,4),(1,3,—3,2)). Reste a montrer que ces 3

—

Sinon on revient au systeme vecteurs sont libres :

comme dans les exercices

Soit (a,b,c) € R3 tel que :

précédents.
0,(1, 2a _47 3) + b(2, 57 _37 4) + C(lv 3a _37 2) = (Oa 07 07 O)
a+2b+ ¢c=0 a+2b+c=0
2a+5b+3c=0 b+c=0
<~
—4a — 3b — 3¢ = 0 Ly+Ly—2L, 5b+c=0
Ly La+4L,
3a + 4b+ 2¢ = 0 Ly+L,—3L, —2b—c=0
a+2b+ ¢c=0 I
b+ ¢=0 B
= b=0
L3+L3—5L, —4c=0
Ly« Ly+2L, c=0
c=0
La famille (1,2,—4,3),(2,5,—3,4),(1,3,—3,2) est donc libre. Elle engendre Vect (A), par
définition, donc elle en forme une base et rg (A) = dim (Vect (A)) = 3.
2. Il est aussi facile de voir que (2,4,—1,—2) = (3,6,5,—6) — (1,2,6,—1) donc
Vect (B) = Vect ((1,2,6, —1), (3,6,5,—6), (2,4, —1, —2)) = Vect ((1, 2,6, —1), (3,6,5, —6)) .
Les deux vecteurs (1,2,6,—1) et ,(3,6,5,—6) ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées
ne sont pas proportionnelles donc ils forment une famille libre et génératrice de Vect (B) ce
qui permet d'affirmer que rg (B) = dim (Vect (B)) = 2.
|
®!
=
~
~
e
Q
=
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Correction de I’exercice IL.9 : [EnoncE]

Les opérations élémentaires vont nous sauver.

FmG:{(.T,y,Z)E[R?’/Jj—y—z:O et 21‘+y—|—z:0}
r—y—z=0
= .y,2) €R?
{(:cyz) /{2x+y—z:0}
T — —2z2=0
= (z,y,2) eR3/ Y
Lp¢Lo—L, x4+ 2y —0

Jy+z2=0
= @y ER y
Li«Lo—Ly T+ 2y =0

— {(x,y,z) €R3/ {;i:;g}

T =2y
=9 (@y,2)eR/Jy=y
z=—3y
T —2
=< (m,y,2) ER/FteR, |y | =t 1
z -3
3¢ Méthode = Vect ((—2,1,-3)) = Vect ((2,—1,3)).

Pensez toujours a choi-
sir des vecteurs de base| Comme (2,—1,3) est un vecteur non nul, il est libre et forme une base de F N G qui est donc de

agréables quitte 3 multplier| dimension 1.
par —1 ou autre réel non

nul. Correction de I’exercice I1.11 : [EnoncE]

1. Commencons par montrer que la famille est libre.
Soit (a,b,c,d) € R* tel que

GPO + bPl + CP2 + dP3 = OR[I]
A Attention = VzeR, alz—1)(z—2)(z—3) +bx(z —2)(x —3) +cx(z —1)(z —3) +da(z — 1)(z — 2) =

Développer est une tres Relation, en particulier, vraie pour z =0 :
mauvaise idée !

= —6a=0 <= a=0

Mais aussi pour x = 1, = 2 puis £ = 3 ce qui nous donne successivement :
= a=0,20=0, —2c=0 et d=6d=0
= a=b=c=d=0.

La réciproque pour a = b = ¢ = d = 0 étant évidente, la famille (Py, Py, Py, P3) est une
famille libre de cardinal 4 dans un espace de méme dimension, elle en forme une base.

2. a. CommeVz €R, e*3 =¢3e?, f, = €3 f3 et la famille (fy, fa, f3, f4, f5) n'est pas
libre.

b. D'apreés la question précédente,

VeCt(flaf2af3af47f5) :VeCt(fl,f%f?nfS)'

Montrons que la famille (f1, fs, f3, f5) est une famille libre de F (R** R).

Soit (a,b,c,d) € R* tel que 9
exemple (2?) afi +bfa+cfs +dfs = 07w ) E
= Vx€R+*,aln(x)+bx+cex+dl:0. g\

x
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D’apres les limites de croissances comparées, il apparait intéressant de diviser par e” et
de regarder la limite en 400 :

In(x
@VwGR**,aQ—i—bﬁ—i—c—i—dL:O = ¢=0
e’ er xre® T—+00
< Vz eR™, aln(z) —l—bm—i—dl = 0.
T
En divisant ensuite par x € R™ donc non nul, on obtient ensuite :
In(x
@Vméﬂ?**,ag—l—b—i—d%zo = b=0
X X r—+00
< Vz e R, aln(z) —|—dl =0.
T
L'égalité doit aussi étre vraie pour x =1 :
= d =0.

< VzeR™ aln(z)=0.

<~ a=b=c=d=0.

La famille (f1, f2, f3, f5) est donc une famille libre de E et elles engendrent, par définition,
leur Vect dont elles forment une base.

En particulier,

rg (flvaaf37f4af5) =1Ig (f17f27f37f5> =4.

. Il est déja clair que les suites r et s forment une famille libre de E. Reste a montrer

qu'elles en sont génératrices.

Or, souvenir de premiére année, (u,,),cn € E est une suite récurrente linéaire d’ordre 2
dont I'équation caractéristique 22 — 52 + 6 = 0 admet deux racines réelles z; = 2 et
29 = 3 donc de la forme :

V (Up)nen € B,V €N, I\, p) € R?/ u,, = A2™ + p3".
(un)nEN € Vect <<2n)neﬂ\l ’ (3n)n€N> '

Donc E C Vect (r, s). Vérifions rapidement la réciproque :

VneN, 5x2"l —6x2m=2" (5x2—-6)=2"x4=2""2 — rcE.
De méme,

VneN, 5x3" —6x3"=3"(5x3—-6)=3"x9=3""2 — scE.

Donc E = Vect (r, ) qui est de dimension 2 et dont (r, s) est une base.

. Soit (o, B) € R? tel que

aa+ pb=0p < VneN, aa, + b, =0.
Or, cette relation doit étre aussi vraie pourn =0etn=1:
= aaqy+0by=0 <= a=0. = aa;+pb;=0 < [5=0.

Le seul couple possible étant (aw = 0,8 = 0), la famille (a,b) de cardinal 2 est libre dans
un espace de dimension 2. Elle en forme une base.

Remarque : Méme si c’est tout a fait inutile ici, explicitons a et b en fonction de leurs
conditions initiales :

I\, pu) €R?/VneN, a, = \2" + u3". 9

Comme ag =1 et a; =0, (A, ) est solution du systéme : ;
e

Q

=

Adp=1 Ap=1 A=
= =
2\ 4+ 3 = 0 LoeLo—2L, w=—2 w=—2.
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Donc, Vn e N, a,, = 2" —2 x 3".
De méme pour b : 3(X, /) € R2/Vn N, a, = \'2" + /3"

Comme by =0 et by =1, (N, ') est solution du systéme :

N+p =0 N+uy =0 N =-1
, , < , <~ ,
2\ +3M =1 Lo«Ly—2L; W = 1 wo= 1.
Donc, Vn € N, a,, = —2™ + 3"™.

Correction de ’exercice I1.12 : [Enxoncg]

1. a. On pourrait montrer que la famille (a, b, c,d) est libre et génératrice de R* quoique libre
suffirait mais, en anticipant la question suivante et pour changer, on peut revenir a la
définition.

Il est déja clair que Vect (a,b,c,d) C R%.

Soit u = (z,9, z,t) € R

u € Vect(a,b,c,d) <= 3(a,B,7,6) € R* /u = aa+ Bb+~vc+ dd

x 1 0 1 1
Y 2 1 1 1
<= J(a,B,7,9) € R* =a + + +6
(@, 8,70 eRY/ | S )
t 4 1 2 0
« + v+ o=z
2+ 8+ v+ d=y
<= J(a,B,7,9) € R
(@,4,7,9) / 3a+ 4 +20 ==z
da+ B+ 2y =t
! + 7+ =2
o+ =—x+
= 3appseriy P g
La<Lo—Ly — 2y =—2x—y+z
L Ly—Lo—L,
Ly+L,~L;—Ls y—30=—x—2z+t
200 +20=x—y+=z2
o+ =—c+
o 3aprneerty{ “TF g
Lq+2L;+L; — 2y =—x—y+z
Ly2L,+Ly
—60=—-3r—y—2z+2t
6 =—4dy+2z+2t
o+ =—T+
<=  3J(a,B,7,0) €RY/ p y
Ll(—3L1+L4 — 2’}/ = —xr — y + z
—60=—-3r—y—z+2t
6 =—4dy+22+2t
6 = —6z 4+ 10y — 22— 2t
<=  J(a,B,7,0) €RY/ p Y
Lo¢6Lo+Ly — 2y =—Tr—Yy+z
—66=-3x—y—2z+2¢ I
2 1 1
=—Zy4+ 242t
3y23z+13 X @
f=—r+cy—sz— 3t %
s, @B 8 eRY/ T %
2Ohath V=AY 52 a
(5—iazr—&-i —&-iz—lt =
2" T T3
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2.
A Attention ____
Montrer que deux Vect sont
égaux ne suffit pas a mon-
trer la liberté d'une famille,
3.

_ A Attention ___
Fvelopper est toujours une

mauvaise idée.

Il existe donc un unique quadruplet de coordonnées «,f3,v,0) € R* tel que
u = aa + Bb+ yc + 6d ie. Tout vecteur de u de R* s'écrit de maniére unique en
fonction des vecteurs a, b, ¢, d. C'est bien la définition d'une base.

Conclusion, B est une base de R*.
b. D'apres la question précédente, on en déduit que :

a=0
6=0
1 . 1 1
v = 3 ie. (1,1,1,1) = 5(1,1,0,2) + 5(1,1,2,0).
|
2

a. lci aussi on pourrait montrer que la famille est libre et génératrice mais on va le faire
plus directement a I'aide d'opérations élémentaires et se ramener a la base canonique de
Mo(R).

1 0 1
Vect(B):Vect<( 0 0 ),( 0
1
0

= Vect (
u4<—i(u47u172u273u3)

= M,(R).

La famille B est donc génératrice de M, (R). Etant de cardinal 4, la dimension, de
M4(R) elle en forme une base.

6 4
0 4
Il suffit de les trouver.

b. Comme

Soient «, 3,7, ces coordonnées.

Alors,

6 4\ 1 0 LB 1 2 n 1 2 np 1 2
04)"% oo 00)" 73 0 3 4
a+B8+v+d6=6 a=4
264+2v+26 =4 =2
3*}/4—35:0 systeme ’}/:—1

triangulaire
40 =4 6=1.

0 4

a. Le méme raisonnement que celui mené a I' exercice () -question (1.) montre que F est
une famille libre.

b. F est une famille libre de R,[x], dimension 3. Etant composée de 3 vecteurs, c'est une
base de Ry[z].

c. Soit (a,b,c) € R? le triplet de coordonnées de X dans F :

4
En conclusion, les coordonnées de ( ) dans la base B sont (4,2,—1,1).

X =a(X —1)(X+1)+bX+1)(X —21) + ¢(X — 1)(X — 21)
VeeR z=a(lz—1)(z+1)+bz+1)(x —2)+c(z—1)(x —2)

€ M, (R), on sait que les coordonnées dans la base B sont uniques.
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En évaluant en 2, on a :
2
=3a < a=-.
3
En évaluanten 1, on a:
1=-2b < b= —1.
2
En évaluant en —1, on a :
—1=6c <= c= —1.
6
. , 2 1 1
Les (uniques) coordonnées de X dans la base F sont donc (5’ —5,—6).
Correction de ’exercice I1.13 : [EnxoncE]
Dans R?, on note a = (1,1,3),b = (1,0,2),c = (2,1,5),d = (3,2,8),E; = Vect(a,b) et
E, = Vect (¢, d).

1. Les deux vecteurs étant non colinéaires, on montre facilement que la famille (a,b) est une
base de E; et que la famille (¢,d) en est une de E,.

Ainsi dim (E;) = dim (E,) = 2.
2. Il suffit de montrer que ¢ et d sont combinaisons linéaires de la famille (a,b).
Or,c=1la+1betd=2a+1bdoncceE; etdecE;.

3. Comme ¢ € E; et d € E; alors E; = Vect(c,d) C E; car, par définition, Vect(c,d) est le
plus petit sous-espace vectoriel au sens de I'inclusion contenant c et b.

Ainsi, E; C E;.
Comme dim (E;) = dim (E,), on en déduit E; = E,.

Correction de ’exercice I1.14 : [Exonci]

On pourrait montrer que E est non vide et stable par combinaisons linéaires mais on peut aussi
montrer que c'est un Vect donc un espace vectoriel. On pourra méme en préciser sa base puis sa
dimension

a+2b —b —2b
1.E:{M(a,b)/(a,b)€ﬂ?2}:{( 20 a—0b —4b ),(a,b)e[Rz}
—b b a+ 3b

a 0 0 20 b —2b
= 0 a 0 |+| 20 —=b —4b |, (a,b) € R?

0 0 a b b 3

2 -1 =2

vl 2 -1 —4 |, (a,b) eR?

-1 1 3

0 2 -1 =2

ol.[ 2 -1 -4

1 -1 1 3

E est un sous-espace vectoriel de M '5(R) en tant que sous-espace vectoriel engendré.
2. La famille (I, A) est constituée de deux vecteurs non colinéaires donc libre. Elle engendre
E = Vect (I, A) par définition donc en forme une base et et dim (E) = 2.
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