ANNALES CONCOURS - MATHEMA“QUES APPL|QU|’£ES
|| - www. jeremylegendre.fr

Dans les questions faisant intervenir des instructions en langage Python on prendra soin d'importer les bibliotheques

nécessaires lors de leur premiere utilisation.

Pour traiter les questions d'informatique, les candidats sont invités a se référer aux annexes fournies en fin de sujet. Ils

ne sont pas limités a l'utilisation des seules fonctions mentionnées dans ces annexes.

EXERCICE 1
17 =2 0
On consideére la matrice A= [ =2 0 2
0 2 =1

On note 03 la matrice nulle de M5(R) et 5 la matrice identité de M5(R).

Pour toute matrice C de M5(R), on note E¢ l'ensemble des matrices M de M;5(R) telles que CM + MC = 0s.

1. Déterminer les ensembles Eo, et £,
e Soit M € M5(R). On a:

E CRICOME 2025

M e EU; — O;M+MO;:O;
— O; = 03
Conclusion : £y, = M5(R).
e Soit M &€ M5(R). Ona:
M e E/> — /:;M+/\/I/5 :Oj
— M =05
— M=05

Conclusion : £, = {0s}.

2. Montrer que, pour toute matrice C de M;3(R), l'ensemble E¢ est un sous-espace vectoriel de M;5(R).

Soit C € M;(R).

v Par définition E- C M3(R), et M5(R) est un espace vectoriel.

v Puisque CO3 +05C =03, 0n a 03 € E¢. Ainst :

Ec+o

v Soient M, N € E¢ et a,b € R. Montrons que aM + bN € E¢.

* Puisque M, N € M5(R), on a déja aM + bN &€ M;5(R).
* Ensuite :

C(aM + bN) + (aM + bN)C

Par conséquent : aM + bN € Ec.

aCM + bCN + aMC + bNC
a(CM + MC) + b(CN + NC)
a0; + b0s

05

J M,N € Ec

Conclusion :

pour toute matrice C de M;5(R), l'ensemble E est un sous-espace vectoriel de M;5(R).

3. Soit M une matrice de £4. Montrer que ‘M appartient & Ej.
v La matrice ‘M appartient a M5(R).
v Puis, remarquons que A est diagonalisable, ainsi ‘A=A Dol :

AM + 'MA = 'AM + M'A
— (MA) + (AM)
= (MA + AM)

J linéarité de la transposition

J M€ Ex

Conclusion

i st M e E,, alors M € E,.

QO L’avis du chef ! O
Exercice tres classique, rela-
tivement proche de la version
fortement retouchée de Ecricome
2008 E - Exercice 1 que lon
peut trouver ici par exemple.

— & Méthode ! —

On revient a la définition de
sous-espace vectoriel puisqu'il
s'agit ict de traiter un cas général
et qu'on ne peut donc pas déter-
miner une famille génératrice de
E¢.. Stnon, on pourrait raison-
ner par équivalences pour obtenir
Ec = Vect(...).

o

= Rappel...

Pour toutes matrices A et B telles
que le produit AB existe, le pro-
duit 'B'A existe et {AB) = 'B'A.

MATHEMATIQUES APPLIQUEES - Ecricome 2025 - Page 1/20



4. 4.a. Justifier que A est diagonalisable.

Conclusion : la matrice A est symétrique (a coefficients réels), elle est donc diagonalisable.

4.b. Soit A un réel.
Montrer que si A est valeur propre de A, alors :

X —91=0
Important !
5 —2 =4 9 —18 0 Il est indispensable de donner A?
e Aprés calculs, on trouve A2 = [ =2 8 2| pus A= [—-18 0 18 |. Par conséquent : pour obtenir les points de cette
4 P 5 0 18 9 question... En effet, 'énoncé nous
B o o donne Uinformation que A® = 9A..
A’ =9A

e Le polynéme X® — 9X est donc annulateur de la matrice A Le spectre de A est alors inclus dans

lensemble des racines de X> — 9X. & Méthode !

Il est également possible de tra-
vailler sur le rang de A — Al
. ; 3 btenir l'équivalence

ncl n : si A est valeur propre de A, alors A” — 94 = 0. pour o q
Conclusion =5t valeur prop ' AESplA) = £ —91=0.
Mats c'est plus que ce qui est de-
mandé... Cette méthode n'est donc
pas vraiment attendue.

4.c. Déterminer une matrice diagonale D de Mj3(R), dont les coefficients diagonaux sont classés dans lordre
croissant, et une matrice inversible P de M;5(R), dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1, telles
que D = PT'AP.

e Pourtout A € R :

Ainsi, d'apres la question précédente :

e Remarquons ensuite :

1 1 — Q© Astuce du chef ! O —
* A+ 3h)| 2 = 034, donc —3 est valeur propre de A et 2 en est un vecteur propre 4 On trouve des vecteurs propres
) 9 en remarquant des combinaisons
» linéaires donnant le vecteur nulle
assocte ; sur les colonnes de la matrice
P A= b,
., P, le, [t
* A| 1| =034, donc O est valeur propre de Aet | 1| en est un vecteur propre associé; Coal:)::z?g:Aocé:f?]:nrtqgaqieczei
2 2 2
2C3 = 03ﬂ"' donc A [ 1 = 03,W'
—2 —2 P
* (A—=35) [ 2 | =034, donc 3 est valeur propre de Aet | 2 | en est un vecteur propre associé. | En effet, si G, G, G sont les
1 1 colonnes d'une matrice B, on a :
X
1 2 -2 B y = xC + yCz + z(5,
On en déduit que la famille # = 20,01, 2 est une famille de M5 1(R) qui est : ‘
X
—2 2 1 donc: [y | € ker(B) <=
v libre car constituée de vecteurs propres de A associés a des valeurs propres distinctes, c CZ e o
. , N xG +yCy+203=0..
v de cardinal 3 éqgal a dim (MJ’J(R))- Ici, il est bien évidemment pos-
. 4 . sible de résoudre les équa-
La famille & est donc une base de M54(R). fions matricielles AX — Os1,
AX = =3X et AX = 3X pour
déterminer des vecteurs propres.

Conclusion : on retrouve ainst que la matrice A est diagonalisable et, en posant

-3 0 0 1T 2 =2
D={0 0 0| ; P=Pyaz=|2 1 2
0 0 3 -2 2 1

on a:
v D est diagonale, a coefficients diagonaux dans l'ordre croissant,

v P est inversible, comme matrice de passage de la base canonique de M;5(R) vers la
base %, a coefficients diagonaux égaux a 1,
v et par formule de changement de base, A = PDP~' de sorte que D = PTAP.
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5. Calculer P?. En déduire une expression de P~

1
On trouve P> = 9/5. D'oli : P « §P = k.

1T 2 =2
Conclusion : P~ = %P = % 2 1 2
-2 2 1

a b ¢
6. 6.a. Soit N=|d e f | une matrice de M5(R).
g h i
0 0 ¢
Montrer que N appartient a Ep si, et seulementsi, N= {0 e 0
g 0 O

Ona:

N e Ep & DN+ ND =05

-3 0 0
0 0 O
0 0 3

—3a —3b
= 0 0
3g 3h
—6a —3b
— | —3d 0
0 3h
0 =
b =
PN d=0
f =
h=
i =
0 0
— N=1[0 e
g O

3

a b ¢ a b ¢ -3 0
d e f|+|d e f 0 0
g h i g h i 0 O

O O N0
N~ -~

6.b. En déduire une base Z de l'espace vectoriel Ep et préciser la dimension de Ep.

D'apres la question précédente :

0 0 ¢
Ep = 0 e O (c.e,q) € R’
g 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O
=<c(0 0 O] +ef0 1T O] +g|0 O 0O}, (ce,g) eR’
0 0 O 0 0 O T 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
= Vect 0O 0 0),{0 1 0,0 0 O
0 0 O 0 0 O 1T 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
La famille & = 0O 0 O0},{0 1 0),([0 O O est ainst une famille :
0 0 O 0 0 O 1 0 0

v génératrice de Ep par définition,

v libre comme sous-famille d'une famille libre (sous-famille de la base canonique de M;5(R)).

= Rappels...

e Une sous-famille d'une famille
libre est libre.
e Une sur-famille d'une famille

Conclusion : la famille 4 est une bas

e de Ep et donc dim(Ep) = Card(%) = 3.

génératrice est génératrice.

7. 7.a. Soit M € Mj5(R). On pose N = P~'MP.

Montrer que M appartient a £, si, et seulement si, N appartient a Ep.

Puisque N = P"MP, ona M= PNP".

M€ Ey <= AM + MA = 05
PDP~'PNP~" + PNP™

D'ou :

PDP™' = 05

—

— PDNP '+ PNDP™" =05
« P(DN+ ND)P' =05
«— DN+ ND = 05

J en multipliant par P~ par la gauche et P par la droite
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— NekEp

7.b. En déduire une base de l'espace vectoriel E£4 exprimée a l'aide de P et des matrices de .
En notant pour tout (i, ) € [1;3], Ei; la matrice de M5(R) dont les coefficients sont nuls exceptés celui
situé en ligne i et colonne j, on sait que, d'apres la question 6.b., la famille (E73, >, E341) est une base

de Ep. Important !
Soit M € M5(R). On note N = P~'MP. D'aprés la question précédente P )
(o]} JM3(IK). . p q prece : On revient ict a la définition de
ce qu'est une base d'un espace
MeE, < N & E[) vectoriel. Une famille est une base
3 J question 6.b. d'un espace vectoriel £ lorsque
& dl(a,b,c) €R’ | N=aEi3+ bEyy + cE3y tout vecteur de E se décom-
3 1 pose en une unique combinaison
& Jla,b,c) ER’ | PP MP =aky 5+ bEs; + cEs linéaire des vecteurs de cette fa-
mille.

e Jla,b,c) ER® | M= aPE 3P + bPE,,P~" + cPE; P~

) Petite remarque
Conclusion : la famille (PE;, P~ PE,,P7T PEHP’W) est une base de E4. y , )

' ' ' L'énoncé aurait pu demander de
démontrer que ¢ est un endomor-
phisme : a savoir faire !

8. Déterminer l'ensemble des matrices M de M;(R) telles que (A + M)? = A> + M.
On ne cherchera pas & expliciter les coefficients de M.

Soit M € M5(R). On a : X Attention !

Aucune raison que A et M com-
2 _ A2 2 _ A2 2 mutent, donc on ne peut pas utili-
A+M)=A"+M A+ MA+M)=A"+M ser d'identité remarquable !
= A+ AM + MA+ M?* = A% + M?
— AM+ MA =05

= Me E,

Conclusion : {M € M5(R) | (A4 M)? = A2 + M?} = E,.

9. Soit ¢ lendomorphisme de Mj5(R) défini par : VM € M5(R), ¢(M) = AM + MA.

Important !

En utilisant certains résultats des questions précédentes, déterminer le rang de ¢.
VT ) On prend le temps de bien cher-
Par définition : cher un lien entre ¢ et ce qui
ker(op) = Ea précéde... Une fois cette égalité
obtenue, on comprend ce qu'il faut
Ainsi : faire puisque l'énoncé demande le
rang de ¢ !

dim ( ker = dim(E
( ((,0)) . ( ’4) J question 7.b.

Mais, d'apres le théoreme du rang :
dim (,f\/lg([R)) = rg(¢) + dim ( kor((p))

Or dim (Mg(ﬂ?)) = 0.

Conclusion : rg(¢) = 6.
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MATHEMATIQUES APPLIQUEES - Edhec 2024

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Major Prépu

Exercice 1

Dans tout I'exercice, la lettre n désigne un entier naturel.

1 .n 1
On pose u,, = / 1 ;dz et on a en particulier uy = sdx.
0 4—x 4—zx

1. a) On cherche ici deux constantes réelles a et b telles que :

a b 1 a2+z)+b(2 —x) 1 (2a 4 2b) + (a — b)x

Vr € (0;1], = — = — =
v €[031] 2—x+2+x 4 — 2? (2—2)(2+x) 4 — z? 4 — 2?

Par identification des coefficients au numérateur, on veut donec a et b tels que :

a_b :0 a:b 1
<— <~— a=b=-.
2a+2b =1 da =1 4

b) Du résultat précédent, on déduit :

L L/ 1 1 1 !
UO:/O 4——m2d$21/0 (2_$+2+x>dx:Z[—lu(?—x)—i—ln(?—kx) 0

_ i( —In(1) + In(3) + In(2) — In(2))| = = In(3) |.

2. On peut directement calculer :

w = /01 e = —% /01 4__2";dx . —% (-] = —%(m(g) ~ (1)) = @) - %m(s) |

3. a) Pour tout n € N, par linéarité de I'intégrale :

1 1 1 1
Qg™ n+2 ni4 — 2 n+l 11 1
4un—un+2:/ < de—/ i 2dx:/ x(—f)d:p:/ "dx = [x } = .
0 4—7 0o 4— o 44—z 0 n+1lo| n+1

4 — g2’

b) La fonction Python ci-dessous calcule et renvoie la valeur de u,, lorsque n est passé en argument :

def suite(n):
if (-1)*xn==1 : # se produit ssi n est pair!
u = np.log(3)/4
for k¥ in range(2,n+1,2): # k varie avec un pas de 2
u = 4%xu - 1/(k-1) # car u_k = 4%u_(k—2) — 1/(k—1)
else:
u = np.log(2/np.sqrt(3)) # bien égal a In(2) — 1/2x1n(3)
for k in range(3,n+1,2):
u = 4*xu - 1/(k-1) # meme relation de récurrence!
return u
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a) Soit n € N*. Pour tout = € [0;1] :

n n

M

1 1 wzr>o0 2™ T
> ><:v>0_>

1
2 2
0<2°<1l < 3<4—7z <4<:>§>4_x2/4 3/4_x2>4.

(%) : par (stricte) décroissance de la fonction inverse sur R¥ . Les fonctions comparées sont conti-
nues sur [0;1] et 0 < 1, donc par croissance de l'intégrale :

/ d / " d </1xnd = L < u, < 1
—dx < r < —ax T A XU 5
4 — x? 0o 3 4(n+1) 3(n+1)

1

b) Puisque lim —— =0= lim ——, le théoreme d’encadrement assure que :

) Puisque lim_ 4(n 1) ntoo 3(n + 1) S

La suite (uy,)nen converge et lim u, = 0.
n—-+00
1 1 1

c) La série — == — est, a un facteur constant pres, la série harmonique qui diverge

) 2 An+1) 4 ; n 3 aned 5

(série de Riemann ot v =1 < 1).

Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série E u, diverge.
n=0

5. a) Le script fournit par I’énoncé et utilisant la fonction précédemment déclarée produit un affichage

graphique des termes de la suite (Sn - u”)neN qui montre que cette suite semble converger en

croissant vers 1.

. . 1
On aurait donc : lm 3n-u,=1 <<= u, ~ —.
n—-+oo n—-+00 371

C’est en tout cas la seule proposition de I’énoncé qui soit cohérente (et qui reste a démontrer).
b) Soit n € N. Dans l'intégrale définissant w,,, on réalise une intégration par parties en posant :

(z) 1 (@) —2z 2z
u(z) = — u(r) =— =
4= g2 (4—22)2 (4—22)?
xn+1
/ W o _
V(r) =x — v(x) ]

Les fonctions u et v sont de elasse C! sur [0; 1], donc par intégration par parties :

ot 1 D 1 T2 1 ) 1 2
Uy, = } — / dx = — / dx.
(n+1)(4—-22)lo n+1/, (4—2%)? 3n+1) n+1Jy (4—a2)?
¢) Soit n € N. Pour tout « € [0;1], comme a la question 4.a) :

) 2) 2

| |
3<4-22<4 < 92 <16 <& — &7

> ———>_— &% > >
(4—22)2 7 16 9 ~ (4-2227 16

O =

(1) par croissance de la fonction carrée sur R*, (2) par décroissance de l'inverse sur RY et (3)
puisque 2”2 > 0.

Les fonctions comparées sont continues sur [0;1] et 0 < 1, donc par croissance de l'intégrale :

1 n+2 1 n+2
/ o d >/ 5 d / dr <— ! >/ v dr > 1
T > T > —dx — > ——dr > —.
o 9 0 (4 — 12)? 9(n +2) o (4—a?)? 16(n+1)

1
Le fait que lim — =0 = lim ——— permet d’invoquer le théoreme d’encadrement,
n——+o00 9(n + 2) n—+o0 16(n + 2)
qui assure que :
1 2
lim ————dx =0.

n—+oo Jq (4—1’2)2
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d) Il y a plusieurs fagons de conclure ici, en voici une : pour tout n € N, d’apres ce qui précede,

) n n /1 "2 d 1 1 /1 "2 d
nu, = - T = — x,
n+1 n+1), (4—a2)2 1+ 141/, (4—22)?

1 1
d’ou, d’apres le résultat de la question précédente, et le fait que lim T =

lim 3nu, =1—1x0=1, ce quiprouve bien que |u, ~ —]|.
n—+o0o n——+00 371,






