ECG 2 - 2026-2027

TD 3 Suites récurrentes du type u, ; = f (u,.

On s’intéresse dans cette partie a des suites définies par des relations de récurrence de la forme

U €ER N X . .
{ VneNu,. = flu,) ou f: R — R est une fonction donnée.

I. ETUDE GUIDEE DES SUITES RECURRENTES

I.1 - Cas ou f est croissante

Exercice 1 N

On considere la fonction f définie, pour tout réel = € [0, +ool, par f(x) = TRy
x

UOZ].
VneN, u, . = f(uy,).

1. a. Etudier les variations de f et montrer que I’intervalle [0 ; 1] est stable.
b. Montrer que, pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, € [0;1].
2. a. Montrerque Va >0, f(z) < z.

Remarque : Dire que pour tout x € I, f(x) < x, c’est dire que la courbe représentative de la
fonction f est au dessous de la droite d’équation y = .

b. En déduire que (u,, ), o est décroissante.
3. Montrer que (u,,), ey €St convergente.
4. a. Déterminer les points fixes de f.

b. En déduire la limite de la suite (u,,),ep-

EXercice 2 EEE—————

Soit f la fonction définie par :
14+
7

Soit (u,, ) e la suite définie par ug € [0;1] et, pour tout n € N, u,, 1 = f(u,).

vrel0;l], flz)=

1. Etudier les variations de f.

Résoudre 1’équation f(x) = .

Montrer que pour toutn € N, 0 < u,, < 1.
Montrer que la suite (u,, ),,c est croissante.

A

Etudier la convergence de la suite (1, ),cp-

7 [
Exercice 3

Up,

. . e 1
Soit (uy, ) pen la suite définie par ug = B et Uy, = pour tout n € N.

n

1. Démontrer que la suite (u,,), ¢, est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 0.
c 1
2. Démontrer que, pour tout n € N, 3 <u, <1

3. Démontrer que la suite (u,,),,cy €st monotone.

5 eton consideére la suite :
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4. Démontrer que la suite (u,,), ¢, converge et déterminer sa limite.

I.2 — Cas ou f est décroissante

Ce cas est plus compliqué et a la limite du programme. L’idée centrale est que la fonction f o f est alors croissante
et qu’on peut donc utiliser les résultats précédents avec les sous-suites des termes pairs et impairs (Usay, ) ,,cp €t

<u2n+1)nen\l'

EXercice 4 S

On considere la suite (u,,),,cy définie par :

Uy =

N

VneN, u, . =(1 —u,)?

On note f la fonction définie sur R par f : z — (1 — ).

a. Etudier les variations de la fonction f.

b. Vérifier que Iintervalle [0 ; 1] est stable par f.

c. Déterminer les points fixes de la fonction f.

d. Préciser le sens de variations de la fonction g = f o f sur [0;1].
2. La suite (u,, ),y est-elle monotone ?

3. a. Démontrer que (s, ),y €t (Uap1),,c SONt & valeurs dans [0 1].

. Démontrer que les suites (s, ), €t (Up+1),c SONt monotones. Préciser leur monotonie.

c. Justifier que les suites (g, ),y €t (U2p11),,c, SONt cONvergentes.

On note respectivement ¢; et ¢ les limites des suites (g, ),,cp €t (Uop 1)
d. La suite (u,, ),y est-elle convergente ?
e. Déterminer ¢, et /5.

neN*

A retenir — Résumé du plan d’étude :

1. On démontre d’abord que : Vn € N, u,, € I (ou I est un intervalle stable).
2. On démontre ensuite que la suite (u,,),cy est croissante (ou décroissante).

convergente (par théoréme de convergence monotone) de limite finie £.

finies).

Par exemple, si I = |0; 2[, on obtient que : £ € [0;2].
4. Enfin, on démontre que ¢ est un point fixe de f.

de ¢ cherchée.

3. Si I est un intervalle borné i.e. si I a des extrémités finies, on en déduit que la suite (u,, ), est

On obtient de plus que ¢ € I, adhérence de Iintervalle I (intervalle auquel on a ajouté ses bornes

Ainsi, s’il 0’y a qu’un point fixe de f dans I (c’est le cas le plus simple), ¢’est forcément la valeur

Exercice 5 — (Utilisation de I’inégalité des accroissements finis)

On considere la suite (u,, ),,cy définie par :

U/OZO
{ vYneNu, 1 =+u,+1
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etonnote f: x +— v+ 1.

1. Montrer que pour tout n € N, u,, est bien défini et 0 < u,, < 2.

2. Montrer que V z € [0;2], | f'(x)] < %

3. Déterminer les points fixes de f sur f0—10o. Notons « I’'unique point fixe de f dans [0;2].
4

. Montrer que : Vn € N, |u, .1 —a| < % lu,, — al.

b

2

Enfin, en déduire que : Vn € N, |u,, — ¢

n
En déduire que : Vn € N, |u,, — o < <l> lug — af.
1
<

on—1"
Montrer que (u,,),,c) converge et déterminer sa limite.
Déterminer un entier N tel que |uy — a| < 1075,

AR S S

Compléter le script Python suivant pour qu’il renvoie une valeur approchée de a2 107° pres.

import numpy as np
N = int(np.ceil(5 * np.log(10) / np.log(2) + 1))
u=20
for k in range(N) :
u = np.sqrt(u+l)
print (u)

[< Y S O SC R R

Exercice 6 EEE—————

IQ

On considere la fonction f : v e 2.

ug € [0;1]

On définit la suite (u,, ),,en par :
( ) P { vnen\laun+1:f(un)

1. Montrer que 1I’équation f(x) = = admet une unique solution dans [0 ; 1], que 1’on notera c.
2. Montrer que I’intervalle [0, 1] est stable par f. En déduire : Vn € N,u,, € [0;1].

3. a Montrer: Va € [0;1],|f (z)| < L
Ve
b. Endéduire: Vn € N, |u, ; —al <

n
c. Puis:VneN,|u, —al < (L> .
Ve

d. En déduire enfin que (u,,),,c) est convergente et déterminer sa limite.
4. Ecrire un programme Python donnant une valeur approchée de v 2 10~ pres.

3 [
Exercice 7

Ug =

DN | —

Soit f : 2 — 2% + 3 et (uy, ) e 12 suite définie par :
16
Vi€ N,y = fluy)

1. Calculer u;.
2. Déterminer les limites possibles de la suite.

3. Démontrer que f ([0, %D C [0, %}
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4,

5.

6.
7.

En déduire que pour toutn > 1,u,, € {0, 1_76} .
1
Upt1 — Z’ < 3

n—1
WM (I) L
4

Démontrer que pour tout n € N*,

|

En déduire que pour tout n € N*,

En déduire la limite de (u,,),cn-

Exercice 8 — ((d’apres EML 2001))

On considere la fonction f : =

1.

2.

. On considere la suite (u,, ),,c) par: {

L I sur |0, +0ool.

e* —
Calculer f'(z).
Montrer : V = €]0, +00 [, f(z) = (e—)g (xe® —2e" + 2+ 2).
e’ —1
. Btudier les variations de la fonction g : [0,+o0o[— R définie, pour tout = de

[0, +00 [, par : g(z) = ze® — 2e” + x + 2. En déduire : Vx €]0; +oo [, f/ () > 0.

. En déduire le sens de variation de f (on admettra que f'(x) —— —% ). On précisera la limite de f en

x—07"
+o00. Dresser le tableau de variation de f.

Uozl

. / <
Ve N, = flu) Montrer: V z €]0, +o0 |, |f/(z)] <

DO | —

et0 < f(z) < L.

. Résoudre I’équation f(x) = z, d’inconnue x €]0, +00].

. Montrer: Vn € N, |u,.; —In(2)| < % |u,, — In(2)].

1

. En déduire : Vn € N, |u,, —In(2)| < (5) lug — In(2)].

. Etablir que la suite (u,,),,c)- converge et déterminer sa limite.

Exercice 9 — (Suite récurrente d’ordre 1)

On considere la fonction f : x — vx + 1, définie sur [—1 ; +oo] ainsi que la suite (u,, )¢\ définie par :

ug = O etpour toutn € N, u, 1 = v/u, + 1.

S

e
1. Montrer que I’intervalle [0 ; 2] est stable par f. 5
2. Justifier que si un réel x est point fixe de f, alors nécessairement x > 0. 7
3. Démontrer que f posséde un unique point fixe et le déterminer. On notera 7 ce point fixe. E\
Vérifier que r € [0;2]. ;
4. a. Justifier que la suite (u,, ), ¢\ est bien définie et bornée par O et 7. :
b. Etudier les variations de la suite (u,, ),,c,. Que peut-on en déduire ? E
1 &
c. Montrer: Vn € N, |u,, .1 — 7| < 5|un—r|. Z
)
1 c
En déduire : Vn € N, |u,, — r| < = j
=
d. Déterminer alors la limite de la suite (u,, ), ainsi qu'un entier N tel que |uy — 7| < 1077, =
£
x
I
~
£
NI
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II. CoNcours

Exercice 10 — (Théoreme de convergence monotone / d’encadrement (d’apres EDHEC 2001))

On considere la suite (u,,),,cy définie par :

Uy = 1
1
VneNu, 1 =u,+—
n
Montrer que la suite (u,,),,c est bien définie et a termes strictement positifs.
En déduire que la suite (u,, ),,c) €st monotone.
Pour tout k& € N, exprimer uy,, 2 — u;,? en fonction de u;,2.

el A e

En déduire que, pour toutn > 0,on a:

|
-

n

u2 =2n 41+ 1.

2
0 Uk

B
Il

En déduire que, pour tout n # 0,u,,% > 2n + 1.
En déduire la limite de (u,,),,cn-
Ecrire une fonction Python qui prend en paramétre un entier n et qui affiche la valeur de w,,.

o N W

Ecrire un script Python qui affiche le plus petit entier n tel que w,, > 100.

Exercice 11 — (d’apres EML 2016) ==
On considere I’application f : [0, +00[— R définie, pour tout ¢ de [0, +o0], par :

S P

On admet : 0,69 < In(2) < 0, 70.

On considere la suite (u,,),,cy définie par :

et VneNu, = f(u,).

1
U0:§

Montrer que f est continue sur [0, +00].
Justifier que f est de classe €2 sur |0, +o0| et calculer, pour tout ¢ de |0, +oo [, f/(t) et f/(t).
Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en +o0.

Montrer: Vn € N, u,, € [%, 1}.

Montrer que la suite (u,, ),,c €st croissante.

A T o e

En déduire que la suite (u,, ),,cp converge et déterminer sa limite. (on pourra étudier les variations de la
fonction t — t — In(t) )

6. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche un entier naturel N tel que 1 — uy < 1074,
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