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A savoir faire les yeux fermés

O Remarque

Un simple calcul matriciel !

O Remarque

Un simple calcul matriciel
encore !

A A retenir

—
On dit que la matrice N est
nilpotente (d'indice 2).

A Attention __

Ne pas oublier de préciser
la commutativité !

Remédiation 6

nissance d'une matrice —— A 1'aide de 1
formule du bindéme

Exercice 1 [CoRRECTION p. 1] S—

-1 0 =2
Onnote T = 0o -1 -1
0 0 -1

1. Exhiber une matrice N € M 3(R) telle que T s’écrit T = —I + N.
2. Calculer N? et en déduire N* pour tout k& € N.

N

3. Soit n € N. Déterminer T™ a 1’aide de la formule du bindme de Newton.

Correction de ’exercice 1 : [Enoncg] ™=

1. D'aprés les propriétés de la somme matricielle, on a :

-1 0 =2 1 00 0 0 -2
T= 0 -1 -1 J]=—101O0|+] 00 -1 |=-I+N,
0 0 -1 0 0 1 0 0 O

00 —2
N=|[0 0 —1 | eMyR).
00 0

2. Par produit matriciel, on trouve :

0 0 -2 0 0 -2 0 00
N2=]10 0 -1 00 -1 |=1020 0 {.
0 0 O 00 O 0 00

I si0 k=0
sik=1
O]V[g(IR) si k } 2.

On conclut :

Soient A et B deux matrices carrées de M, (K).
Pour tout entier p € N, si AB = BA alors :

(A + B)p = i (Z) AF x BPF et (A — B)p — Z (_1)n—k (Z) Ak« BP—k

k=0

/4 P
=3 P ap—k o gk — S (—1)k P ap—k o gk
— \ k = k

k

k=0

(Bindme de Newton).

D’apres la question précédente, on a T =N — 1.

Les matrices I) et N commutent car la matrice identité commute avec toutes les matrices
carrées du méme ordre. On peut donc appliquer la formule du bindme de Newton.

Soit n > 1.
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™ =(N-D"
_ i n (—1)nhNk[n—F (on préfére la formule ou les puissance
= \k de N augmentent)
< e n—knk s
= Z (k‘) (=1)" "N (propriétés de I)
k=0
1
_ n (—1)nkNk (a partir de k = 2, les puissances de N sont
= \k nulles)
n nNO n n—171 ,
= (O) (—1)"N" + (1) (=1)"7"N*  (on décompose la somme)

= (—=1)" I+ n(-1)""!N ((n) e (n) _ n)
0 1

= (=" (I - nN) (on factorise par (—1)™)

Comme (—1)°(I1—0-N) =T et T =1, la formule reste vraie pour n = 0 donc

VneN, T" = (1)1 — nN)

1 0 2n
= (—1)n 0 1 n ;-c
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