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ECG 2 - 2026-2027 I. VARIABLE ALEATOIRE REELLE

I. VARIABLE ALEATOIRE REELLE

I.1 — Définitions

Définition 1 — Variable aléatoire réelle :

Etant donné un espace probabilisé (€2, .4, P), on appelle variable aléatoire réelle toute
application :

X: @ — R
w — K(Q).

telle que pour tout x € R, {w € Q | X(w) < x} € A.

Notation : Dans la suite, pour I un intervalle de R et t € R, on note :

— Rell ={we Q| R(w) €1} — K=z] ={we Q| K(w) = x}.
— K<z] ={we Q| A(w) < z}.

Ainsi, X est une variable aléatoire si pour tout réel z, I’ensemble [X < z] € A est un événement.

o R

Soit A € A.

La fonction indicatrice
lsiwe A

1A”’”H{ Osiwg A

est une variable aléatoire réelle.

Remarque : Elle suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(A).

Remarques :

— Soient a,b € R. Si X est une variable aléatoire réelle, alors [X € ]a ; b] est un événement.

En effet,

Xela:b)] =X <H\[X<d=X<bNX<aeA car [X<a],[X<b]eA

Par conséquent, le réel P([X € Ja; b]]) est bien défini.

X

N\

b

7

el

b

—>

a<X<Lb
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— La donnée des probabilités P([X € ]a;b]]) pour tous réels a < b définit la loi de probabilité
de la variable aléatoire réelle X.

!
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I. VARIABLE ALEATOIRE REELLE

Proposition 1 :

Soit X une variable aléatoire de (£2, A, P).
* Pourtoutz € R, [ < z] = [X > z].
e Pourtousz < y < z, (Relation de Chasles)

[z <KXLyYlUy <K<

R,
Il
B
N
X
N
R

- Pour tous z < y, [X < z] C [X < y].
* Soient I et J deux intervalles disjoints, alors [X € | N [X € J] = @.
* Soit (I,,),,c, une famille d’intervalles de R formant une partition de R, alors la famille

d’événements (A, ), ., définie par :

Yn>04A, =[Xel)],

forme un systeme complet d’événements.

Proposition 2 — Opérations sur les variables aléatoires :

Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).

Alors,

— la combinaison linéaire AX + pY ou A\, u € R,
— le produit X - Y,
— le maximum max (X, Y) et le minimum min(X, Y)

sont encore des variables aléatoires sur (£, A4, P).

Remarque : Cela s’étend a un nombre fini de variables aléatoires.

1.2 — Fonction de répartition

Définition 2 — Fonction de répartition :

Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P). On définit la
fonction F'y, sur R par
Ve eR, Fy(e)=P(X<a])

La fonction F'y est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

.

-2

En généralisant I’exercice précédent, la fonction de répartition d’une loi uniforme discrete
sur [1;n] est donnée par I’expression

0 six <0
VteR, F(t)= m siz € [1;n]

n

1 siz >n.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

7

SHATOLVHA'TV SHTAVIIVAI STAdd VA "Al HALIdVHD

'




ECG2-

2026-2027 I. VARIABLE ALEATOIRE REELLE

oS Méthode
A la fin de chaque calcul
d'une fonction de réparti-
tion, il est toujours utile de
vérifier rapidement les trois

premiers points.

Proposition 3 — Propriétés de la fonction de répartition :

Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et Fy sa
fonction de répartition.

Pl|s VaeR, P(X>a)=1—Fyla).

[P2]+ Pourtoutt € R, Fy(t) € [0;1].
[P3]+ Fyesteroissante: Vit €R, 1 <ty = Fy (t;) < Fy (L),

[P4]+ lim Fyu(t)=0 et lim Fy(t)=1.
t—oo t—-+00
* Fy est continue a droite : Va € R, }im Fy(t) = Fy(a).
—a

t>a

' Va,be Rtelsquea < b, Pla<X<b)=Fyb)—Fyla).

P’ Preuve :
¢ Par définition de la fonction de répartition, Fy(a) = P(X < a).

Or, les événements {X < a} et {X > a} sont complémentaires dans €2, donc disjoints et leur réunion
est Q.

Ainsi, P(X < a) + P(X > a) = 1.
On en déduit immédiatement :
P(X>a)=1—-PX<a)=1—-Fx(a).

¢ La probabilit€ d’un événement est toujours comprise entre 0 et 1.

¢ Soient ¢y, ¢, € R. Par croissance de la probabilit€, on a :

La fonction Fy est croissante et majorée par 1.
D’apres le théoreme de la limite monotone pour les fonctions, la limite de Fy en +oo existe.

Pour tout n € N, posons A,, = [X < n]. La suite (A,,), ., est une suite croissante d’événements,
donc d’apres le théoréme (??) de la limite monotone pour les probabilités :

1=PQ)=P (HLGJN An) = lim P(A,) = lim Fy(n).
Par croissance de Fy,
lim Fy(t) = lim Fy(n)=1.

t—+o00 n—+00
teR neN

Procédons de méme pour la limite de Fy en —o0 :

Fy est croissante et minorée par 0. D’apres le théoreme de la limite monotone pour les fonctions, la
limite de Fy en —oo existe.

Pour tout n € N, posons B,, = [X < —n]. La suite (B,,),,,, est une suite décroissante d’événements,
donc d’apres le théoreme (??) de la limite monotone pour les probabilités :

O:P(@):P(ﬂ Bn> = lim P(B,)= lim Fy(—n).

neN n—+oo n—+00

Par croissance de Fy,

t——o0 n—+oo

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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A Attention
Il existe cependant des va-

riables aléatoires dont la
fonction de répartition n'est
pas continue par morceaux
mais on n'en parlera pas.

* Soit a € R. De nouveau, le théoréme de la limite monotone pour les fonctions justifie I’existence de
la limite a droite en a de la fonction de répartition.

Etudions la limite de Fy, (a + l) lorsque n tend vers +oo.
n

1 . P

Pour tout n € N*, posons C,, = [X <a+ —]. La suite (C,,),, - est une suite décroissante
n

d’événements, donc d’apres le théoreme de la limite monotone pour les probabilités :

Fy(a) = P(X < a]) = P (ﬂ cn> = tim P(C,)= Tim Fy(a+ %) .

nen n—+o00 n—+oo

Donc, Fy(a) = lim Ty (a+ %) = Jim Fy ().
t>a

* Pour tous a,b € R tels que a < b, sachant que [X < a] C [A < b]ona

Fy(b) — Fy(a) = P(X < b) — P(X < a) = P(X < b\ [X < a]) = Pla < X< D).

Grice au théoreme de la limite monotone, on sait qu’une fonction de répartition admet une limite a

gauche et une limite a droite en tout point de R.

En fait, toutes les fonctions de répartitions que 1’on considérera seront continues par morceaux.

Théoreme 4 — Caractérisation d’une fonction de répartition :

Une application F : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X si,
et seulement si elle satisfait les trois points suivants :
(i) F estcroissante sur R.
(ir) F est continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(zr)=0et lim F(z)=1.
T——00

r—+00

(i) De plus, on dispose de 1’égalité :

VzeR, PX=z)=PX<z)—PX<z)=F(z)— lim F(t).

t—x

Corollaire 5 :

Une fonction de répartition F' est croissante et continue a droite sur R. Elle est continue en
tout point sauf en un ensemble au plus dénombrable de points (x; ).

En chacun de ces points,

et le saut est égal a

R

Les trois courbes suivantes sont celles de fonctions de répartitions de variables aléatoires
réelles.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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I. VARIABLE ALEATOIRE REELLE

R A retenir ____

F(z)
***** }**;;F—
—
& )

En effet, elles sont toutes les trois croissantes, continues sur R sauf en un nombre dénombrable
de points ou elles sont seulement continues a droite, et elles sont bien de limite 0 et 1
respectivement en —oo et 4-00.

Fy, est constante par mor-
ceaux si, et seulement si X

est discréte.

A Attention __

Y suit la méme loi que X
n'implique pas que Y = X.

1.3 — Loi d’une variable aléatoire

Définition 3 — Loi d’une variable aléatoire :

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire.

On appelle loi de la variable X I’application Py, définie par :
Py : Ar— P([X € A)]),

ol A est une réunion au plus dénombrable d’intervalles de R.

Contre-exemple 4 — Avoir la méme loi ne signifie pas étre égales :

On lance deux picces équilibrées indépendantes et on définit

v {1 si la premiere piece donne Pile, ¢y {1 si la deuxieme piece donne Pile
= e

0 sinon, 0 sinon.

Alors

. ~ . . v . £
Les variables X et Y ont donc la méme loi ce qui s’écrit X =Y.

Cependant, P([X = Y]) = P({PP,FF}) = % # 1 et par conséquent X # Y.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES

A A retenir -
Deux variables aléatoires
ont méme loi si, et seule-
ment si elles ont méme fonc-
tion de répartition.

A Attention __

Il existe des variables aléa-
toires infinies qui ne sont

pas discrétes.

Théoréme 6 — Caractérisation de la fonction de répartition :

Une application F' : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X si,
et seulement si elle satisfait les trois points suivants :
(i) F estcroissante sur R.
(ii) F est continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(z)=0et lim F(z)=1.
T——00 Tr—+00

De plus, on dispose de 1’égalité :

VzeR, PX=z)=PX<z)—PX<2)=F(z)— lim F(t).

t—x~

Proposition 7 — Caractérisation de la loi :

Soit X une variable aléatoire de ({2, 4, P).
La fonction de répartition de X caractérise la loi de X.

De plus :
VzeR, Fy(z) =Py(]—o0;z]).

Deux variables aléatoires ont la méme fonction de répartition si, et seulement si elles ont la
méme loi.

W,

Dans la pratique, on utilisera la fonction de répartition pour déterminer la loi d’une variable aléatoire :

X et Y ont méme loi de
probabilité

X et Y ont méme fonction
de répartition

II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES

I1.1 — Rappels

Dans le cas ot X(€2) est fini ou dénombrable, la définition de la variable aléatoire se simplifie.

Définition 4 — Variable aléatoire discréte :

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Une variable aléatoire réelle X est dite discréte lorsque son ensemble image X((2), i.e. I’en-
semble des valeurs prises par X, est dénombrable.

On dit plus précisément que X est une variable discréte finie lorsque X(£2) est un ensemble
fini et discréte infinie lorsque X(€2) est un ensemble dénombrable.

R

— Si A € A, alors 1 est discrete finie car 14 () = {0, 1}.
— Si X < P(N), alors X est discréte infinie car X(€2) = N.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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A Attention

Il existe des variables aléa-
toires discretes pour les-
quelles on ne peut pas or-
donner I'ensemble X(£2).

I1.2 — Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete

Dans la pratique, les z; forment (presque) toujours une suite strictement croissante x; < To < ---.
Dans ce cas, la fonction de répartition est une fonction continue par morceaux sur R.
—

Théoréme 8 — Caractérisation de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire discréte :

Une application F : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete X
si, et seulement si elle satisfait les trois points suivants :
(i) F est croissante sur R.
(if) F esten escalier et continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(zr)=0et lim F(z)=1.
r——00 T—+00
De plus,
VeeR, F(z)= » PMX=uz).

A" Preuve : 1l suffit de montrer que :

On raisonne par double inclusions.

C: Soitw € [X < z]. Alors X(w) < z.

Or X(w) est un élément du support de X donc s’écrit sous la forme x; pour un certain ¢ € I et

weX=uz]C U X = x,].

T, <T
i€l
D: Soitw € U X = x;].
T, <T
i€l

Alors w est un élément de I'un des événements [X = z;] avec i € Tet z; < .

Ainsi, X(w) = {z; <z} doncw € [X < z].

Les événements [X = x;] sont deux a deux incompatibles. La o-additivité de P fait le reste.

I1.3 — Loi d’une variable aléatoire discrete

Proposition 9 — Loi d’une variable discrete infinie :

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire discréte sur (2, .A4).
Alors :
— On appelle loi de probabilité de X et on note Py 1’application :
P, X(Q) — R
x  — Py(x) =P(X=2z]).

— De plus, si les x; forment une suite strictement croissante x; < Ty < -+ < x,, < -,
alors

P(X=uz1])=Fy(xy) et VkZ22,P([X=uz,]) =Fy(z,) —Fy(z)_1).

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES

Vocabulaire : Donner la loi d’une variable aléatoire discréte X signifie donner I’ensemble X(£2)

des valeurs prises par X et pour chaque x € X(£2), la probabilité P([X = z]).

On donne parfois la loi sous forme d’un tableau.

Par exemple, la variable aléatoire X, somme des valeurs de deux dés équilibrés a pour loi :

On peut aussi représenter la loi a I’aide d’un diagramme en batons.

7 2 3 4 |5 7 8 91 10 | 11 | 12

. 1 1 1 1 5 1 5 1 1 1 1
PR=i]) | = | = | = || 2|22z =|=|=
36 | 18 | 12 |9 |36 | 6 | 36 |9 | 12 | 18 | 36

En abscisse, on place les valeurs possibles
de la variable (ici, 2,3,...,12) et en or-
donnée les probabilités correspondantes (ici,
P([X =2])),P([X =3]),...,P([X = 12])).

Et le code en Python :

import matplotlib.pyplot as plt

# Données

val
loi

= [2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]
[1/36,1/18,1/12,1/9,5/36,1/6,
5/36,1/9,1/12,1/18,1/36]

# Création de la figure
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,4))

# Diagramme en bdtons
ax.bar(val, loi)

# Graduations personnalisées
ticks = [1/36,1/18,1/12,1/9,5/36,1/6]

ax.set_yticks(ticks)

ax.set_yticklabels([

D

r"$\frac{1}{36}$",
r"$\frac{1}{18}$",
r"$\frac{1}{12}$",
r"$\frac{1}{9}$",
r"$\frac{5}{36}$",
r"$\frac{1}{6}$"

# Titres
ax.set_xlabel("Valeurs")
ax.set_ylabel("Probabilités")

# Affichage

plt.

show ()

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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Remarque : A partir de la fonction de répartition Fy, on peut retrouver :

— X(£2) : c’est I’ensemble des points z; de discontinuité de Fy ;
— P(X = z;) pour tout z; € X(Q2) : c’est la « hauteur du saut » a I’abscisse ;.

Et réciproquement, a partir de X(2) et des probabilités P(X = x) pour tout x € X(f2), on peut
reconstruire la loi Fy de X. Ainsi on a la

Proposition 10 — Caractérisation de la loi d’une variable discréte :

Soit X une variable aléatoire discrete.

Alors la loi de X est entierement caractérisée par la donnée :
1. de I’ensemble image X(Q2) de X;
2. detous les P(X = z) pour x € X(Q2).

Des lors, si X et Y sont deux variables aléatoires
discretes ayant la méme fonction de répartition,
on a

et pour tout indice 7,

On retrouve 1’égalité en loi.

Méthode 1 — Loi d’une variable aléatoire discréte :

Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire discrete X, on ne donne généralement pas la
fonction de répartition, mais on explicitera plus simplement :

1. I’ensemble image X(£2) de la variable X ;
2. la valeur de P(X = x;) pour tout z; € X(Q).

Exemple 6 :

Soit X, la variable aléatoire donnant la valeur d’un dé équilibrée.

La loi de X est donnée par :

X(Q)=1]1;6] et PX=1i)= épourtoutl <1 <6.

Quel est le graphe sur [—1; 7] de Fy.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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II
II
I

I1.4 — Systéeme complet d’événements associé a une variable aléatoire discrete

A une v.a discréte X est associée le systéme complet d’événements ([X = x]) zEX(Q)-

Proposition 11 — SCE associé a une v.a.r. discréte :

Soit X une variable aléatoire discrete de (2, A, P).
Onnote X(Q) = {x; |[i €I} oul C N.

Alors la famille ([X = x;]),.; est un systéme complet d’événements, appelé systéme complet
d’événements associé a X.

P’ Preuve : 11y a deux propriétés a démontrer.
1. Montrons que ([X = x;]),.; est une famille d’événements deux a deux incompatibles :

Soit (i, j) € I tel que i # jetsoitw € [X = z;] N [X = ;).
Cela signifie que :

— w € [X = x;] donc X(w) = z;,

— w € [X = x;] donc X(w) = x;.

Par définition, z; # ;.
On en conclut qu’il n’existe pas d’élément w € [X = z;] N [X = z].

Ainsi [X = z;]N [X =2,] = .
2. Montrons que €2 = U [X = «;] par double inclusion :
iel
— U [X = z;] C Q puisque U [X = x;] est un événement (en tant qu union dénombrable d’évé-
iel iel
nements).
— Soitw € Q.

7

Alors X(w) € () = {z; | ¢ € I}.

Ainsi, il existe ¢ € Ttel que X(w) = x; i.e. w € [X = ).

SHATOLVHA'TV SHTAVIIVAI STAdd VA "Al HALIdVHD
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II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES

Corollaire 12 :

Si X est une variable aléatoire discrete, alors
1. Vo e X(Q),P(X=xz]) > 0;
2. la famille (P([X = ])) ey (q) est sommable et sa somme vaut 1.

Théoréme 13 — Caractérisation d’une loi de probabilité :

Soient I un ensemble fini ou dénombrable, et (py),; une famille de réels satisfaisant :
() Vkelp,=>0;
(i) la famille (py,);c; est sommable et sa somme vaut 1.

Alors la famille (py),; définit une loi de probabilité, c’est-a-dire qu’il existe un espace
probabilisé (€2, A, P) et une variable aléatoire discréte X sur cet espace tels que :

X(Q) =1 et P([X=k])=p,pourtoutk €I

Méthode 2 — Loi de probabilité discrete :

Pour montrer que (py,),; définit une loi de probabilité, on vérifiera que :

— sil = [0,n], — sil =N,
() VkeN,p, >0,

(i) Yk e[0,n],p, >0,
(if) Zpk converge et sa somme est

.. _ keN
i) 3 pr =1 dgale a1,
k=0
existe une variable aléatoire Y satisfaisant Y(Q2) = N* et pour tout & € IN¥,
1
P(Y=k)= ———.
( ) k(k+1)
(i) Il est assez clair que V k € [0, n], p, = L
st assez clair g ) > Pk ]{(]{—‘rl) = Y

(ii) En reconnaissant une somme télescopique, vV n € N*,

n ; n

1 1 1 1
R ==t
—~kk+1) =k k+1 n+1 notoo

1
Donc la somme g ———— converge est sa somme vaut 1.
Sin(n+1)

On définit bien une variable aléatoire Y sur N* donnée par sa loi de probabilité

P([Y =k]) = ;]) pour tout k € N*.

k(k +

F. PUCCI
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2026-2027 I1I. ESPERANCE ET VARIANCE

— _AAtter_ltion —
Certaines variables aléa-

toires n'admettent pas d'es-
pérance.

tifler que l'espérance est
bien définie et ne dépend
pas du choix de |'indexation

x(Q).

A Attention __
Ne pas confondre avec la

propriété de croissance de

|'espérance.

III. ESPERANCE ET VARIANCE

If there is a 50-50 chance that something can go wrong, then
nine times out of 10 it will.

Paul Harvey
Animateur radio américain (1918-2009)

III.1 — Espérance et la formule de transfert

Définition 5 — Espérance :

Soit X une variable aléatoire discréte infinie. On note X(Q2) = {x;, | k € N*}.

On dit que X admet une espérance, notée E(X), si la série de terme général =P ([X = x},])
est absolument convergente.

Alors on définit I’espérance de X par

E(X) = Z;L‘kP (K=uxy,).
k=1

Contre-exemple 8 — Variable aléatoires sans espérance :

On considere une variable aléatoire discrete X sur (2, A, P) telle que X(Q2) = N* et telle
que :

VEk>1, P(X = k) = m

n n
Pour tout n > 1, Z EP(X =k]) = Z %ﬂ’ série des harmonique divergente.
=1 k=1

On en déduit que X n’admet pas d’espérance.

Proposition 14 — Propriétés de I’espérance :

Soient X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé.
Linéarité : Soit (a,b) € R?, E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).
Croissance : Si X < Y alors E(X) < E(Y).

Proposition 15 — Existence par domination :

Soient X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé.

Si Y admet une espérance et 0 < |X| < Y alors X admet une espérance et |E(X)| < E(Y).

Théoréme 16 — Formule de transfert :

Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) et g une applica-
tion définie sur X(Q) = {z, | k € T}.
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I1I. ESPERANCE ET VARIANCE

© Remarque ___
On montre que si X a un
moment d'ordre r alors, X
admet un moment d'ordre

s pour tout entier s < 7.

O Remarque

Une variable aléatoire finie
admet des moments a tout

ordre.

Dans ce cas,

(i) La variable aléatoire g(X) posseéde une espérance.
(i) La série de terme général g (z;,) P ([X = z;,]) est absolument convergente.

:Zg(xk)l)

R =zy]).
kel

O EER T

X(Q) =

n

Précisons que la condition E P(|

Avec le théoréeme de nansfelt

mn

E@) = (k+3)P(x

/\'7]

—_

k=1 k
2 1 2
n + i

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, P(€2),
[1;n] etil existe A € R} tel que
VEke([l;n],

Comme X ne peut pas prendre la valeur 0, on peut définir Z = X + % Quelle est la loi de Z?

)\L +Z'Mf

P) telle que

P(X = k) = k.

3 n —+ 1

o 2
= k|) impose D)
el
- 3o kR(l = )+ Y 2R
+ (2n+1)
(n )‘( ! A+ An
6
_2n*+3n+7
3n+1)

Remarque : La formule de transfert permet de prouver une version faible de la linéarité de I’espé-
rance. Pour a,b € R et X, une variable aléatoire admettant une espérance E(aX + b) = aE(X) + b.

A Preuve :

m

Z (azx; + b) P ([X

i=1

E(aX +b) =

II1.2 — Moments et variance

Pour tout entier naturel s, le moment d’ordre s d’une variable aléatoire X est le nombre m(X)

défini par :

Dans le cas d’une variable aléatoire discrete, et sous réserve de convergence absolue, la formule de

X)=> P (X =

transfert donne :

Si ¢ est une fonction affine, ¢ : t € R — at + bavec a,b € R,

D)= ainP X
i=1

:a’;i

m(X)

En particulier pour s = 1, on retrouve ’espérance m; (X) = E(X).

=aE(X) +b.

= @)+ P(%=

— E(%°).
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____ 10 Rappel
L’'écart-type permet de
quantifier les écarts par
rapport a la moyenne. Un
écart-type fort traduit un
« grand éloignement » des
valeurs de X par rapport a
sa moyenne.

—— R A retenir
Soit X une variable aléa-

toire.
La variable aléatoire
X —E(X)
o(X)

est centrée, réduite.

Définition 6 — Variance et écart-type :

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

— On appelle variance d’une variable aléatoire X, notée V(X), la quantité

V(X) =E ((X —E(X))?).

— On appelle écart-type de X, noté o (X), la quantité

Remarques :

— C’est I’existence d’'un moment d’ordre 2 qui permet de justifier que la variance est bien
définie.

— La quantité o(X) est bien définie car (X — E(X))? > 0. Donc, par croissance de 1’espérance,
V(X) > 0.

Proposition 17 — Propriétés de la variance :

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

— V(X) = 0 si et seulement si X est une application presque stirement constante.
— Pour tous réels a, b,

V(aX +b) = a?*V(X) et o(aX+b)=|alo(X).

Vocabulaire : Une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0.
Elle est dite réduite si o(X) = 1.

En pratique, on calcule la variance avec :

Théoréme 18 — Formule de Konig-Huygens :

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, alors

V(X) = E (X2) —E(X)2.

II1.3 — Cas des lois usuelles discretes

On dit que X est une variable aléatoire certaine, ou presque siirement constante s’il existe un réel c
tel que P(X =¢) = 1.

Alors,

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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I1I. ESPERANCE ET VARIANCE

Proposition 19 — Espérance et variance, cas discret dénombrable :

Soient X, une variable aléatoire, p € |0;1[,q =1 —petn € N*.

— Si X — B(p), alors E(X)=p et V(X)=p(l—p).

— Si X < B(n,p), alors E(X) =np et V(X)=np(l—p).
n, 1 "2 1

—Si % — U([1;n]), alors E(X) = ”‘5 et V() ="

—Si X — G(p), alors X admet E(X) = 1 et V(X) = (_12

une espérance et une variance P P

— Si X < P(N), alors X admet

) . avec E(X) =\ et V(X)=A\
une espérance et une variance

ﬁ Preuve : Via les fonctions génératrices
Soient n € N et X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) a valeurs dans [1;n].

On consideére sa fonction génératrice Gy définie par

VteR, Gy(t)= zn:P([x = k))tk.
k=0

Il s’agit d’un polyndme et 1’on peut dériver terme a terme :

G (t) = f: KP([X = k]) 5L,
k=1

En évaluant en ¢ = 1, on obtient

En dérivant une seconde fois,

Gy(t) = k(k—1)P(X = k],

k=2
Puis, .
Gy(1) = k(k—1)P([X = k]) = E(X(X —1)).
k=0

Or, X(X — 1) = X* — X entraine E(X(X — 1)) = E (X?) — E(X).

D’ou,
E(X?) = G§(1) + G4 (1).

Par conséquent,

V(%) = G4(1) + G (1) — (G4 (1)),

Par exemple, si X ~ B(n,p), alors Gy (t) = (1 —p + pt)",
Gy(t) =np(l—p+pt)" 1 et G§(t) =nn—1)p*(1—p+pt)" 2
Dot G4(1) =np et G%(1) = n(n — 1)p? qui donnent

EX)=np et V(%) =n(n—1)p*+np— (np)?
=np(1 —p).

F. PUCCI
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O Remarque

La réciproque est vraie mais
plus délicate a prouver.

IV. INDEPENDANCE

IV.1 - Cas général

Définition 7 — Indépendance :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

* On dit que X et Y sont indépendantes si pour tout intervalle I et J de R,

P(XeIln[YelJ])=P(XeI])- -P(Y e J]).

Soit (X,,),cn+ une suite de variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P).

e Les variables aléatoires X4, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si pour tout
intervalles Iy, ..., I,, de R,

P(ﬁXeI) HP

* La suite (X,,), o+ est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépen-
dantes si, pour tout n > 2, les variables aléatoires Xy, ..., X,, sont indépendantes.

Autrement dit, deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes si pour tout intervalles I
et J de R, les événements [X € I] et [Y € J] sont indépendants.

Remarque : Dans ce cas, on constate que si X et Y sont indépendantes alors

Vity €R, Fy(ty) -Fy(ty) =P(X<H]NY < ty)).

P Preuve : Soientt;,t, € R.Ona

K<Y <to] = U X=any=y.

(z,y)€X(Q)x V()
T<t,Y<la

L'union est disjointe, par la propriété d’additivité d’une probabilité, puis par la définition de 1’indépendance,

ona:

P(X<H]NY <)) = Y P(X=zn[Yy=y)

(z,y)EX(Q)x V()
T<t1,YSla

(z,y)EX(Q)xY(Q)
T<ty,Y<ta

= ZP ~(ZP(Y:y))

zeX(Q
z<t1

=Fy(ty) Fy(ta).

F. PUCCI
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IV. INDEPENDANCE

Théoréme 20 — Lemme des coalitions :

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et f : X(Q2) — R, g : Y(Q) — R deux
fonctions.

Si X et Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y) sont aussi indépendantes.

Exemple : Si X et Y sont indépendantes, alors X2 et Y sont également indépendantes.

Ce théoréme se généralise facilement a plus n variables aléatoires.

Théoreme 21 — Lemme des coalitions :

Soit ( §2, .4, P ) un espace probabilisé.

Soient Xy, ..., X, des var. et f; : X1 () = R, ..., f,, : X,,(£2) — R des fonctions.

* Si Xy, ..., X,, sont mutuellement indépendantes, alors f; (X;), ..., f,, (X,,) sont mu-
tuellement indépendantes.

e Si Xq,..., X, sont discrétes et mutuellement indépendantes, alors toute v.a.r. s expri-
mant en fonction des v.a.r. Xy, ..., X, est indépendante de toute v.a.r. s’exprimant en
fonction des v.a.r. X, q, ..., X,, (pour p € [2;n — 1]).

Exemples 10 :

Soient X1, ..., X5 des v.a.r. discrétes mutuellement indépendantes. Alors :
— les var Xy, X2, 2%, e+ — 1 et | X;| sont mutuellement indépendantes.
— les v.ar. 2%, X3 — X5 et X2 sont indépendantes.
— les vaa.r. min (X, X,) et max (X3, X4, X5) sont indépendantes.

IV.2 — Cas discret

Dans le cas discret la définition (7) se simplifie aussi :

Définition 8 — Indépendance, cas discret :

* Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P).

On dit que X et Y sont indépendantes si
V(z,y) € K(Q) xY(Q), P(X=z]n[Y=y]) =P(X=xz]) P([Y =y]).

 Les variables aléatoires X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si

n

V (21,1 n) € Ky(Q) X o x Kn(€), P (ﬂ %, = 1) = TIP (% =)

i=1

F. PUCCI
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ECG 2 - 2026-2027 IV. INDEPENDANCE

IV.3 — Lien avec I’espérance

Théoreme 22 — Espérance d’un produit :

A Attention Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.

[E réciproque est fausse.

On suppose que X et Y sont indépendantes et admettent chacune une espérance.

Alors la variable aléatoire XY admet une espérance et E(XY) = E(X) - E(Y).

Exemple Si X et Y sont deux variable aléatoires indépendantes qui suivent toutes les deux la loi
O Remarque ____ B(p) avec p € ]0;1[ alors E(XY) = p2.

Cela n'intéresse personne
de savoir écrire E(XY).

IV.4 — Lien avec la variance

Théoréme 23 — Variance d’une somme :

A Attention Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.

[G réciproque est fausse.

On suppose que X et Y sont indépendantes et admettent chacune un moment d’ordre 2.

Alors la variable aléatoire X 4+ Y admet une variance et V(X +Y) = V(X) + V(V).

Remarque 4. Attention, la réciproque est fausse. Remarque 5. On s’en fiche si on ne sait pas définir
VX+Y)!

Exemple : Si X et Y sont deux variable aléatoires indépendantes qui suivent toutes les deux la loi
© Remarque B(p) avecp € |0; 1] alors V(X 4+ Y) = 2p(1 — p).

—

Cela n'intéresse personne
de savoir écrire V(X +Y).
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