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Programme Couple de variables aléatoires

Ce que dit le programme en ECG2 :

1 – Couples de variables aléatoires discrètes

On ne soulèvera aucune difficulté sur les séries indexées par des ensembles dénombrables, que l’on traitera
comme des séries classiques. On admettra que toutes les manipulations (interversions de sommes, regroupements
de termes, etc.) sont licites (sans exiger la vérification de la convergence absolue des séries envisagées). On
admettra aussi que les théorèmes ou les techniques classiques concernant les séries s’étendent dans ce cadre.

Loi de probabilité d’un couple de variables aléa-
toires discrètes.

La loi de probabilité d’un couple de va-
riables aléatoires discrètes est caractérisée
par la donnée de X(Ω), Y(Ω) et pour tout
(𝑥, 𝑦) ∈ X(Ω) × Y(Ω), P([X = 𝑥] ∩ [Y = 𝑦]).
On commencera par aborder des exemples où X(Ω)
et Y(Ω) sont finis.

Lois marginales, lois conditionnelles.
Loi d’une variable aléatoire Z = 𝑔(X, Y) où 𝑔
est une fonction définie sur l’ensemble des valeurs
prises par le couple (X, Y).

On se limitera à des cas simples tels que X + Y,
XY.

Théorème de transfert : espérance d’une variable
aléatoire Z = 𝑔(X, Y) où 𝑔 est une fonction réelle
définie sur l’ensemble des valeurs prises par le
couple (X, Y) de variables aléatoires.

E(𝑔(X, Y)) = ∑
(𝑥,𝑦)∈X(Ω)×Y(Ω)

𝑔(𝑥, 𝑦)P([X = 𝑥]∩[Y = 𝑦])

(sous réserve de convergence absolue).
Résultat admis.
En particulier : espérance de la somme, du produit
de deux variables aléatoires discrètes.

Linéarité de l’espérance. Résultat admis.

Indépendance de deux variables aléatoires réelles
discrètes.

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes
si et seulement si pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ X(Ω) × Y(Ω),
P([X = 𝑥] ∩ [Y = 𝑦]) = P([X = 𝑥])P([Y = 𝑦]).

Espérance du produit de deux variables aléatoires
discrètes indépendantes.

Si X et Y sont deux variables aléatoires dis-
crètes indépendantes admettant une espérance,
alors XY admet également une espérance et
E(XY) = E(X)E(Y).
Résultat admis.

Loi du minimum, du maximum, de deux variables
aléatoires réelles discrètes indépendantes.

Stabilité des lois binomiales et de Poisson.

Si X1 et X2 sont deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant respectivement les lois ℬ (𝑛1, 𝑝) et
ℬ (𝑛2, 𝑝), alors X1 + X2 ↪⟶ ℬ (𝑛1 + 𝑛2, 𝑝).
Si X1 et X2 sont deux variables aléatoires indé-
pendantes suivant respectivement des lois 𝒫 (𝜆1)
et 𝒫 (𝜆2), alors X1 + X2 ↪⟶ 𝒫 (𝜆1 + 𝜆2).

Covariance de deux variables aléatoires admettant
un moment d’ordre 2. Propriétés.

Notation Cov(X, Y).
Linéarité à droite, à gauche. Symétrie.
Si 𝑎 ∈ ℝ, Cov(X, 𝑎) = 0.
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Formule de Koenig-Huygens. Conséquence.

Cov(X, Y) = E(XY) − E(X)E(Y).
Si X et Y sont indépendantes et possèdent un mo-
ment d’ordre 2 , leur covariance est nulle. Réci-
proque fausse.

Coefficient de corrélation linéaire. Propriétés. Notation 𝜌(X, Y).
|𝜌(X, Y)| ⩽ 1. Cas où 𝜌(X, Y) = ±1.

Variance de la somme de deux variables aléatoires
discrètes. On pourra admettre ce résultat.

Cas de deux variables aléatoires discrètes indépen-
dantes.

a) Suites de variables aléatoires discrètes

Indépendance mutuelle de 𝑛 variables aléatoires
réelles discrètes.

∀ (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ X1(Ω) × … × X𝑛(Ω),

P (
𝑛

⋂
𝑖=1

[X𝑖 = 𝑥𝑖]) =
𝑛

∏
𝑖=1

P ([X𝑖 = 𝑥𝑖]) .

Indépendance d’une suite infinie de variables aléa-
toires réelles discrètes.

Lemme des coalitions.

Si X1, X2, … , X𝑛, sont indépendantes, toute va-
riable aléatoire fonction de X1, X2, … , X𝑝 est in-
dépendante de toute variable aléatoire fonction de
X𝑝+1, X𝑝+2, … , X𝑛.
Résultat admis.

Espérance de la somme de 𝑛 variables aléatoires
réelles discrètes.
Variance de la somme de 𝑛 variables aléatoires
réelles discrètes indépendantes.

Ce que disait le programme en ECG1 :

Probabilités - Variables aléatoires réelles

Dans ce chapitre, on généralise l’étude faite au premier semestre ; le vocabulaire général est adopté et complété (en
particulier le vocabulaire « espace probabilisé » et la notation ( Ω, 𝒜, P ) ), mais aucune difficulté théorique sur l’ensemble
des événements ne sera soulevée dans ce cadre. On n’emploiera pas le terme tribu.

L’étude des variables aléatoires et notamment celles associées aux lois usuelles se fera en lien étroit avec la partie
informatique du programme.

L’étude des variables aléatoires discrètes se fera dans la mesure du possible en tant qu’outil de modélisation de problèmes
concrets.

2 – Espace probabilisé

On généralisera dans ce paragraphe l’étude effectuée lors du premier semestre sans soulever de difficultés théoriques.
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Univers Ω des issues d’une expérience et ensemble des
événements 𝒜.

L’ensemble des événements contient Ω, est stable par
union, par intersection dénombrable et par passage au
complémentaire.

Généralisation de la notion de système complet d’événe-
ments à une famille dénombrable d’événements deux à
deux incompatibles et de réunion égale à Ω.
Généralisation de la notion de probabilité.
Généralisation de la notion de système complet d’événe-
ments à une famille dénombrable d’événements deux à
deux incompatibles et de réunion égale à Ω.
Généralisation de la notion de probabilité conditionnelle.
Généralisation de la formule des probabilités composées.
Généralisation de la formule des probabilités totales.
Indépendance mutuelle d’une suite infinie d’événements.

I. Généralités sur les variables aléatoires réelles

Définition d’une variable aléatoire réelle.

X est une variable aléatoire réelle définie sur (Ω, 𝒜) si
X est une application de Ω dans R telle que pour tout
élément 𝑥 de R, {𝜔 ∈ Ω/X(𝜔) ⩽ 𝑥} ∈ 𝒜.
Démontrer que X est une variable aléatoire ne fait
pas partie des exigibles du programme. Notations
[X ∈ I], [X = 𝑥], [X ⩽ 𝑥], etc.

Système complet d’événements associé à une variable
aléatoire.

1 – Variables aléatoires discrètes

On ne soulèvera pas de difficulté théorique liée à l’ordre (convergence commutative d’une série absolument convergente)
ou à la dénombrabilité.

a) Variable aléatoire discrète à valeurs dans ℝ

Définition d’une variable aléatoire discrète à valeurs
dans ℝ.

L’ensemble des valeurs prises par ces variables aléatoires
sera indexé par une partie finie ou infinie de N.

Caractérisation de la loi d’une variable aléatoire discrète
par la donnée des valeurs P(X = 𝑥) pour 𝑥 ∈ X(Ω).
Variable aléatoire Y = 𝑔(X), où 𝑔 est définie sur l’en-
semble des valeurs prises par la variable aléatoire X.
Étude de la loi de Y = 𝑔(X).

On se limite à des cas simples, tels que
𝑔 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑔 ∶ 𝑥 ⟼ 𝑥2, …

b) Moments d’une variable aléatoire discrète

Définition de l’espérance.

Quand X(Ω) est infini, une variable aléatoire X
admet une espérance si et seulement si la série

∑
𝑥∈X(Ω)

𝑥P(X = 𝑥) est absolument convergente. Nota-

tion E(X).
Linéarité de l’espérance. Positivité. Résultats admis.
Variables aléatoires centrées.
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Théorème de transfert : espérance d’une variable aléa-
toire Y = 𝑔(X), où 𝑔 est définie sur l’ensemble des
valeurs prises par la variable aléatoire X.

Quand X(Ω) est infini, E(𝑔(X)) existe si et seulement si
la série ∑

𝑥∈X(Ω)
𝑔(𝑥)P(X = 𝑥) converge absolument, et

dans ce cas E(𝑔(X)) = ∑
𝑥∈X(Ω)

𝑔(𝑥)P(X = 𝑥).

Théorème admis.
E(𝑎X + 𝑏) = 𝑎E(X) + 𝑏.
Variance, écart-type d’une variable aléatoire discrète Notations V(X), 𝜎(X). discrète.
Formule de Kœnig-Huygens. V(X) = E (X2) − (E(X))2.
V(𝑎X + 𝑏) = 𝑎2 V(X).

Variables aléatoires centrées réduites. On notera X∗ la variable aléatoire centrée réduite asso-
ciée à X.

2 – Lois usuelles

a) Lois discrètes finies

Loi certaine. Caractérisation par la variance.
Loi de Bernoulli. Espérance, variance. Notation X ↪⟶ ℬ(𝑝).
Loi binomiale. Espérance, variance. Notation X ↪⟶ ℬ(𝑛, 𝑝).

Application : formule du binôme de Newton donnant
(𝑎 + 𝑏)𝑛.

Lorsque 𝑎 et 𝑏 sont strictement positifs, lien avec
ℬ (𝑛, 𝑎

𝑎 + 𝑏
). La formule du binôme de Newton dans

le cas général pourra être démontrée par récurrence.

Loi uniforme sur J1, 𝑛K. Espérance, variance. Application à l’étude de la loi uniforme sur J𝑎, 𝑏K, où
(𝑎, 𝑏) ∈ N2. Notation X ↪⟶ 𝒰([𝑎, 𝑏]).

b) Lois discrètes infinies

Loi géométrique (rang d’apparition du premier succès
dans un processus de Bernoulli sans mémoire).
Espérance, variance.

Notation X ↪⟶ 𝒢(𝑝). »
Si X ↪⟶ 𝒢(𝑝), ∀𝑘 ∈ N∗, P(X = 𝑘) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1.

Loi de Poisson.
Espérance, variance
Contexte d’utilisation.

Notation X ↪⟶ 𝒫(𝜆). On pourra remarquer que la loi de
Poisson 𝒫(𝜆) est loi « limite » (cette notion sera précisée
en deuxième année) d’une suite de variables suivant la
loi binomiale B (𝑛, 𝜆

𝑛
).
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