ECG 2 - 2026-2027 A savoir faire les yeux fermés

Suites récurrentes —— Dans le cas ou f est
croissante.

Remédiation 8

Exercice 1 [CorrecTION p. 1] m—

Soit f la fonction définie par :

1+

Vaeel0;1], f(x)= 5

Soit (u,, ) e 1 suite définie par uy = % et, Vne N u, 1 = f(u,).

1. Etudier les variations de f sur [0; 1].

2. En déduire que la suite (u,,),,c) est correctement définie et, Vn € N, u,, € [0;1].
3. Montrer que la suite (u,,),,cn €st croissante.

4. Etudier la convergence de la suite (u,,),,c) et donner sa limite.

Correction de ’exercice 1 : [EnoncE]
14+

1. Vz €[0;1],

est dérivables sur [0;1] et on a:

> 00. d'apres les théoremes sur les composées de fonctions dérivables, f

L'intervalle [0;1] est donc stable par f.

1
vrel:l], fllo)= —2— = —1_ >0 o
9,/ 4, /1t c
2 2 e
=
La fonction f est donc (strictement) croissante sur [0;1]. 5;
2. Commentaires : DEUX choses a dire : uq dans [0;1] et [0; 1] stable : :\
D’aprés la question précédente, f est croissante sur [0; 1] donc 8
~
1 z
£1031)) = 1£0): F1)] = |4/331| < [0;1). 5
-
=
7
|

Comme ug = = € [0;1], c'est le cas de tous les termes de (uy,)pen i€ VR €N, u,, € [0;1].

DN | =

Commentaires : Dans le doute, on peut aussi le montrer rapidement par récurrence :
Initialisation : w, € [0; 1] d’aprés I'énoncé donc I'initialisation.
Hérédité : Supposons que pour un certainm € N, u,, € [0;1].
Par définition, u,, ;4 = f(u,,). Comme w,, € [0;1] stable par f alors u, ., = f(u,,) € [0;1]
et I'hérédité.
Synthése : Vraie pour n = 0 et héréditaire, la propriété « u,, € [0;1] » est vraie pour tout n € N.
VneN, u, €[0;1].

3. D'apres les questions précédentes, f est croissante donc la suite (u,,),cy associée est monotone.

Or, ug = % et u; :f(uo):f<%> zg.

Donc, uy < u; et la suite (u, ),y €st croissante.

4. D’apreés les questions précédentes, (u,, ),en €St croissante et majorée (par 1) donc elle converge
vers un réel ¢ < 1 par le théoreme de convergence monotone.
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A Attention ___
On n'oublie pas la conti-
nuité de f!

Comme f est continue sur [0;1] car dérivable, ¢ est un point fixe de f.

On résout I'équation :

Comme —% ¢ [0;1], la limite £ ne peut étre que 1.

Conclusion, (uy,),ecn converge vers 1.
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2(3:—1)(35—}—%):0 < zr=1 ou x:—%.
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