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ECG 2 – 2026-2027 À savoir faire les yeux fermés

Remédiation 8
Suites récurrentes -- Dans le cas où 𝑓 est

croissante.

Exercice 1 [Correction p. 1]

Soit 𝑓 la fonction définie par :

∀ 𝑥 ∈ [0 ; 1] , 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥
2

.

Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑢0 = 1
2

et, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛).

1. Étudier les variations de 𝑓 sur [0 ; 1].
2. En déduire que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est correctement définie et, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1].
3. Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est croissante.
4. Étudier la convergence de la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ et donner sa limite.

Correction de l’exercice 1 : [Énoncé]

1. ∀ 𝑥 ∈ [0 ; 1], 1 + 𝑥
2

> 00. d’après les théorèmes sur les composées de fonctions dérivables, 𝑓
est dérivables sur [0 ; 1] et on a :

∀ 𝑥 ∈ [0 ; 1] , 𝑓 ′(𝑥) =
1
2

2√ 1+𝑥
2

= 1

4√ 1+𝑥
2

> 0.

LIGHTBULB Idée
Il est beaucoup mieux de
voir que 𝑓 est la com-
posée de deux fonctions
croissantes donc croissantes
aussi.

La fonction 𝑓 est donc (strictement) croissante sur [0 ; 1].
2. Commentaires : DEUX choses à dire : 𝑢0 dans [0 ; 1] et [0 ; 1] stable :

D’après la question précédente, 𝑓 est croissante sur [0 ; 1] donc

𝑓( [0 ; 1] ) = [𝑓(0) ; 𝑓(1)] = [√1
2

; 1] ⊂ [0 ; 1] .

L’intervalle [0 ; 1] est donc stable par 𝑓 .

Comme 𝑢0 = 1
2

∈ [0 ; 1], c’est le cas de tous les termes de (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ i.e. ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1].

Commentaires : Dans le doute, on peut aussi le montrer rapidement par récurrence :
Initialisation : 𝑢0 ∈ [0 ; 1] d’après l’énoncé donc l’initialisation.
Hérédité : Supposons que pour un certain 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1].

Par définition, 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛). Comme 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1] stable par 𝑓 alors 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) ∈ [0 ; 1]
et l’hérédité.

Synthèse : Vraie pour 𝑛 = 0 et héréditaire, la propriété « 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1] » est vraie pour tout 𝑛 ∈ ℕ.
∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ∈ [0 ; 1] .

3. D’après les questions précédentes, 𝑓 est croissante donc la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ associée est monotone.

Or, 𝑢0 = 1
2

et 𝑢1 = 𝑓(𝑢0) = 𝑓 (1
2

) =
√

3
2

.

Donc, 𝑢0 < 𝑢1 et la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est croissante.
4. D’après les questions précédentes, (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ est croissante et majorée (par 1) donc elle converge

vers un réel ℓ ⩽ 1 par le théorème de convergence monotone.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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Exclamation-Triangle Attention
On n’oublie pas la conti-
nuité de 𝑓 !

Comme 𝑓 est continue sur [0 ; 1] car dérivable, ℓ est un point fixe de 𝑓 .

On résout l’équation :

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⟺ √1 + 𝑥
2

= 𝑥

1 + 𝑥
2

= 𝑥2

1 + 𝑥 = 2𝑥2

2𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0

2(𝑥 − 1) (𝑥 + 1
2

) = 0 ⟺ 𝑥 = 1 ou 𝑥 = −1
2

.

Comme −1
2

∉ [0 ; 1], la limite ℓ ne peut être que 1.

Conclusion, (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ converge vers 1.

F. PUCCI Lycée Gerville Réache
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