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I. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

I.1 — Définitions

Définition 1 — Variable aléatoire réelle :

Etant donné un espace probabilisé (2, .4, P), on appelle variable aléatoire réelle toute
application :

7

X: @ — R
w — K(9Q).

telle que pour tout x € R, {w € Q | X(w) < x} € A.
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Notation : Dans la suite, pour I un intervalle de R et t € R, on note :
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— Rell ={we Q| RX(w) €1} — K=z] ={we Q| K(w) = x}.
— X<z] ={we Q| A(w) < z}.

Ainsi, X est une variable aléatoire si pour tout réel z, I’ensemble [X < z]| € A est un événement.

R

Soit A € A.

La fonction indicatrice
lsiwe A

lA:“’H{ Osiwg A

est une variable aléatoire réelle.

Remarque : Elle suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(A).

Remarques :
— Soient a, b € R. Si X est une variable aléatoire réelle, alors [X € ]a ;b est un événement.

En effet,
Xe]a;b)| =A<\ [X<a]=X<NAX<LaleA car [X<a],[X<D] e A.
Par conséquent, le réel P([X € Ja; b]]) est bien défini.

a<X<Kb

— La donnée des probabilités P([X € ]a;b]]) pour tous réels a < b définit la loi de probabilité
de la variable aléatoire réelle X.

Proposition 1 :

Soit X une variable aléatoire de (£2, A, P).
* Pourtoutz € R, [ < z] = [X > z].
* Pourtous z < y < z, (Relation de Chasles)

- Pour tous z < y, [ < z] C [K < y].
* Soient I et J deux intervalles disjoints, alors [X € I| N [X € J] = @.

* Soit (I,,),,c, une famille d’intervalles de R formant une partition de R, alors la famille
d’événements (A,,),, ., définie par :

7

Vn>0A,=[Xel)],
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forme un systeéme complet d’événements.
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oS Méthode ____
A la fin de chaque calcul
d'une fonction de réparti-
tion, il est toujours utile de
vérifier rapidement les trois

premiers points.

Proposition 2 — Opérations sur les variables aléatoires :

Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).

Alors,

— la combinaison linéaire AX + pY ot A\, 4 € R,
— le produit X - Y,
— le maximum max (X, Y) et le minimum min(X, Y)

sont encore des variables aléatoires sur (£2, 4, P).

Remarque : Cela s’étend a un nombre fini de variables aléatoires.

I.2 — Fonction de répartition

Définition 2 — Fonction de répartition :

Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P). On définit la
fonction F'y sur R par
Vo eR, Fy(r)=P(X<a]).

La fonction Fy est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

=2

En généralisant I’exercice précédent, la fonction de répartition d’une loi uniforme discrete
sur [1; n] est donnée par I’expression

0 siz <0
VteR, F(t)= m siz € [1;n]

n

1 siz > n.

Proposition 3 — Propriétés de la fonction de répartition :

Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et Fy sa
fonction de répartition.

Pl|s VaeR, PX>a)=1—Fyla).

° Pour tout t € R, Fy(t) € [0;1].
' Fy est croissante : Vi,,t9 € R, t; <ty = Fy(t;) < Fy(ty).

[P4]- Jlim Fe(t)=0 et lim Fy(t) =1L
——00

t—+o0
» Fy est continue a droite : Va € R, }im Fy(t) = Fy(a).
L—a
t>a

- Va,beRtelsquea <b, Pla<X<b)=Fy(b) —Fyla).

.

p’ Preuve :

* Par définition de la fonction de répartition, Fy(a) = P(X < a).

F. PUCCI
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=
(%)

| Po]-

Or, les événements {X < a} et {X > a} sont complémentaires dans €2, donc disjoints et leur réunion
est ().

Ainsi, PX < a) + P(X > a) = 1.
On en déduit immédiatement :

PX>a)=1-P(X<a)=1—-Fx(a).

La probabilité d’un événement est toujours comprise entre 0 et 1.

Soient ¢, ty € R. Par croissance de la probabilité, on a :
— P(X<t]) <P(X<b)
= Fy (t)) < Fy(t2)

La fonction Fy est croissante et majorée par 1.
D’apres le théoreme de la limite monotone pour les fonctions, la limite de Fy en +o0 existe.

Pour tout n € N, posons A,, = [X < n|. La suite (A,,), o, est une suite croissante d’événements,
donc d’apres le théoreme (??) de la limite monotone pour les probabilités :

1:P(Q):P<U An> = lim P(A,) = lim Fy(n).

neN n—+oo n—+oo

Par croissance de Fy,

t—+o00 n—-+0o0
teR neN

Procédons de méme pour la limite de Fy en —o0o :

Fy est croissante et minorée par 0. D’apres le théoreme de la limite monotone pour les fonctions, la
limite de Fy en —oo existe.

Pour tout n € N, posons B,, = [X < —n]. Lasuite (B,,),, ., est une suite décroissante d’événements,
donc d’apres le théoreme (??) de la limite monotone pour les probabilités :

ozP(@)zp(ﬂ Bn) = lim P(B,)= lim Fy(—n).

nen n—+oo n—+0o0

Par croissance de Fy,

t——o0 n—+00
Soit @ € R. De nouveau, le théoréme de la limite monotone pour les fonctions justifie I’existence de
la limite a droite en a de la fonction de répartition.

Etudions la limite de Fy (a + l) lorsque n tend vers +o00.
n

1 . . s
Pour tout n € N*, posons C,, = [X <a—+ —]. La suite (C,,),,c- est une suite décroissante
n

d’événements, donc d’apres le théoréme de la limite monotone pour les probabilités :

Fx(a):P([X<a])=P<ﬂ Cn> = lim P(C,) = lim Fy (a—i—%)_

nen n—+oo n—+0o0

Donc, Fy(a) = ’I’LETOO Fy (a + %) = th_I)I; Fy(t).
t>a

Pour tous a, b € R tels que a < b, sachant que [X < a] C [ <bJona

Fy(b) — Fy(a) = P(A < b) — P(X <

&
|
=
B
A
=
-
B
N

a]) = P(a < X < b).

F. PUCCI
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Grace au théoréeme de la limite monotone, on sait qu'une fonction de répartition admet une limite a

A Attention ___ gauche et une limite a droite en tout point de K.
Il existe cependant des va-
riables aléatoires dont la| En fait, toutes les fonctions de répartitions que 1’on considérera seront continues par morceaux.
fonction de répartition n'est
pas continue par morceaux
mais on n’en parlera pas.

Théoréme 4 — Caractérisation d’une fonction de répartition :

Une application F' : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X si,
et seulement si elle satisfait les trois points suivants :
(i) F est croissante sur R.
(ii) F est continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(zr)=0et lim F(z)=1.
T——00 T—+00
(i) De plus, on dispose de 1’égalité :
VeeR, PX=z)=PA<z)—PX<z)=F(z)— lim F(¢).

t—x—
.

Corollaire 5 :

Une fonction de répartition F' est croissante et continue a droite sur R. Elle est continue en
tout point sauf en un ensemble au plus dénombrable de points (x;).

En chacun de ces points,

lim F(z) < F(z;) = lim F(z),

T )

et le saut est égal a
F(r;) —F(o7) =P(X = z;).

2R

Les trois courbes suivantes sont celles de fonctions de répartitions de variables aléatoires
réelles.

7
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A A retenir -

Fy, est constante par mor-
ceaux si, et seulement si X

En effet, elles sont toutes les trois croissantes, continues sur R sauf en un nombre dénombrable
de points ol elles sont seulement continues a droite, et elles sont bien de limite 0 et 1
respectivement en —oo et +o00.

est discréte.

A Attention ____

Y suit la méme loi que X
n'implique pas que Y = X.

1.3 — Loi d’une variable aléatoire

Définition 3 — Loi d’une variable aléatoire :

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire.

On appelle loi de la variable X I’application Py, définie par :
Py : A+ P([X € A)]),

ol A est une réunion au plus dénombrable d’intervalles de R.

Contre-exemple 4 — Avoir la méme loi ne signifie pas étre égales :

On lance deux pieces équilibrées indépendantes et on définit

v {1 si la premiere piece donne Pile, ¢y { 1 sila deuxieme picce donne Pile
= c _=

0 sinon, 0 sinon.

Alors

. ~ . s s . £
Les variables X et Y ont donc la méme loi ce qui s’écrit X =Y.

Cependant, P([X = Y]) = P({PP,FF}) = % =+ 1 et par conséquent X # Y.

Théoréme 6 — Caractérisation de la fonction de répartition :

Une application F : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X si,
et seulement si elle satisfait les trois points suivants :

(i) F est croissante sur R.
(ii) F est continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(r)=0et lim F(z)=1.
T——00 r—+00

De plus, on dispose de 1’égalité :

VeeR, PA=z)=PXA<z)—PX<z)=F(z)— lim F(¢).

Proposition 7 — Caractérisation de la loi :

Soit X une variable aléatoire de (£2, A, P).

La fonction de répartition de X caractérise la loi de X.

F. PUCCI
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[ ] A retenlr, —_
Deux variables aléatoires
ont méme loi si, et seule-
ment si elles ont méme fonc-

tion de répartition.

A Attention __
Il existe des variables aléa-

toires infinies qui ne sont
pas discretes.

A Attention

Il existe des variables aléa-
toires discretes pour les-
quelles on ne peut pas or-
donner I'ensemble X(£2).

De plus :

Vz €R, Fy(z) = Py(]—o0;z]).
Deux variables aléatoires ont la méme fonction de répartition si, et seulement si elles ont la
méme loi.

J

Dans la pratique, on utilisera la fonction de répartition pour déterminer la loi d’une variable aléatoire :

X et Y ont méme loi de
probabilité

X et Y ont méme fonction
de répartition

II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES

II.1 - Rappels

Dans le cas out X(€2) est fini ou dénombrable, la définition de la variable aléatoire se simplifie.

Définition 4 — Variable aléatoire discrete :

Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

Une variable aléatoire réelle X est dite discréte lorsque son ensemble image X(€2), i.e. ’en-
semble des valeurs prises par X, est dénombrable.

On dit plus précisément que X est une variable discréte finie lorsque X(£2) est un ensemble
fini et discréte infinie lorsque X(€2) est un ensemble dénombrable.

Rl

— Si A € A, alors 1 est discréte finie car 1, (2) = {0,1}.
— Si X < P(N), alors X est discréte infinie car X(2) = N.

I1.2 — Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete

Dans la pratique, les z; forment (presque) toujours une suite strictement croissante x; < To < ---.
Dans ce cas, la fonction de répartition est une fonction continue par morceaux sur R.
I

Théoréme 8 — Caractérisation de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire discréte :

Une application F : R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte X
si, et seulement si elle satisfait les trois points suivants :
(i) F est croissante sur R.
(ii) F esten escalier et continue a droite en tout point de R.
@iy lim F(zr)=0et lim F(z)=1.
T——00

r—+00

F. PUCCI
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De plus,

D’ Preuve : 11 suffit de montrer que :

On raisonne par double inclusions.

C: Soitw € [X < z]. Alors X(w) < z.

Or X(w) est un élément du support de X donc s’écrit sous la forme x; pour un certain ¢ € I et
weXR=uzC U X =]
T, <T
iel
D: Soitw € U X = x;].
T;<T
i€l

Alors w est un élément de I'un des événements [X = z;] avec i € Tet z; < .

Ainsi, X(w) = {z; <z} doncw € [X < z].

Les événements [X = ;] sont deux a deux incompatibles. La o-additivité de P fait le reste.

I1.3 — Loi d’une variable aléatoire discrete

Proposition 9 — Loi d’une variable discrete infinie :

Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire discrete sur (€2, .A4).
Alors :

— On appelle loi de probabilité de X et on note Py 1’application :

P X(Q) — R
x  — Py(x) =P(X=2z)).

— De plus, si les z; forment une suite strictement croissante x; < x5 < - < x,, < -,
alors

P(X=mz]) =Fy(z1) et Vk=2,P(X=ux])=Fy(zp) —Fy(zp).

Vocabulaire : Donner la loi d’une variable aléatoire discréte X signifie donner I’ensemble X(£2)
des valeurs prises par X et pour chaque x € X(2), la probabilité P([X = z]).

On donne parfois la loi sous forme d’un tableau.

Par exemple, la variable aléatoire X, somme des valeurs de deux dés équilibrés a pour loi :

7 2 3 4 |15 7 8 |91 10| 11 | 12

. 1 1 1 1 5) 1 5) 1 1 1 1
P(R=i) | = |=|=|=|2|[=|2|z|=|=]|=
36 | 18 | 12 |9 (36 | 6 | 36 | 9| 12 | 18 | 36

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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On peut aussi représenter la loi a I’aide d’un diagramme en batons.

En abscisse, on place les valeurs possibles
de la variable (ici, 2,3,...,12) et en or-
donnée les probabilités correspondantes (ici,
P([X =2])),P([X =3]),...,P([X = 12])).

Et le code en Python :

Remarque : A partir de la fonction de répartition Fy, on peut retrouver :

Et réciproquement, a partir de X(2) et des probabilités P(X = z) pour tout z € X(2), on peut

import matplotlib.pyplot as plt

# Données

val = [2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]

loi [1/36,1/18,1/12,1/9,5/36,1/6,
5/36,1/9,1/12,1/18,1/36]

# Création de la figure
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,4))

# Diagramme en bdtons
ax.bar(val, loi)

# Graduations personnalisées
ticks = [1/36,1/18,1/12,1/9,5/36,1/6]

ax.set_yticks(ticks)

ax.set_yticklabels([
r"$\frac{1}{36}$",
r"$\frac{1}{18}$",
r"$\frac{1}{12}$",
r"$\frac{1}{9}$",
r"$\frac{5}{36}$",
r"$\frac{1}{6}$"

D

# Titres
ax.set_xlabel("Valeurs")
ax.set_ylabel("Probabilités")

# Affichage
plt.show()

reconstruire la loi Fy de X. Ainsi on a la

Probabilités

— X(€) : c’est ’ensemble des points z; de discontinuité de Fy ;

— P(X = z;) pour tout z; € X(2) : c’est la « hauteur du saut » a I’abscisse ;.

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache
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Proposition 10 — Caractérisation de la loi d’une variable discréte :

Soit X une variable aléatoire discrete.

Alors la loi de X est entierement caractérisée par la donnée :

1. de I’ensemble image X(Q2) de X;
2. de tous les P(X = z) pour z € X(92).

Des lors, si X et Y sont deux variables aléatoires ,
discretes ayant la méme fonction de répartition, Fy
ona P(X = l“z)

et pour tout indice 7,

On retrouve 1’égalité en loi.

Méthode 1 — Loi d’une variable aléatoire discréte :

Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire discrete X, on ne donne généralement pas la
fonction de répartition, mais on explicitera plus simplement :

1. I’ensemble image X(2) de la variable X;
2. la valeur de P(X = x;) pour tout z; € X(Q).

Exemple 6 :

Soit X, la variable aléatoire donnant la valeur d’un dé équilibrée.

La loi de X est donnée par :

A(Q) =[1;6] et PX=1i)= %pourtoutl <i<6.

Quel est le graphe sur [—1; 7] de Fy.

F. PUCCI
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II
II
I

I1.4 — Systéme complet d’événements associé a une variable aléatoire discreéte

A une v.a discréte X est associée le systéme complet d’événements ([X = x]) zEX(Q)-

Proposition 11 — SCE associé a une v.a.r. discréte :

Soit X une variable aléatoire discrete de (2, A, P).
Onnote X(Q) = {x; |[i €I} oul C N.

Alors la famille ([X = x;]),.; est un systéme complet d’événements, appelé systéme complet
d’événements associé a X.

P’ Preuve : 11y a deux propriétés a démontrer.
1. Montrons que ([X = x;]),.; est une famille d’événements deux a deux incompatibles :

Soit (i, j) € I tel que i # jetsoitw € [X = z;] N [X = ;).
Cela signifie que :

— w € [X = x;] donc X(w) = z;,

— w € [X = x;] donc X(w) = x;.

Par définition, z; # ;.
On en conclut qu’il n’existe pas d’élément w € [X = z;] N [X = z].

Ainsi [X = z;]N [X =2,] = .
2. Montrons que €2 = U [X = «;] par double inclusion :
iel
— U [X = z;] C Q puisque U [X = x;] est un événement (en tant qu union dénombrable d’évé-
iel iel
nements).
— Soitw € Q.

7

Alors X(w) € () = {z; | ¢ € I}.

Ainsi, il existe ¢ € Ttel que X(w) = x; i.e. w € [X = ).

SHATOLVHA'TV SHTAVIIVAI STAdd VA "Al HALIdVHD

En particulier, il vient
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Corollaire 12 :

Si X est une variable aléatoire discrete, alors
1. Vo e X(Q),P(X=xz]) > 0;
2. la famille (P([X = ])) ey (q) est sommable et sa somme vaut 1.

Théoréme 13 — Caractérisation d’une loi de probabilité :

Soient I un ensemble fini ou dénombrable, et (py),; une famille de réels satisfaisant :
() Vkelp,=>0;
(i) la famille (py,);c; est sommable et sa somme vaut 1.

Alors la famille (py),; définit une loi de probabilité, c’est-a-dire qu’il existe un espace
probabilisé (€2, A, P) et une variable aléatoire discréte X sur cet espace tels que :

X(Q) =1 et P([X=k])=p,pourtoutk €I

Méthode 2 — Loi de probabilité discrete :

Pour montrer que (py,),; définit une loi de probabilité, on vérifiera que :

— sil = [0,n], — sil =N,
() VkeN,p, >0,

(i) Yk e[0,n],p, >0,
(if) Zpk converge et sa somme est

.. _ keN
i) 3 pr =1 dgale a1,
k=0
existe une variable aléatoire Y satisfaisant Y(Q2) = N* et pour tout & € IN¥,
1
P(Y=k)= ———.
( ) k(k+1)
1

(i) Il est assez clair que V k € [0, n], p;,

[l

E(k+1)
(ii) En reconnaissant une somme télescopique, V n € N*,
n B n

1 1 1 1
I T
—~kk+1) =k k+1 n+1 no+too

Donc la somme E ———— converge est sa somme vaut 1.
Sin(n+1)

On définit bien une variable aléatoire Y sur N* donnée par sa loi de probabilité

P([Y =k]) = ; pour tout k € N*.

k(k+1)

F. PUCCI

Lycée Gerville Réache

7

SHATOLVHA'TV SHTAVIIVAI STAdd VA "Al HALIdVHD

—
N




ECG 2 -2026-2027 II. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETE ET FINIES
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