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: @ 1dée I
On dit souvent qu'une va-
riable aléatoire réelle est

une fonction gain.

@ldée
On cherche la probabilité de
gagner x.

A Attention -

Cela doit étre un réflexe :
support puis loi.

els (tres succincts) sur les vari

Remédiation 10 ) ! )
aléatoires réelles

@ 1. NOTIONS FONDAMENTALES =

Définition 1 — Notions de base sur les variables aléatoires :

— Variable aléatoire réelle (v.a.r.) : Une application X : ) — R définie sur I’univers €2
d’un espace probabilisé (2, A, P).

— Support d’une v.a.r. X : L’ensemble noté X(€2) de toutes les valeurs prises par la
variable X.

— Variable aléatoire discrete : Une v.a.r. X dont le support X(€2) est un ensemble fini
ou dénombrable (assimilable a une partie de N ou 7).

— Loi de probabilité (ou loi de X) : La donnée de I’ensemble X(£2) et des probabilités
P(X = x) pour tout z € X(2).

— Evénement [X = z] : Lensemble des éventualités w €  telles que X(w) = .

— Systéeme Complet d’Evénements (SCE) associé a X : La famille d’événements
([X = 2]) pex(q) forme un SCE de (2.

— Fonction de répartition Fy, : L’application Fy : R — [0; 1] définie pour tout z € R
par Fy(z) = P(X < z).

Méthode 1 — Comment déterminer la loi d’une v.a.r. X?:

Pour déterminer la loi de X, il faut toujours procéder en 2 étapes :

1. Déterminer le support X(£2) : Identifier clairement I’ensemble de toutes les valeurs
possibles prises par X.

2. Calculer P(X = x) pour tout = € X(2) via la méthode appropriée :
— Reconnaissance d’une loi usuelle : Schéma de Bernoulli répété, rang du 1¢
succes, tirages équiprobables, etc.
— Formule des Probabilités Totales (FPT) : Si X dépend d’une autre variable Y,
utiliser le SCE ([Y = y]) ev(o)

PX=x)= Y P =y Py, (X=ux
yeY(Q2)

— Passage par la fonction de répartition Iy, : Privilégier cette voie pour les
extremums (M = max(X,Y) ou m = min(X,Y)) :

P(max(X,Y) <z) =P(X < z]N[Y < z])

P(min(X,Y) > z) = P((X > 2] N [Y > z])
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@ldée
La moyenne des gains pon-

— Evénements équivalents : Décomposer [X = k] sous forme d’une intersection
d’événements élémentaires.

dérés par leur probabilité;

R A retenir ____

On garde les probabilités et
on prend |'image des gains.

@dée
La racine de la moyenne
des écarts a la moyenne au

2. ESPERANCE, VARIANCE ET INDEPENDANCE

Définition 2 — Espérance E(X) :

— Définition : X admet une espérance si la série Z xP(X = z) est absolument
zeX(Q2)
convergente. On a alors :

— Linéarité : Pour tous a,b € R, E(aX + bY) = aE(X) 4+ bE(Y) (toujours vraie).

— Théoréme de transfert : ¢(X) admet une espérance si, et seulement si

Z g(z)P(X = x) converge absolument. Alors :
xeX(2)

carré.

A Attention ___
Fur TOUS les couples de

gains!

— Définition : X admet une variance si X? admet une espérance. Alors :
V(X) =E((X—E(X)?) et o(X)=/V(X).

— Formule de Konig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))?.

— Propriétés : Pour tous a,b € R, V(aX + b) = a*V(X).
De plus, V(X) > 0.

Proposition 1 — Indépendance et propriétés :

— Indépendance : X et Y sont indépendantes si, et seulement si

VY (z,y) € R(Q) x Y(Q), PR =z]N[Y =y]) = P(X = z)P(Y =y).

— Propriétés sous indépendance :

E(XY) = E(OE(Y) et V(X+Y)=V(X)+ V(Y).
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3. TABLEAU RESUME DES 5 Lois USUELLES DISCRETES

Loi Support X(Q) P(X =k) Espérance E(X)  Variance V(X)
. P(X=1)=p,

Bernoulli B(p) {0,1} P(X =0)=1—p p p(1—p)
. . n —
Binomiale 3B(n, p) [0,n] (k) pE(1—p)nk np np(l —p)

. 1 n+1 n?—1
Uniforme 2/ ([1,n]) [1,n] =
n 2 12
Géométrique G(p) N (1—p)*1p 1 1=p
p p?
Poisson P()\) N A A A
k!

4. EXERCICES TYPES DE REPRISE

Exercice 1 — (Probabilités totales (Lois uniforme & binomiale)) [CorrkcTion p. 3]

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On tire une boule au hasard et on note X son
numéro. Puis, on lance X fois une pi¢ce équilibrée. On note Y le nombre de “’Pile” obtenus.

1. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.
2. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] pour k € [[1, N].
3. Exprimer P(Y = 0).

Exercice 2 — (Formule de transfert (Loi Géométrique)) [CorrecTioN p. 4]
Soit X ~ G(p) avec p €]0,1[etg=1—p
1. Rappeler X(Q2), E(X) et V(X).
2. Soit Y = (—1)*. Déterminer E(Y) a1’aide du théoréme de transfert.

(SLONIDDAS STAL) STAIAVY

Exercice 3 — (Somme et Indépendance (Loi de Poisson)) [Correction P. 4]
Soient X ~ P(A;) et Y ~ P()\,) deux variables aléatoires indépendantes.

1. Rappeler E(X 4+ Y) et V(X +Y).
2. Déterminerlaloide Z = X + Y.

Correction de I’exercice 1 : [Enonci]

SHTTHHYA SHIIOLVA'TV SHTAVIIVA SHT ANS

2 _

1. X ~2([1,N]). Donc X() = [1,N], E(X) = N2+1 et v(x) = & = L
2. Sachant [X = k], Y compte le nombre de "Pile” lors de k lancers indépendants avec une piéce N

équilibrée. La loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est |a loi binomiale B (k, %)
3. D'apres la formule des probabilités totales avec le SCE ([X = k])pepi Ny :

N N k N N
1 11 1-(@1/2)° 1-(1/2)
P(Y=0)=S P(X= k)P —(—) N = .
¥=0 ;< PPrxsg (Y ;N N 2 1-1/2 N
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Correction de I’exercice 2 : [EnoNcE]
1 X(Q) = N, E(X) = = et V(X) = L.
D p

2. D’apres le théoreme de transfert :

E(Y) =) (-DFPX =k = (~Dfpg"' = —p) (—¢)*"
k=1 k=1 k=1

Puisque | — ¢| = ¢ < 1, la série géométrique converge et :

1 —p —P
EY :—p~ = =
) l—(=¢) 1+qg 2-p

Correction de I’exercice 3 : [EnoncE]
1. Par linéarité, E(X 4+ V) = E(X) + E(Y) = A\{ + X,.
Par indépendance, V(X +Y) = V(X) + V(Y) = A\; + A,
2. Z(Q) = N.
Pour tout n € N, d'apres le SCE ([X = k])cfo,n]

P(Z:n)zzn:P(X:kﬁY:n—k)inzp (X =k)P(Y =n—Fk)
k= " k=0

© AR Ak e—(A1tA2) n n
P(Z = n) = e M L oA 2 — Ae\n—k
kz:% k! (n—k)! n! kz:% I
D’apres la formule du bindme de Newton :
P(Z = n) — €7<>‘1+)‘2)(>\1_{——'>\2)n
n!

Ainsi, Z =X+ Y ~ P(A; + Ay).
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