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TD1
Espaces vectoriels

1 Géneralités

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? (on démontrera ce qu’on affirme)

1.
2.

Noo oo

8.

M Fr={(x,y) eR*|x=y}
M F={xy) eR?|x<y}
M F3={(x,y,2) €R® | x+y-2z=0}

(*)F4={(x,y,Z)€fR3I{ 2x+3y=0 }

z—x=0

() Fs={(x,5,2) eR? | x—4y—z=1}

(*) Fs = {P € R3[x] | P(1) = 0}

F7 : Lensemble des polyndmes P € R3[x] tels que P(0) = P(1).

Fg : Lensemble des polyndmes de degré 3.

(*) Pour les ensembles parmi les six premiers qui sont des sev, en donner une base.

Exercice 2. Déterminer si les familles suivantes sont libres ; si elles ne le sont pas, en extraire une famille libre
engendrant le méme espace vectoriel.

1.
2.

3.

4.

{1,0,1),(0,2,2),(3,7,1)} dans R>.
{(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)} dans R®.

-

{Py,P,, P53} dans Ry[x], ol pour tout réel x: Py (x) =x—1, Po(x) = x+ 1, P3(x) =x* - 1

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel, et (11, u) € E2. Montrer que si (11, u) est libre, alors (11 + uz, uq — )
est libre.

Exercice 4. (*) Ecrire les ensembles suivants comme des espaces engendrés ; en donner a chaque fois une base.

1.
2.

Fi1={By-z2z+y4y) | (y,2) eR?}

F, = {P € R3[X] | P(0) = P(1) = 0} (on pourra écrire un polynome P sous la forme aX3 + bX? + cX +d et
déterminer des conditions sur a, b, ¢, d pour que P appartienne a F»).

X+2z xX—-y X+y+z
Fs = 0 3x—z 3x+z

2y X-y—-z y+7z

(x,y,z)€R3}

Fy={P,p=aX*+(b—-a)X-b]|(a,b) eR?}

Lensemble des matrices M € .43 (R) telles que "M = —M (appelées matrices antisymétriques; cet ensemble
est noté A3(R)).



2 Avecles dimensions

Exercice 5. On reprend l'espace F = {P eR3X] |P(1) = 0} défini dans le premier exercice.
OnnoteP; =X-1, P, =X2-X, P3 =X3 - X2,
Donner la dimension de E et montrer que (P, P2,P3) est une base de E

Exercice 6. Donner le rang des familles de I'exercice 2.

Exercice 7. Soient les deux sev de R® donnés par F; = Vect((2,3,-1),(1,—-1,2)), et F, = Vect((8,7,1),(6,-1,7)).
1. Montrer que (8,7,1) € F; et (6,—1,7) € F;.
2. Déterminer dim(F;) et dim(F,).

3. En déduire F; = F,.

Exercice 8. (*)

1. Montrer que la famille {(-1,3,1),(0,0,1), (1, -2, 1)} est une base de R®. Donner les coordonnées dans cette
base du vecteur (a, b, ¢).

2. SoientPy=1etP, =X-1.
Montrer que la famille (P1,P5, (P2)?) est une base de R, [X]. Donner les coordonnées dans cette base de
Q=X?>+X+1.

o 1)°\1 1)\t -1J'\1 O
nées dans cette base de la matrice I,.

3. Montrer que la famille {(1 1) , (1 0) , (1 _1) , (0 1)} est une base de .#>(R). Donner les coordon-

Exercice 9.
Donner le rang des matrices suivantes :

L1 0 1 2 1 0 -3 1 2 -2 000 0 O
Mlz(l _1) Mp=|0 2 4| Mz=[0 2 1| mMy=l0 1 4| Ms=|0 0 0 -9 0
0 -1 -2 0 0 -6 -2 0 000 0 O

Exercice 10.

1. Déterminer les réels x et y tels que v = (x,1,—1, y) appartienne au sous-espace vectoriel de R* engendré
par les vecteurs vy = (1,1,2,1) et v2 = (2,1,5,3).

2. A quelle condition sur (x, y, z) le vecteur v = (x, y, z) appartient-il au sous-espace vectoriel de R® engendré
par les vecteurs v; = (3,—-1,3) et vp = (—1,2,4) ?
0 0 1
Exercice 11. SoitK=(0 1 0];onnoteEl’ensemble des matrices de .#3(R) vérifiant MK = KM = M.
1 0 0

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que toute matrice de E est non inversible.

a b c
3. SoitM=|d e f|. Donnerdesconditionssur a,b,..., h,i pour que M € E. En déduire une base de E,
g h i

et dim(E).



3 Plus difficile

Exercice 12 (D’apres HEC).

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F un sev de E de dimension p, G un sev de E de dimension ¢, avec
p+ ¢ = n. Onsuppose que FNG = {0g}.

Soient (uy,..., up) une base de F et (vy,..., v4) une base de G.

1. Montrer que (uy,..., Up, U1,..., Vg) st une base de E.

2. Montrer que tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = xp + xg, o xp e Fet xg € G.
NB:On dit dans ce cas que F et G sont supplémentaires.

Exercice 13 (Noyaux itérés).
Soit f € Z(E) ou E est de dimension n € N*.

1. Montrer que Ker (f) < Ker (f?), et que Im (f2) < Im (/).
2. Soit p € N*. Montrer que Ker (f?) = Ker(f”*1), et que Im (fP*1) c Im fP).

3. Si, pour tout p € N*, on a Ker (f7) ¢ Ker (f?P*!)) (ie une inclusion stricte), que dire de la suite des dimen-
sions (1) = (dim(Ker (f7))) ¢ ? En déduire qu'il existe un po € N* tel que Ker (f7°) = Ker (f70*").

4. Montrer : Y k = po, Ker (f¥) = Ker (f<*1).
Ainsi, a partir d'un certain rang py, la suite des noyaux itérés est stationnaire : V k = po, Ker (f*) = Ker (f").

5. ATaide d'un argument sur les dimensions, montrer qu’'on a également V k = po, Im (f¥) = Im (f7?).

-1 0 -1
6. Exemple : soitA=| 4 3 1 |, et f 'endomorphisme canoniquement associé a A. A partir de quel
1 0 1

entier p la suite des noyaux (Ker (f7)) devient-elle stationnaire ?

peN*



Solutions

1

»

w

1. oui, onaF; =Vect(1,1).
non: (0, 1) est élément, mais son opposé (0, —1) ne 'est pas.

oui. On écrit {(x,y,2) €eR® | x+y -2z =0} = {(x,y,x+y) | (x,y) € R*} = Vect((1,0,1),(0,1,1)). Ces deux
derniers vecteurs forment une famille génératrice de F3 ; ce sont deux vecteurs non colinéaires donc ils
forment aussi une famille libre ; donc une base de Fs.

oui. On écrit Fy = {(x, -2x/3,x) | x€ R} ; ce qui donne la famille génératrice (1,-2/3,1) ; ce vecteur étant
non nul il forme une famille libre, donc une base de Fy.

non : le vecteur nul (0,0,0) n'appartient pas a Fs.

oui : le polynéme nul vérifie P(1) = 0 ; et pour tous P, Q de Fg et tout A réel, (AP +Q)(1) = AP(1) +Q(1) =
Ax0+0=0;donc AP +Q € Fg.

On peut en fait écrire P: x — ax3+bx2+cx+d€F6 sa+b+c+d=0oPx)=alx>*-1)+b(x%2-1)+
c(x—1) & P est combinaison linéaire des polynémes P; : x — xi-1 pouri=1,2,3.

Finalement Fg = Vect (X3 — 1,X% — 1,X — 1). Cette famille de polynomes est génératrice de Fg.

Montrons qu’elle est libre : soient a, b, ¢ tels que, pour tout réel x, a(x® —1) + b(x> = 1) +c(x—1)=0; on
écrit aussi ax® + bx? + cx— a—b— c = 0 et par identification de coefficients, @ = b = ¢ = 0 : la famille est
bien libre. C’est une base de Fg.

oui: le polyndme nul vérifie P(0) = P(1) ; et pour tous P, Q de F; et tout A réel, (AP +Q)(1) = AP(1)+Q(1) =
AP(0) + Q(0) = (AP + Q)(0).

non: si P(x) = x3, Pet —P sont de degré 3, mais leur somme (0) ne I'est pas.

1. Soient A1, Az, A3 trois réels tels que A1 (1,0,1)+A2(0,2,2)+A3(3,7,1) = (0,0,0). On trouve avec un systeme
linéaire que A1 = A2 = A3 = 0; donc cette famille est libre.

. (1,0,0)+(0,1,1) = (1,1,1) donc Vect((1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)) = Vect((1,0,0),(0,1,1)). Ces deux derniers
vecteurs sont non colinéaires, donc forment une famille libre.
1 1 0 -1 0

. Soient a,b,c,d tels que a|1|+b|2]|+c|2]|+d|-3]| =]0]. Un pivot sur le systtme obtenu donne
1 3 4 -5 0

a+b—-d=0 . . . L 2
b2e—2d=0 Ce systeme admet des solutions non nulles donc la famille est liée : pour a =1 et
+2c-2d=

b=0onobtientd =1etc=1;ennotant Cy,...,Cq4 les 4 colonnes on a ainsi montré que C; + C3 +C4 =0.
On peut donc exprimer (par exemple) C4 = -C; —Cs ; et

Vect (Cy,Cy,C3,Cy4) =Vect (Cy,Cp,C3)

On reprend ensuite trois réels a, b, ¢ tels que aC; + bC, + cC3 = 0. Ceci mene au systéme précédent dans
a+b=0

b+2c=0

c=1,b=-2,a=2estune solution non nulle : on ala relation de liaison 2C; —2C, + C3 = 0 et on peut par
exemple avoir C3 = 2C, —2C; et par suite Vect (Cy, Cy, C3) = Vect (Cy, Co).

Cette fois, C; et C sont non colinéaires donc forment une famille libre, qui engendre 1'espace vectoriel
considéré.

lequel d = 0 ; soit {

. Soient a, b, c réels tels que aP; + P + cP3 soit le polyndme nul. On a alors pour toutréel x: a(x—1) +b(x+
1)+c¢(x2—1) =0, soit encore cx?+(a+b)x+(—a+b—c) =0. Un polyndéme étant nul ssi tous ses coefficients
c=0
sont nuls, on obtient le systeme suivant: < a+b =0 ce qui donne rapidement a=b =c=0: cette
—-a+b—-c=0

famille est libre.



3 Soient a et p tels que a(uy + up) + P (¢ — up) = 0g. On a alors
(a+P)uy + (@ —P)up =0g

d’ou par liberté de (u1, uy) :
a+p=0
a—p=0

ce qui donne directement a =3 = 0 : la famille (u; + u2, u; — uz) est donc libre.

4 1. F1 ={By—zz+y4y) | (,2) € R?} = Vect((3,1,4),(~1,1,0)). Ces deux vecteurs étant non colinéaires,
ils forment une famille libre, donc une base de F;.

2. F, ={P eRs[x] | P(0) = P(1) = 0} est'ensemble des polynomes aX> + bX* + cX + d tels que P(0) = d =0 et
P(1) = a+b+c+d=0. Pestdonc dans F» ssiil est de la forme aX3+bX?+(—a-b)X = aX®-X) + b(X?-X).
Sion pose P = X3 —XetP,=X2-X,F, est égal a Vect (P, P;). Ces deux polynémes sont non colinéaires,

donc forment une base de F».
1 1 1 0 -1 1 2 0 1
(x,7,2)€R®} =Vect([0 3 3|,|]0 0 of,[fo -1 1]. si
0 1 0 2 -1 1 0o -1 7

xX+2z xX—-y X+y+z

3. F3={( 0 3x—z 3x+z )
2y X—-y—-z y+7z

on note M;,My, M3 ces trois matrices, on voit que xM; + yM> + zM3 = 0 donne rapidement y = 0, puis

x =z =0:lafamille (M;,M5,M3) est libre, donc est une base de Fs.

4. F4 se présente directement comme Vect (X? —X,X? — 1) ; 2 polyndémes non proportionnels donc famille
libre, donc base.

a b c
5. M=|d e f]eAs3R)ssi
g h i

donc (en égalant les coefficients) ssi

a=-a
=-b
g§=-¢ a=e=i=0
b=-d
d=-b
{e=-e <&
g§=-¢
h=-
=-8
f=-
i=—i
Ainsi
0 b ¢
As®={|-b 0 f '(lo,c,f)etR3
-c —-f 0
et

0 1 0 0O 0 1y (0 0 O
Az(R)=Vect||-1 O O], O O O[,|0O O 1
0o 0 0/ \-1 0 0/\0 -1 O

et on voit rapidement que ces 3 matrices forment une famille libre, donc une base de A3(R).

5 On atrouvé une base de F comportant 3 polynémes dans I'exercice 1 : donc dim(F) = 3.
Les trois polyndémes Py, P,, P3 vérifient bien P(1) = 0 ; et on montre qu’il s’agit d'une famille libre.
On a donc une famille libre de 3 vecteurs de E avec dim(F) = 3 : c’est une base de E



6 La premiere est libre, a 3 vecteurs, donc de rang 3.
La seconde est de rang 2 car Vect((1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)) = Vect((1,0,0),(0,1,1)) et la famille obtenue ici est
libre.

La troisieme est de rang 2 pour les mémes raisons
La quatrieme est de rang 3 car libre et de cardinal 3.

7 1. On cherche a écrire (8,7,1) = a(2,3,—1) + b(1,—1,2) : on obitnet alors un systéme sur a et b dont la
solution est a =3, b =2 ; de sorte que

®,7,1) =3(2,3,-1) +2(1,-1,2) € Vect ((2,3,-1),(1,-1,2)) = F

De méme, (6,-1,7) =(2,3,-1) +4(1,-1,2) € F;.
Comme F; est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaison linéaire. On peut donc en déduire
que Vect((8,7,1),(6,—1,7)) cFy : F, c Fy.

2. Les deux vecteurs de ((2,3, -1),(1,-1, 2)) sont non colinéaires, donc forment une famille libre, donc une
base de F; : dim(F;) = 2.
De méme (8,7,1) et (6,—1,7) sont non colinéaires, donc dim(F,) = 2.

3. OnaF,; cF; etdim(F,) =dim(F;) ; dou F, = F;.

8 1. On montre la liberté comme d’habitude ; on obtient alors une famille libre & 3 vecteurs de R3, avec
dim(R3) = 3 : c’est une base de R3.
Les coordonnées de (a, b, ¢) dans cette base sont les uniques x, y, z tels que

(a) br C) = x(_]-,?); 1) + y(O)Oy 1) + Z(lr _27 ]-)

Traduit sous forme de systéme on obtient

—-Xx+z=a
3x—-2z=b
X+y+z=c

cequidonne x =b+2a, y=c—2b—5a, z=b+3a. La colonne des coordonnées de (a, b, c) est donc

b+2a
c—2b-5a].
b+3a

2. A1+ 0K -1 +A3X—-1)2=0ssi A3X2 + (—2A3+A2)X+ (A — A2+ A3) =0; ce qui donne, coefficient par
coefficient: A3 =0, —2A3+A2 =0, Ay —A2+ A3 =0 puis A\; = Ap = A =3 =0: la famille proposée est libre.
C’est une famille libre de trois polynémes de R, [X], avec dim(R;[X]) = 3 ; donc une base de R» [X].

Pour les coordonnées, on cherche cette fois les A; tels que

A3=1
MI+AEK-D+AX-1)2=X2+X+1e{ 203+ =1
)\1—)\2+)\3=1

et on trouve
X2+X+1=X-1)?+3X-1)+3

3. Soient (a, b, ¢, d) réels tq

a+b+c=0

a-c+d=0 . . 3 . .
Ona ce qui donne a = b = ¢ = d = 0 sans trop de difficulté ; cette famille est donc libre.

b+c+d=0

a+b-c=0

On a une famille de libre de 4 matrices de #» (R) ; dim (.4, (R)) = 22 = 4 : c’est donc une base de /- (R).

. ) 1 0 ) . N
Pour obtenir les coordonnées de I, = ( 1) dans cette base, on résout cette fois le systeme :

0

oo 2ol el T)ali o)=lo 1)



9

10

11

at+b+c=1

o ]Ja-c+d=0 1 1 1
soit etontrouvea=—,b=—-,¢c=0,d=—-—.
b+c+d=0 2 2 2
atb-c=1
1/2
La colonne des coordonnées de I, dans la base considérée est 0
-1/2

1. rg(M;) = 2 (deux colonnes non colinéaires)

. 1g(M>) =1 (C; nulle, C3 = 2C, avec Cp non nulle donc le sev engendré par les colonnes est Vect (Cy) de

dimension 1)

. 1g(M3) = 3 (M3 inversible car triangulaire a coeff diagonaux tous non nuls ; une matrice de .4, (R) in-

versible est de rang n.)

. 18(M4) = 3 (les 3 colonnes forment une famille libre)

. 18(M5) =1 (une seule colonne non nulle);

1. On cherche donc s’il existe deux coefficients a et f§ tels que (x,1,-1,y) =«(1,1,2,1) +p(2,1,5,3). Ceci
équivaut a montrer que le systeme

a+2p=x
a+p=1
200+5p=—1
a+3p=y

On opeére un pivot de Gauss sur ce systeme : il se met sous la forme

a+2p=x
—-P=1-x
0=-3x
0=y+1-2x
Les deux derniéres lignes donnent des conditions de compatibilité sur ce systeme (d'inconnues o et § !)
0=-3x
: il admet des solutions ssi ,soitx=0ety=-1.
0=y+1-2x

NB : les valeurs de a et f ne sont pas demandées, seulement leur existence !

. C’est le méme principe : on examine I'existence de (a,p) € R? tels que (x, y,2) = «(3,-1,3) +B(~1,2,4).

Cette fois on discute I'existence de solutions du systéme

3a—P=x
—a+2p=y
3a+4p=z

qui apres pivot devient:

3a—-pP=x

5p=3y+x

0=2x+3y-z
et la condition de compatibilité est 2x + 3y — z = 0 : c’est la condition nécessaire et suffisante (car si elle
est vérifiée, le systeme précédent admet bel et bien une solution !) pour que (x, y, z) appartienne au sev
engendré par v; = (3,—-1,3) et vp = (—1,2,4).
NB : on peut vérifier que v; et v, vérifient cette condition !



12 Soit E un espace vectoriel de dimension 7, F un sev de E de dimension p, G un sev de E de dimension ¢,
avec p + g = n. On suppose que FNG = {0g}.
Soient (u,..., up) une base de F et (v1,..., v4) une base de G.

1. Lafamille (uy,...,up, v1,...,v4) comporte p + q vecteurs, et dim(E) = n = p + q : il suffit donc de montrer
qu’on a une famille libre.
Soient des réels Ay,...,Ap, U1, ..., 1q tels que

Aruy+-+Apup + v+ + PgUg = 0g

On a alors
Aur+-+ApUp = -1 == lUglyq

et ce vecteur appartient a F (combinaison linéaire des u;) et a G (combinaison linéaire des v;) ; il appar-
tient donc a Fn G ; donc est le vecteur nul.
On en déduit que

)\1u1+~-+)\pup:0E et Wvr+--+Hgvqg=0g

et par liberté des (u;) on a tous les A; nuls, par liberté des v; on a tous les p; nuls.
On a bien montré que la famille est libre.

2. En utilisant la base précédente, on voit que tout vecteur x s’écrit sous la forme
X=Aup+-+ApUup+ 1V +- -+ UgVyg

(en introduisant ses coordonnées).

Aup+---+ApupeFetyyvy +---+ v € G donc on a bien écrit x sous la forme xr + xg.

Supposons maintenant qu'’il existe deux écritures : x = xg + Xg = Yr + JG avec xp, yr éléments de E et
Xg, yG éléments de G.

Xp + XG = Yr + ¥ donne aussi xg — yr = yG — XG, et ce vecteur est dans FN G : on en déduit xg — yr = O et
¥G — xg = 0, d'ou xp = yp et xg = yg : 'écriture est bien unique.



