ECG2B Année scolaire 2023-2024
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

Devoir maison n°l
A rendre pour le 25/09
Exercice 1
Soient les matrices de .4, (R) suivantes :
1 0 0 2 0 1 1 4
a2 el i) e[ o) =4 2
On note & =Vect(A,B,C,D).
1. Montrer que la famille {A, B,C, D} est liée. Qu’en déduire sur dim(%) ?

2. Montrer que {A, B, C} est une base de &. Donner le rang de la famille {A, B,C, D}.

3. La matrice (_0 (1)) appartient-elle a & ? Si oui, donner ses coordonnées dans la base {A, B, C}.

2
4. Montrer que & = {(JZC J;) X+z= y—2t}.
Exercice 2
On admet le résultat suivant : M € 4, (R) est inversible ssi elle est de rang n.
1-2a a a
On consideére, pour a € R, M(a) = a 1-2a a
a a 1-2a

-2 1 1
1. Soit] = ( 1 -2 1 ) Calculer J2. En déduire :
1 1 -2

Y (a,b) € R?, M(a)M(b) = M(a+ b—3ab)

1
2. Que vaut M(0) ? En déduire que, pour a # 3’ M(a) est inversible ; et donner son inverse (on le cherchera

1
sous la forme M(a’), ol @’ est a déterminer). M (5) est-elle inversible ?

3. On suppose maintenant a # 0.
Soit (u,) nen la suite telle que : ug=0,et: VrneN, uyi; =a+ (1 —-3a)u,. Montrer :

VneN, M(@" =M(uy)
4. Donner I'expression explicite de u, pour tout n. En déduire une expression explicite de M(a)".

5. On considere maintenant les trois suites (i), (v,), (w,) définies par :

° UOZI,UQZLUQZO.

Upsl =—Up+Up+wy

e VneN,{ vpy1 =Up—Up+wy

Wp+l =Upt+Up— Wy
Un
OnposeU,=| v, |.
Wy

(a) Déterminer la matrice A € /3 (R) telleque: VneN, U,y = AU;,,.
(b) Montrer: VneN, U,;; =A"U,.

(c) Endéterminant le a tel que A =M(a), déterminer 'expression de u,, pour tout entier n € N.



Exercice 3 (plus difficile)

On rappelle le résultat essentiel suivant sur les polynémes : soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a n. Si
P admet (au moins) n+ 1 racines deux a deux distinctes, alors c’est le polynome nul.

1. Soient P et Q deux polynomes de Ry [X] tels que : P(0) = Q(0) ; P(1) = Q(1) ; P(2) = Q(2). Montrer que
P=Q.

1 1
Soient les polynémes suivants : Ly = E(X_ NX-2),L1 =-XX-2),L, = EX(X -1).

2. Calculer les L;(j) pour (i, ) € [0,2]2.

3. En utilisant la question 1, montrer : VP € Ry[X], P = P(0)Lg + P(1)L; + P(2)L,. Qu’a-t-on montré sur la
famille (Lo,Ll,Lz) ?

4. Montrer que (Lg,L1,Ly) estune base de R, [X]. Déterminer les coordonnées du polyndme P = X dans cette
base.

5. Soient (a, b, c) € R® quelconques. Déterminer un polynéme R € R,[X] (qu’on exprimera en fonction des
L;) tel que R(0) = a, R(1) = b, R(2) = c. Montrer que ce polyndme est unique.



