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TD2
Applications linéaires

Les bases
Exercice 1.
1 -1 O
1. Soit f € L(R3) telle queMat(f,%.,)=[0 1 -1].Donnerlexpressionde f((x, ¥ z)) pour tout (x, y, z) € R3.
1 0 -1
1 0 0 -2
. 21 0 1 ) .
2. Soit f € L (> (R)) telle que Mat(f,%B,) = 0 1 -3 -1/ Donner I'expression de f(M) pour tout
1 1 2 1
a b
M= (c d) € > (R).
1 1 1
3. Soit f € L(R,[X]) telle que Mat(f,%.) =|2 0 —1|. Donnerl'expression de f(P), ot1 P = a+ bX + cX?
3 0 1
est un polynéme de R, [X].
0 0
4. Soit fe &£ (RZ, 4> (R)) telle que la matrice de f dans les bases canoniques est M = _14 :)1
0o -2

Donner I'expression de f((x, y)) pour tout (x, y) € R%.

Exercice 2. (¥)
Les applications suivantes sont-elle linéaires?

fi: R — RS f R2 — R2 f: MHLB® — R
(x,y) — x+y3y,y-2x) (x,y) — (y,xz) (Z Z) — (a+d,c—b)
fir RX] — Rs[X] fo: MR — Mp®) (A Be . MyR) fixées)
PX) — XPX)-P'(X) M — AMB

fGZ '/%n([R) - '/%n([R)
M — ‘M+I,)

Exercice 3. (*) Dans cet exercice on admet la linéarité des applications introduites. Donner, pour chacune
d’entre elles :

¢ La matrice dans les bases canoniques;



* Le noyau (et une base de celui-ci s'il n’est pas réduit a 0), 'image (et une base de celle-ci en cas de non-
surjectivité) et les dimensions de ces deux espaces ;

e Le caractere injectif /surjectif / bijectif.

fi: RR — R
(x,9,2) — (Bx+y-3z,—-x+y+2,5x+2y—32)

On donnera la matrice de f; dans %C(Rg) puis dans la base 8 = {(2,0,3), 1,0,1),(-1,1, —2)}.

fo: R — R
(x,,2) — (—x+2y—4z,x—4y+62,2x+4z,x+5y—32)

fi Aoe® — MR L B — R

a b a-2b+c b-c r
(c d) —> ( c—-b —2a+4b—2c) M o= M+M
. . _f(r oy (1 o0y (o 1) (0 1
On donnera la matrice de f; dans 9. (.4 (R)) pulsdanslabase.%—{(O 0),(0 1),(1 0),(_1 0)}
f5: RY —  Ao3®
xX—-2y+3z -—-2x+4y+4t z—t
(x,y,2,1) ( z+2t x—=y X+2y+z
for RXl — RpX] frr RsXI — R
P — 2P-(X-1P P — (P(0),P(1),P(-1)

for Mo® — M® on A:(; _22)
M — AM

(indic pour aller plus vite sur fg: on pourra étudier 'inversibilité de A)

Exercice 4. (*) Soit f 'application définie sur R? par :
V(x,y) €R?, f((x,) = @x—y,x+3y)

Montrer que f est un automorphisme de R?. Déterminer .

Etudes « concretes » d’applications linéaires

. 2 2
Exercice 5. Soit ¥* R® — ﬂf

xy) — §(x+y,x+y)

1. Montrer que ¢ est linéaire ; montrer que @o @ = @.
2. Endéduire: VneN*,¢" = .

3. Soit s = 2¢ — Idg.. Donner la valeur de s(x, y) pour tout (x, y) € R%.

4. Montrer que s? = Idgz. En déduire, pour 7 € N, la valeur de s” (on discutera suivant la parité de n).



Exercice 6. Soit 2 = (e, 2, e3, e4) une base de R4, et f l'endomorphisme de R* tel que
Vie{l,2,3}, fle)=eis1 et fled=e
1. Que vaut 'endomorphisme f* 2 En déduire que f est un automorphisme, et donner f~*.
2. Déterminer M = Mat (f, %8).

3. Pourie[1,3] etje[l,4], calculer fi (ej). En déduire, sans calcul matriciel, les matrices M2, M3, M*.

2 10 7
Exercice 7. SoitlamatriceA=| 1 4 3 [et f'endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.
-2 -8 -6

1. Calculer Ker (f). f est-elle injective ? surjective ?
Onnote u=(2,1,-2).

2. Déterminer v € R® de la forme (a, 1, b) tel que f(v) = u.

3. Déterminer w € R® de la forme (c, 1, d) tel que f(w) = v.

4. Montrer que 28 = (u, v, w) est une base de R3. Donner la matrice B de f dans cette base (sans utiliser la
matrice de passage !).

5. Montrer que Im (f) = Vect (u, v).

6. Donner la matrice de passage P = Pg_ 5 entre la base canonique et la base 2. Donner une relation entre
A,B, et P;la vérifier par le calcul.

Exercice 8. Soit f € £ (R3), non nulle, telle que 2 =0.
1. Sans calcul: f est-il un automorphisme ?
2. Montrer : Im (f) < Ker (f).
3. En déduire les dimensions de ces deux sous-espaces vectoriels.
4. Soit u € R3, tels que u ¢ Ker f.

(a) Montrer que (u, f(u)) est libre.

(b) Montrer que f(u) € Ker (f).

(c) Montrer qu'il existe v € Ker (f), non colinéaire a f(u).
(d) Montrer que (u, (1), v) est une base de R®.

(e) Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 9. On considere les éléments suivants de #3(R) :

1 00 01 0 0 0 1 1 -1 1
I=|lo 1 of, J=|1 o 1|, K=|o 1 o| e P=[-v2 0 V2
0 0 1 010 1 0 0 1 1 1

Onpose u=(1,-v2,1),v=(~1,0,1) et w = (1,v/2,1). On admet que (u, v, w) forme une base de R>, notée 2.
1. Justifier que la matrice P est inversible.
2. Sans calculer P~!, montrer que la matrice P~!JP est une matrice diagonale D que I'on explicitera.

3. Calculer J?, et exprimer J? en fonction de I et de K. En déduire que P~!KP est une matrice diagonale que
I'on explicitera.



4. Soit (a, b, ¢) € R3. On considére I'élément suivant de M3(R) :

a b c
M=|b a+c b
c b a

(a) Montrer que M s’exprime simplement a I’aide de I,],K et a, b, c.

(b) En déduire que P~'MP est une matrice diagonale que I'on explicitera.

Exercice 10. Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice :
1 -1 1

M=|0 1 0

0o -1 2

Id désigne 'endomorphisme identité de R3.
On note (e, €2, e3) la base canonique de R3. On considere les vecteurs u = (0,1,1),v=(1,1,1) et w = (1,0,1) de
R3 ; on admet que % = (u, v, w) est une base de R3.

1. Calculer f(u), f(v) et f(w) en fonction de u, v et w.

2. Ecrire la matrice de f dans la base 4.

3. Montrer que f est un automorphisme de R3, et donner la matrice de f~! dans la base 2.

4. Montrer que f? =3 f —2Id. Retrouver les résultats de la question précédente a I'aide de cette égalité.

5. Démontrer que pour tout neN, f* = (2" -1) f +(2-2")1d.

Plus théorique

Exercice 11. Soient f € Z(E,F), g€ Z(EG). Montrer que go f = 0o Im f cKerg.

Exercice 12. Soit f un endomorphisme. Démontrer :

Ker (f) = Ker (f%) & Im (f) nKer (f) = {0g}

Exercice 13 (Noyaux itérés). Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f € £(E). Pour p € N, on note
N, =Ker(f?) etl, =Im(fP).

1. Préciser les sev Ny et Ij.

2. Montrer: VpeN, Ny ©Npyq, ety <1p.

3. Enraisonnant sur les dimensions, montrer qu’il existe m € N tel que N, = N,41.
4. Montrer alors que: Vn=m, N, = Ny,.

5. Montrerque: Vn=m, I, =1,,.



Solutions

V(x,2€R, f((x,3,2)=x-yy-2x-2)

0o 0 -2 a a-2d
1 0 L], b| | 2a+b+d
1 -3 -1 c b-3c—d

1 2 1 d a+b+2c+d
lisant cette derniéere colonne comme les coordonnées d'une matrice 2 x 2 dans la base canonique il vient

b\\ _( a-2d 2a+b+d
d]) \b-3c-d a+b+2c+d

S = O N =

V(a,b,c d) ER4,f((Z

3. Rappel: la base canonique de Ry [X] s’ordonne usuellement par puissances croissantes. Ainsi dans R [X] : 9. = (1,X, X2).

1 1 1 a a+b+c
2 0 -1|x|b|=| 2a—c |dou:
3 0 1 c 3a+c

VP = a+bX+cX? €Ry[X], f(P) = (a+b+0)+Ra—c)X+Ba+c)X>

0 0 0
4 -4 4| (x) _|Ax+4y doil
1 0 y X
0o -2 -2y
Y (x,) €R2, f((x, ) = (0,—4x + 4y, x,~2)
1 1
2 1. oui (démo usuelle, ou : f; est 'application linéaire de R? dans R® canoniquement associéeaM=| 0 3|
-2 1
2. non (ilyauncarré!). Parex: f((1,0)) = (0,1), et f((2,0)) = (0,4) #2f((1,0)).
3. oui (démo usuelle)
4. oui (démo usuelle). Si P et Q sont deux polynomes on a (AP + Q)’ = AP’ + Q' par linéarité de la dérivation.
5. oui (démo usuelle, A(AM + N)B = A(AMB) + ANB)
6. non («terme constant» I,). Par exemple, f5(0,) =1, # 0, contredit la linéarité.

5 1 -3
3 1. Mat(f1, %) =[-1 1 1 | par construction «a vue» .
5 2 -3
5x+y-3z=0
(x,y,2)€Ker(f) e {—-x+y+2z=0 . Larésolution ne pose pas de probléme et on trouve Ker (f1) = {(0,0,0)}, de dimension 0.

5x+2y-3z=0
fi est donc injective ; c’est un endomorphisme de R3 donc elle est aussi surjective et c’est un automorphisme. D’ott Im (f) = R3
(surjectivité) et rg (f) = dim(Im (f)) = 3. On note ensuite u = (2,0,3),v=(1,0,1), w = (-1,1,-2), et on trouve :

Aw=0Q,LD=u+w , W=202=2v , filw)=2,03)=u

ce qui donne par le procédé de construction usuel :

1 0 1
Mat(f;,Z)=|0 2 0

1 0 O
-1 2 4
) 3 " 1 -4 6
. Parlecture directe : Mat (f2, %¢(R°), B¢(R*)) = 2 0 4
1 5 -3
-x+2y—-4z=0
( )€ Ker () & X—4y+6z=0 - x=-2z
X, ¥,z) € Ker
y 2 2x+4z=0 y=z
xX+5y-3z=0

par un pivot de Gauss sans difficulté particuliere. On en déduit que Ker (f2) = {(-2z,2,2) | z € R} = Vect((-2,1, 1)).

{(—2, 1, 1)} est génératrice de Ker (f2), constituée d'un vecteur non nul, donc est une base de Ker (f2) qui est donc de dimension 1.
Le théoréme du rang donne dim(RS) =dim(Ker (f2)) + dim(Im (f2)) d’ott dim(Im (f2)) = 2.

On peut par exemple lire les colonnes de la matrice pour voir

Im (f>) = Vect((-1,1,2,1),(2,-4,0,5), (4,6,4,-3))
Cet espace étant de dimension 2, la famille ci-dessus est liée. On peut alors remarquer que {(-1,1,2,1),(2,-4,0,5)} est une famille

libre (2 vecteurs non colinéaires) de Im (f2) qui est de dimension 2 : c’est une base de Im (f2).
Ker (f») n'étant pas réduit 2 0, f> n’est pas injective ; Im (f2) est de dimension 2 donc n’est pas égale 2 R*, donc f> n’est pas surjective.



3. On construit ici la matrice en calculant les images des 4 vecteurs de la base canonique :

(1 0. (o 1y (0o 0o (0 0
e1=lo o)’ %70 o> B {1 o % o 1

1
1 0 i . 0 . A
On trouve f3(e1) = 0 _o]Te@- 2e4 donc la premiére colonne de la matrice est o | En procédant de méme avec ey, e3,e4 :
-2
1 -2 1 0
0 1 -1 0
Mat(f?))gac) 1o 1 1 0
-2 4 -2 0
Pour le noyau on écrit
a-2b+c=0
a b b—c=0
eKer(fy) © sca=b=c
(C d] fa c—b=0

-2a+4b-2c¢=0

1 1) (0 O
donc Ker (f3) = {(Z Z) | (a,d) € [Rz} = Vect ((1 0) s (0 1)) Ces deux matrices sont libres car non colinéaires donc on a une

base de Ker (f1), et dim(Ker (f)) = 2.
Par théoréme du rang avec dim(.#> (R)) = 4 on en déduit dim(Im (f4)) = 2 : pour avoir une base de Im (f3) il suffit de trouver deux
matrices de cet espace formant une famille libre. On choisit par exemple f(ej) = ((1) _02) et fex) = (:? }1) (peut aussi se lire

dans les deux premiéres colonnes de la matrice).
fa n’est ni injective (noyau de dimension 2 > 0), ni surjective (c’est un endo : si elle était surjective elle serait aussi injective !)

2 0 0 O
a b 2a b+c 01 1 0

4. Avecf;;((C d))_ bec  2d on trouve Mat (fs, B.) = 0o 1 1 ol
0o 0 o0 2

Si on note Mj,Mp, M3, M4 les 4 matrices de la base proposée, on trouve
fM)=2M7 ; fM2)=2M3 ; f(M3)=2M3 ; f(My)=0

ce qui donne

Mat(fs,B) =

oo onnN
oo N o
o oo
o o o C

Comme précédemment on trouve (? b) eKer(fy) © a=d=0,b=—-cdouKer(fy) = Vect ([_0

d
1;le théoreme du rang montre alors que rg(fs) =3 et

e A 1 e NN

(NB : c’est 'ensemble des matrices 2 x 2 symétriques).
fa n'est ni injective (noyau non nul) ni surjective (image différente de ./ (R).

1
1 0]) Ce noyau est de dimension

5. Onvaicid'un espace de dimension 4 vers un espace de dimension 6.

1 -2 0 s .
f5((1,0,0,0)) = (0 1 1) donc la premiere colonne de la matrice de f5 est
1
-2
0
0
1
1
et en procédant de méme avec les 3 autres vecteurs de base :
1 -2 3 0
-2 4 0o 4
0 0 1 -1
Mat(f5, 8= o 1 2
1 -1 0 0
1 2 1 0

f(x,,2,1) = 023 donne 6 équations linéaires ; on a notamment z—t=0et z+2t=0doltontire z=t=0; puisx-y=0et
x—2y+3z =0 permettent de conclure a x = y = 0 également. Ainsi Ker (f5) = {(0,0,0,0)} et f5 est injective.

Le théoréme du rang donne dim(Im (f5)) = 4 < dim(.#>,3(R)) donc f5 n’est pas surjective.

Enfin Im (f5) est engendrée par les images des 4 vecteurs de la base canonique de R* ; la famille génératrice alors obtenue est de
cardinal 4 dans un espace de dimension 4 (Im (f5)) donc est une base de Im (f5).

6. Labase canonique de Rz [X] est B = (I,X,Xz). Ona



o fo)=2-(X-1)x0=2
o foX)=2X-X-D)x1=1+X
o feX3)=2X2 - (X-1)x2X=2X

d’ol1 en rangeant les coordonnées dans 98, de ces trois images dans une matrice :

2 1 0
Mat(fs,B)=[0 1 2]|=A
0 0 0

Pour le noyau on peut (pour changer) procéder matriciellement, et déterminer Ker (A) :

X X 0
2x+y=0 =-2
y|eKer(A) o Ax|y|=|0]<« Ty = Y *
Z Z 0 y+2z=0 Z=X
1 1
d’'ot1 Ker (A) = Vect [ | -2 | |. On «traduit» ensuite en polynomes : [ -2 | est la colonne de coordonnées de 1 —2X + 1.X2 ; d’otr
1 1
Ker (fs) = Vect (1 — 2X + X?) (famille génératrice 2 un polynome non nul, donc c’est une base de Ker (fs)).
fe N'est pas injective ; avec le thm du rang et dim(R2 [X]) = 3 on en conclut que fg est de rang 2.
On peut donc écrire que Im (fg) = Vect(2,1 +X,2X) et on voit en fait rapidement que Im (fg) = Vect(1,X) = Ry [X]. fs n'est pas
surjective.

7. SiP estle polynome constant égala 1, ona f7(P) = (1,1,1) ('image de n'importe quel réel est 1 !!)
Si P =X on a pour tout x, P(x) = x donc f7(P) = (0,1,-1) ; enfin si P =X%on af;(P)=(0,1,1) etsiP =X3, fz(P)=(0,1,-1).

1 -1 1 -1
De maniere générale, si P = a+ bX + X2 +dx3 on afiP)=(a,a+b+c+d,a-b+c-d).
f7(P)=1(0,0,0) ssia=0,c=0etd=—bcequi donne Ker (f7) = {bX— bX3|b e R} = Vect (X —X3) ; de dimension 1 et donc f7 n'est pas
injective.
D’apres le théoreme du rang, Im (f+) est de dimension 3 ; ¢’est un sev de R® donc c’est en fait R3 tout entier et f» est surjective.

1 0 0 O
D’ou Mat(f7,%:) =|1 1 1 1]

8. On calcule les images des 4 matrices de la base canonique :

1 0 1 0
* Ax (0 0)‘(2 0)
0 1 0 1
* Ax (0 0)*(0 2)
0 0 2 0
* Ax (1 0)‘(—2 0)
0 0 0 2
. Ax (0 1)‘(0 72)
d’ol, en contruisant colonne par colonne :
1 0 2 0
0 1 0 2
Mat (fg, Bc) = 2 0 -2 0

0o 2 0 -2
Pour le noyau, on peut procéder comme d’habitude ou suivre I'indication pour un raccourci : A est de déterminant non nul donc
est inversible. Si M € Ker(fg), on a AM = 0, et en multipliant par A~ on obtient M = 0, : d’ol1 Ker (fg) = {02} et f3 est injective ;
comme c’est un endomorphisme elle est aussi surjective et bijective.

4 Linéarité par démo usuelle.
On montre que f est injective en étudiant son noyau :
2x-y=0
u=(xy eKer(f) & f((x,y) =(0,0) Y ©x=y=0
x+3y=0
par résolution sans difficulté du systtme. Donc Ker (f) = {(0,0)} : f estinjective. Etant un endomorphisme injectif, il est aussi bijectif.
Pour la détermination de la bijection réciproque : pour tout (a, b) € [Rz, on cherche a déterminer 'unique antécédent (x, y) de (a, b) ; donc
arésoudre le systeme f((x,y)) = (a, b) d'inconnues x et y. On obtient :

x 3a+b
2x-y=a T
<>
{x+3y:b _-a+2b
7

3a+b —a+2b
7

est donc 'unique antécédent de (a, b) par f. On a ainsi I'expression de la bijection réciproque :

3a+b —-a+2b

¥ (a,b) €R%, f~((a, b)) = —

2

On peut également (c’est mieux !) utiliser les matrices : f est un automorphisme donc Mat(f, %B.) = (1

-1
3 ) = A est donc inversible, et

Mat (f 1,9, =A"1.



; 1 est 'application linéaire canoniquement associée a cette matrice donc on

3/7 117
-1/7 2/7

Avec les méthodes usuelles on trouve A~} = (
a 3 1 1 2
-1
b)) =|za+-b--a+-b
fa,b) (7u 7b-za 7)

T . s . 11 1 R
5 1. f estl’application linéaire canoniquement associée a la matrice A = 3 [1 1), donc est linéaire.
On peut remarquer que la matrice représentative de ¢ o ¢ est A2, Un calcul rapide montre que A2 = A ; donc gpo ¢ = ¢.

2. Par récurrence : c’est vrai de maniére évidente pour n = 1, et si ¢” = ¢, alors ¢"**1 = po " = @ o ¢ = ¢ ce qui donne I'hérédité.

3. s((x, 1) =20((x,y) —1d((x, ) = (x+ y,x+y) = (X, ) = (3, X).

3

4. Indications: regarder s, 52, s, .... et essayer de trouver un motif ; le démontrer ensuite (il existe diverses méthodes)

6 1. Indications: calculer les images des vecteurs de la base canonique. Puis reconnaitre une propriété fo(...) =1Id.

X 2x+10y+7z
7 1. DeAx|y|=| x+4y+3z |ontire
z —-2x-8y-6z

Y (X, 3,2 €RS, f((x,1,2) = @x+10y+72,x+4y +32,-2x -8y —62)

x=2y
2

B ;d’otuKer (f) ={2y,y,-2y) | y€

(x,y,2) eKer (f) ssi f((x,y,2)) =(0,0,0) : unrésolution du systeme montre que ceci équivaut a {

R} =Vect((2,1,-2)).
Ce noyau n'est pas réduit a 0 donc f n'est pas injective. f est un endo ; si elle était surjective elle serait aussi bijective, ce qui n’est
pas le cas. f n’est pas surjective.

2. Avecl'expression précédente, f((a,1,b)) = (2a+10+7b,a+4+3b,—2a—8—6b) ; on cherche alors a et b solutions du systeme
2a+10+7b=2

a+4+3b=1
—-2a-8-6b=-2

etontrouve a=3, b=-2.
v =(3,1,—2) convient.
3. Méme méthode : on cherche c et d solutions du systeme
2c¢+10+7d=3
c+4+3d=1
-2c—-8-6d=-2
etontrouve c=0,d =-1: w=(0,1,—1) convient.

4. Famille libre de 3 vecteurs de R3.

0 1 0
Les questions précédentes donnent f(u) =0 (Ker (f) = Vect(w) ), f(v)=uet f(w) = v; dou Mat(f,RB) = (0 0 1]

(=}
(=]
(=}

5. Avec la proposition usuelle, mais dans la base 28 : Im (f) = Vect (f(w), f(v), f(w)) = Vect (0, u, v) = Vect (u, v).

6. Enrangeant les coordonnées de u, v, et w dans une matrice :

2 3 0
P=]1 1 1
-2 -2 -1

La formule du changement de base donne B = P~1AP. Par la méthode de votre choix on trouve
-1 -3 -3
Pl=[1 2 2
0 2 1

8 1. Non. Si f était un automorphisme, on aurait sa réciproque f~1, et alors en composant :
f2=0=> (120 f2=0=>1d=0
ce qui est absurde.
f n’est donc pas un automorphisme.

2. Soit x € Im (f). 1l existe donc y € R3 tel que x = f(y).
Onaalors f(x) = f(f(»)) = f2() = (0,0,0) car f? est 'endomorphisme nul ; ot x € Ker (f).
On a bien montré que Im (f) < Ker (f).



3. Par théoreme du rang
dim(R®) = 3 = dim(Im (f)) + dim(Ker (f))
et de plus d’apres I'inclusion précédente, dim(Im (f)) < dim(Ker (f)).
Il n'y a donc que deux possibilités : dim(Im (f)) = 0 et dim(Ker (f)) = 3 (mais alors f est'’endomorphisme nul, ce qui est exclu) ou
dim(Im(f))=1 et dim(Ker(f)) =2

4, (@) f(u) estdansIm(f), donc dans Ker (f) d’apres 2;
Et u n'est pas dans Ker (f) ;
1l est donc impossible que u et f(u) soient colinéaires.
On en déduit que (u, f(u)) estlibre.

2éme solution : soient Ay, A2 réels tq Aju+ A2 f(u) =0.
Onaalors f(Ayu+ Az f(u) = f(0) =0; et donc par linéarité Ay f () + A f2(u) = 0; donc Ay f(u) = 0.
Mais comme u ¢ Ker (f), f(u) #0etdonc A} =0.
Donc en reprenant I'équation de départ, ona Ap f(u) =0, et donc Ap = 0.
On a donc montré que (u, f(u)) est libre.
(b) f(u) € Im(f) donc f(u) € Ker (f) d’apres la question 2.

(c) Onavuque Ker(f) estde dimension 2.
Si tous les vecteurs de Ker (f) étaient colinéaires a f(u), Ker (f) serait égal a Vect (f(u)), donc de dimension 1 ; ce qui n’est
pas.
1l existe donc v € Ker (f), non colinéaire a f(u).

(d) SoientAj,Ap, Az réelstelsque Aju+Ayf(u) =0+A3v=0.
En appliquant f comme en 4a, on aAj f(u) =0 etdonc A; =0.
On obtientdonc Ay f(u) = 0+A3v =0; et comme (f(u), v) sont non colinéaires, ils forment une famille libre ; d’'oti Ay = A3 = 0.
Tous les A; sont nuls : la famille (u, f(u), v) est libre. Or cette famille est de cardinal 3, et dim([R3) =3; donc c’est une base de
R3.
(e) Ona:
e flu)=0.u+1.f(w)+0.v
o f(f(w)=0(car f2=0)
e f(v)=0 (car veKer(f))

0 0 O
On obtient donc la matrice de f dans la base (u, f(u), v) : (1 0 0).
0

9 1. P estla matrice de la famille (u, v, w) dans 98.. Comme cette famille est une base, on a P inversible.

2. P~1JP estla matrice de I'endomorphisme J canoniquement associé a J, dans la base % = (u, v, w).

Calculons j(u), en utilisant la matrice :
1 -2 1
AERE T
1 -2 1

donc j(u) = —v/2u. De méme on trouve j(v) =0 et j(w) = vV2w.
-v2 0 0

On conclut de tout cela que Mat (j, ) = ( 0 0 0 ) Cette matrice est égale 2 P~1JP par formule du changement de base.

0 0 V2
1 0 1
3.72=(0 2 o|=I+K
1 1

) 2 0 0 1 0 0
On écrit ensuite PT1KP =P~ 1 (J2-1)P=P~1J2P 1= (P"1JP)"-1=|0 0 0|-I={0 -1 0.

0o 0 2 0 0 1

(NB:VkeN, (P’IIP)n = P~1J"P a savoir montrer par récurrence).
4. (a) Assez clairement M = al + bJ + cK.
(b) Par calculs sans difficulté :
a-V2b+c 0 0
P !MP =aP~'P+bP P+ cP7IKP = 0 a-c 0
0 0 a+v2b+c

1 -1 1
(0 1 O)X():();d'oﬂf(v):v
-1



1 0 0
2. Par le procédé de construction usuel la question précédente donne Mat (f, %) = (O 1 0).
0o 0 2

3. Cette derniére matrice est inversible (diagonale, coeff diagonaux non nuls) ; donc f est un automorphisme. En inversant la matrice

1 0 0
‘Mat(f L@ =[0 1 o0
0o 0 1/2
1 0 O
4. On peut toujours travailler dans la base 23.Si on note A = Mat(f, %), on a A2=|0 1 0] etonvoit que A2 =3A- 213 ; ce qui
0 0 4

permet bien de conclure que f2 =3f —21Id.
(NB : on peut travailler avec la matrice M, ou avec I'expression de f((x, y, z))) mais c’est bien plus pénible !!!)

3 1
f? =3f—2Id s’écrit aussi 2Id =3 f — f? ouencoreId = fo (Eld_ Ef)'
3 1
En posant g = 7Id - 7f ona fog=Iddonc f est un automorphisme et g = f 1.
1
De plus Mat (f ,B) = 13 - EA (en se plagant dans la base 98). On retrouve I'expression de Mat ( f ,98) déja obtenue ala question
précédente.

5. Récurrence sur n € N. Pour n = 0 la propriété s'écrit f = Id ce qui est vrai par convention.
Supposons maintenant " = (2" —1) f + (2-2")Id. Alors :

M= fref=(@"-1)f+(2-2")d)e f
=(2"-1)f2+(2-2")f
=(@"-1)6f-2d) +(2-2")f

= (BE"-1+@-2") f+(2-2")1d
=(2"3-1+2-3)f+(2-2"")1d
(2n+1 ) (2_2n+1)1d

ce qui montre ’hérédité et acheve la récurrence.

11 Indications:
double inclusion ; il faut juste traduire les hypotheses et savoir ce qu’on veut démontrer !

12 Indications:
= :en prenant x € Ker (f) N Im (f) on introduit assez rapidement un vecteur de Ker (f2)...

< :pourKer(f2) cKer(f) : si x € Ker (f2), que dire de f(x) 2

13 Indications:
1.
2.

3. SiFj et Fp sont tels que F1 c Fa, et F; # Fp, que dire de leurs dimensions ? La suite des noyaux peut-elle alors «croitre stricte-
ment » indéfiniment ?

4. Récurrence; si x € Ny 41, & quoi appartient f(x) ?

5. Commencer par montrer une inclusion ; puis.....

10



