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TD3

Relations de comparaison

Exercice 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1. siu, ~ wvyalors lim (u,—v,) =0.
n—-+oo n—-+oo
2.si lim (u,—v,)=0,alorsu, ~ v,
n—+oo n—+oo
3.siuy, ~ wpalorsud ~ v
n—-+oo n—-+oo

n

4. siu, ~ vpalorsu” ~ v
" y—too M ny n

—+00

5.siu, ~ wvpalorsl+u, ~ 1+uv,
n—+oo (o, 0)

n—+

6. siu, ~ wvpetw, = o(vy,alorsu,+w, ~ v,
n—+00 n—+00 n—+00

7.siup = o(vp) alors In(u;,) S o(In(vy)).

Exercice 2. (*) Déterminer des équivalents simples des suites suivantes :

1. (n*+3+3")(e7?"+1) n * fixe el
1 5. r (avec k € N* fixé). Celizng]
2. eln(n) —1
1
2" +1)3 n+l-+
3. ln(1+e_”z). 6. ( ) -1 " '
271
1 1 113/
. B ) 10. (1+—) (1+mn)>3
— " 7. In(n*+n+1) n

Exercice 3. (¥)
Calculer les limites pour n — +oo des suites suivantes en utilisant des relations de comparaison :

3 n_ e 1\"
n°+e" —In(n) " - (1+_)
nt-n2+vn 1n(n+1) n
n 2
8. (L+e™™)
[ 1 In(n’®-2)
2. nz—n( 1+——1) 5. —— n
( ) n? V3n?+1 9. P x" (avec k € N* fixé, et
2N 41 x€[0,1]
n+3 ln( 7 ) (on écrira x" sous forme
3. 2n-2)In|— 6 2" J : :
’ n+2 C T oonl d’'une exponentielle)



Exercice 4. Déterminer un équivalent de (u,) sous les hypotheses suivantes :
1. lim u,=3

n—+oo

2. lim nu,=2
n—+oo

3. VvneN*, n+l<u,<n+3
4. VneN, n-1<u’<n+3yn(avecVneN, u,=0)

5. VneN,0<su,—-e"<n

Exercice 5. Soient (u;) et (v,) deux suites réelles.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ces deux suites pour que e*» ~ e’r. Don-
n—+oo

nerun exempleotiu,, ~ vy ete's = o(e').
n—+oo n—+oo
2. On suppose que:
* (uy) et (v,) sont a termes strictement positifs ;

i un ~ Vn
n—-+oo

* (u,) et (v,) tendent vers une limite ¢, ot £ € R, ou £ = +oo.

Montrer que si ¢ # 1, alors In(uy) it In(v,). Montrer que si £ = 1, on ne peut rien conclure.
—+00

k}’l
Exercice 6. Soit k > 0. On cherche a montrer que k" = o(n!). On note, pour n € N*, u, = —
n!
.oou P N u 1
1. Donner lim —1. En déduire qu’il existe ny € N tel que n = nyg = ol o 2
n—+oo Uy, Up 2
Up,

: = < .
2. Montrer que: Vn = ny, u, Fn—ro

3. Montrer que lim u, =0. Conclure.
n—-+oo

Exercice 7. La série harmonique.

On pose, pour tout n € N* :

1
1. Montrer que : Vx> —1, In(1 + x) < x; en déduire que : Vk € N*, % =In(k+1)-Ink.

2. En déduire que H,;, — +o00. On va maintenant montrer que Hj, ~ Inn.
n—+oo

3. Soit la suite u;, = H,, —In n. Montrer que pour tout n € N*, u, = 0. Montrer que pour tout entier

n=2,u,<up-.

4. En déduire que (u,) converge, puis que H, it Inn.
—+00

NB : On note traditionnellement y = lim (H, —In(m)). On a y = 0.57721566... ; y est nommée
— 100
constante d’Euler-Mascheroni.



Exercice 8 (Equivalent d'une somme par comparaison série-intégrale).

N
Soit peN, et Sy = Z kP. On cherche a donner un équivalent de Sy pour N — +o0.
k=1
k k+1
1. Montrer: V k € N*, f t”dtsk’”s[ tP dt.
k-1 k

2. En déduire un encadrement de Sy pour N € N*.

Np+1

3. Montrer: Sy ~ .
N—+o0o p+ 1

4. Vérifier aI'aide de formules connues votre résultat pour p € {1,2,3}.



Solutions

1 1. Non: considérer uy =netv,=n+2.

. 1 _
2. non: considérer u, = —etvy=e "
n
3. Oui (voir cours)

. 1
4. Non: considérer up =letv,=1+—:ujl—1letv] —e.
n

1 1
5. Non: prendre uy, = ——letv= - 1. (up) et (vy) tendent vers —1 # 0 donc sont toutes deux équivalentes a —1,
n n

. 1 L
donc équivalentes; et u, +1=—etv,+1= — hesont pas équivalentes.
n n

6. Oui (voir cours)

1
7. Non: u, = /net v, = n;onobtient alors In(uy) = Eln(un).

2 L (n*+3+3")(e72"+1) ~3" x 1=3"

1 1 1
2. elnn) —1~ —— (avec —— —0)
In(n) In(n)
3. ln(l + e‘”z) ~e (avec e 0).

1 1 2
4. - ~ —— apres mise au méme dénominateur.
n-1 n+1 n?
5 n _n(n—l)(n—Z)...(n—k+l) nk
kT k! n—+co k!
B 1)3 3 1
6. = 1+2—n —1~2—nave(:2—n—>0.

7. In (n2 +n+1) ~2In(n) mais sans passer les équivalents au logarithme !!

el/2n _ 1 1

8. ~ i
ell2n 41 2
9 eVH—l—% Nen+1
3/
10. 1+—) (1+n)>3 ~nd3

3 Eléments de réponse :

n
1. ~— —+00
I’l4

(1 1

~ (m)“z
1
n+2

4. ~ne "—0
N3ln(n) o0

V3n

1

on 1

6.~ 5173

N

3. ~2nx

—

7. —e

8. —1

nk
TRt
sante: n
NB : manip non valable sur x = 0 mais alors la suite est nulle...

1
= = nk @ 1n(x) < 0 sur 10, 1[ donc on a une croissance comparée puissance / exponentielle décrois-

kenln(x) =0.
4 FEléments de réponse :

1. uy—3#0doncu, ~3.

.. 2
2. De méme nuy ~ 2 d’ou en divisant u;, ~ —.
n



Un
3. Par théoréeme des gendarmes lim — =1:u,~n.
n—+0o n

4. Comme au dessus on montre que u% ~ n d’ol1 par passage 2 la racine / u2 ~ /71 et up ~ /1 car uy, = 0.

L. . . Un
5. Lencadrement s’écritaussi VneN, e” < u, <n+e" enpar gendarmes hT — = 1:u,~e.
n—+oo e

5 Solution :
1.

eln
eln ~elr o
eln

—leen Vn Sleu,—v,—0

Un
. . e _ _
Avec uy, = n® — n et v, = n? on a bien uy, ™ U mals — =eln=Vn = ¢~ . 0 donc
n—+00 n
eln = o(e¥n)
n—+oo
2. On écrit

u
In(un) ln(un x V_Z) In(vy) +1n

7 B )
— Inl—
Un) _ 1+ Un

In(vy) ~  In(wy) In(vy,) 7 In(vp)

Un Un
Up ~ vy donc — — 1, donc ln(—) —0.
Un n

—00 si £=0 ln(ﬂ)
Sivy, —€#1,alorsIn(v,) — < In(@) #0 si >0, £#1 ;etdanstouscescas

+00 si € =+o0

1
——— — 0; d’ot1 on déduit M —
In(vy) In(vp)

1 puis In(uy) ~ In(vy).

1
Si€=1: considérons par exemple up, =1+e " etv, =1+ —.
n

1

Onabien u, ~ 1 et v, ~ 1 (ces suites tendent vers 1) ; et In(u,) ~ e~ ", In(v,) ~ — en vertu de I'équivalent classique
n

In(1 + up) ~ uy pour (uy) tendant vers 0 en +oo.

" et — ne sont pas équivalents ; donc In(u,) et In(v,) ne le sont pas non plus.
n

6 Solution :

u k Up
1 L apres simplifications ; donc —+1 —0.
up n+l

Par définition de la limite, on en déduit dlrectement le résultat voulu.
2. Montrer que: VY n = ng, up < _Hno_
. que: > ng, Un < 5

On effectue une récurrence.

. ny sz .
* Aurang ng, on a bien uy, < gno——ono = ug : la propriété est vraie au rang ng.
¢ Soit n = ng tel que uy, < Uno_
n=on-ng*
. Upt1 _ 1 . 1 N T
n = ng donc par la question 1, ona —— < 5 ce qui donne uy,41 < 3 Un apres multiplication par uy > 0.
Un
Ainsi:
1 1 up, Up,

Up1 S —Up < = =—
n+1 2 n 2 2h—ng 2n+1—n0

en utilisant la propriété au rang n ; ce qui donne I’hérédité.
« Onadonc:Vn>ny, up< 10

: =2 ng, Up < on—ng
3. Comme uy > 0 pour tout n, on al’encadrement :

Unyg

= < < —
Vn=ng0<up an—np

u k"
Comme zn#no — 0, le théoréeme des gendarmes donne u;, — 0, donc — —0;ce qui implique que k" = o(n!).
n!
7 Solution

1. Etude ultra-classique de la fonction x — In(1+x)— x sur ] —1, +oo[ : un tableau de variation montre que cette fonction
ne prend que des valeurs négatives.

In(k+1) —-In(k) = ln(%) =In

appliquer I'inégalité précédentea x = 1/k (on abien 1/k > —1)

1 1\ 1 .
1+ % donc il faut montrer In{1+ — 2 % pour tout k € N* ; ce qui renvient a



2. On somme cette derniere inégalité pour k allantde 1l a n:

=
i=

1 n
P > Z (In(k+1)—In(k)) =In(n+1)-In(1)  par téléscopage
k=1

donc Hy, = In(n+1). Comme In(n + 1) — +o0, par minoration on a aussi H;, — +oo.
3. Avec la minoration précédente : Hy, —In(n) = In(n+ 1) —In(n) = 0 (croissance de la fonction In).
Calculons
Up—up-1=Hp-In(n)-Hy-1 -In(n-1))
=H;,;-H;-1+In(n-1)-In(n)
1 n-1
=—+In )
n
q
1- =
n

n
. 1 1 . . L. 1 1 1
maisavecn=2, —— = ~3 > —1donc on peut appliquer la question 1 et écrireIn|1 — — [ < ——;doncIn|1 - —
n n n n
0.
Onabien:Vn=2, u,;—u;—1 <0: lasuite (u;) est décroissante.

1
=—+In
n

+

4. Décroissante et minorée par 0 : (©5;) converge.
On étudie le quotient :
Hy In(n)+up Un

Inm)~ Inm) ~  Inn
et avec u, — £ € R et In(n) — +oo on trouve

Hp

lim =
n—+oo In(n)

doncH,, ~ In(n).
n—+oo

8 Indications:

1. Croissance de l'intégrale : si f () < g(¢) sur [a, b], alors ff fde< ffg(t)dt.
Par croissance de ¢ — tP :

k
sur [k—1,k], tP < kP doncf

k
t"dts[ kPdr=kP
1 k-1

+1 k+1
etsur [k, k+1], tP = kP donc[ tPde 2[ kP dt = kP donc on a’encadrement.
k k

2. Onsomme pour k allantde 1 aN:

N ( rk 1 2

X U tpdt):f tpdt+f Pdr+...
=1 k-1 0 1

N k+1 N+1

> (f t”dt) :f Pdr.

k=1 Wk 1

On trouve finalement

+

N N
f tPde= f tP dt par Chasles ; et de méme
N-1 0

N N N+1
f t’”dtsZkl’s[ P de
0 1

k=1
et en calculant ces intégrales :
Np+ 1

N p+1 _
< 2: kF’g.Qii}l_____l
p+l [ p+1

3. Alaide de '’encadrement précédent on trouve

SN IRVAE|
1< <1+ = -
NP+l N NP+1
p+1
N
et par gendarmes N 1.
p+1
N 2
N(N+1 N
ST
=1 2 N—+oco 2
i 22 NN+ DEN+1) PN\
PR 6 N—+co 6 3
N k_(N(N+1) 2 NZ) Nt
Pl 2 N—+oo | 2 4

La formule est bien vérifiée.

S|



