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TD4
Séries numériques

Exercice 1. (*) Donner la nature des séries suivantes :
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Exercice 2. (*) Justifier I'existence des sommes suivantes, et donner leur valeur.
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) et ln(—) ; pour Ss, on cherchera a et b tels que :
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Exercice 3. Soient a et b deux réels strictement positifs. Discuter suivant les valeurs de a et b la convergence

ak
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de la série )

Exercice 4. (Suite récurrente et série)
Soit (1) nen définie par ug >0, et: VneN, uy.; = uze "n.
1. Montrer que (u;) est a termes > 0. Montrer que (u,,) converge, et donner sa limite.

n
2. On pose v, =In(uy). Montrer: VneN, Z U =Vo— Untl.
k=0

3. En déduire que Z u, diverge.

Exercice 5. (Etude d’une suite par la série télescopique associée)
2n)!

Pour tout n €N, on pose u;; = ——.
POSE Un = o ny2

Un+1

1. Déterminer un équivalent de ln( ) En déduire lim In(u,), puis lim u,.
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2. En procédant de maniére similaire, montrer que liIP nu, = +oo. En déduire la nature de la série Z Uy.
n—+o00



Exercice 6. Soit ) a, une SATP convergente.

1. Soit x € [0,1]. En majorant les sommes partielles de la série de terme général a, x”, montrer que cette
série converge.

2. Soit x € [-1,0]. Montrer de méme que la série de terme général a,x" converge (on pourra examiner sa
convergence absolue).

Exercice 7. (Développement en série entiére du logarithme)
On considere un réel x € [0, 1.

n
1. Soit £ € [0,1]. Donner la valeur de Z (— t)k.
k=0

k+1 x ¢n+1

.y o ¢ kX
2. Enintégrant cette derniere égalité entre 0 et x, montrer que: »_(-1) dr

=0 k+1

:ln(1+x)+(—1)”f
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3. Onrappelle quesi f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle[a, b] telles que: ¥ t € [a, b], f(t) < g(?),

b b
alors : f fde < f g() dt (croissance de l'intégrale).
a a

n+l x ¢n+1
En encadrant 157 sur [0, x], montrer que : lim ( f dt) =0.
0
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(_l)kxk+1 +o0o (_l)kxk+1
4. Montrer que la série de terme général 1 converge, et donner la valeur de Z 1
k=0

Exercice 8. (Critére de d’Alembert)
Soit ) a,, une série a termes strictement positifs.

a
1. On suppose que: lim l_p<1.
n—+oo

On considere r telque £ < r < 1.
(a) Montrer qu’il existe ng entier tel que : V n = ng, ap+1 <ray.

(b) Montrer: Vn = ng, a, <1’ ™ay,. En déduire que la série }_ a,, converge.
Xk
(c) Application : montrer que la série exponentielle Z o converge pour tout réel x.
k=0 ™*
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2. On suppose cette fois: lim =0>1.

n—+oo q,
On considere r’ tel que 1 < 1’ < £.

(a) Montrer qu'il existe ng entier tel que : V n = ngy, ap+1 =r'ay.
(b) Montrer: Vnz=ng, a, = (r')*"" an,. En déduire que la série }_ a, diverge.

ap+1

3. On suppose enfin que lim =1.

n—+oo a,
En considérant des séries de Riemann, montrer qu’on ne peut pas conclure sur la nature de Y u;,.

Exercice 9. (Séries semi-convergentes)
Soit S i ="
Ot ON = .
n=1 ti
1. Pour N € N*, calculer les quantités Son+2 —San, S2n+3 —S2n+1, San+1 —S2n- En déduire que les suites (Son)
et (Szn+1) sont adjacentes.
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2. En déduire que la série Z converge.

3. Montrer que, pour 7 — 400, . Donner la nature de ces deux séries. Conclusion?




NB :la série étudiée est un cas particulier de série alternée. On montre en fait (hors-programme) :

Soit (a,) une suite positive, décroissante, tendant vers 0. Alors la série ) _(-1)"a, converge.

Exercice 10. (Etude du reste d’une série convergente / des sommes d’une série divergente)

On s’intéresse a la série de terme général 5 On va montrer sa divergence, puis donner un équivalent de
n

ses sommes partielles (qui tendent donc vers +00).

) : n+lode 1 noode
1. Soit n = 3. Montrer '’encadrement : f < < f .
n tin(t) nln(n) n—1 tIn(r)

n

2. En déduire un encadrement de S, = Z

1
2 m ; puis un équivalent de S,.

On s'intéresse maintenant a la série de terme général

ny'n
3. Justifier que cette série converge.
) : ntlodg 1 node
4. Soit n = 2. Montrer 'encadrement : — < ——==< —.
n t\/; n \/ﬁ n-1 t\/;
+00
5. En déduire un encadrement du reste partiel R, = Z ——, puis un équivalent de R, (on pourra com-
k=n+1 k\/E
N
mencer par encadrer Z ——,avecN=n+1).
k=n+1 k\/%



Eléments de réponses

ot

1 1

-~ — donc cv par comparaison a une série de Riemann (on a bien des termes positifs)
nc+n+1 n—+oon

3 " P 1

— =3|-| cvcarsérie géométrique avec | —

4n 4 4

<1

ﬁ — 0doncln (1 + ﬁ) o # donc dv par comparaison a Riemann (2/3 < 1).

e 2t = g x (e_z)j cv car série géométrique
( ! 1) 2 2 E t r é(at itifs 1) ! ! 2d tg de séri d
- —|=-———— ~ ——. Enpassant par 'opposé (a termes positifs !) : — — ~ — donc e série cv, donc
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La série de tg =2x — converge comme série exponentielle ; celle de I'énoncé converge également.
n!

n% x yne " =n®2e " - 0donc ¥ v/ne~" cv par test de Riemann.
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2 L
— - donc série divergente.
i

2
. n - . . -
Test de Riemann : n? x on =nte mn@ o par croissances comparées ; donc série cv.

1. 81 =X (e2)" (donc converge, cf. exo précédent) ; $1 = -

La série définissant S est géométrique de raison 1/2.
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3 Sib<1,hk—>Oetdoncl+bk—>1,donc~l.

a
Dans ce cas
1+

Sib=

a
Sib>1,ona
1+
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2.

3.

o ~ ak, etla série converge ssia<1.
ak ak R .
1, ——— = — et on ale méme résultat.
1+bk 2

a\k . .
~ (f) ,donc il y a convergence ssi a < b.

pk b

1. Parrécurrence sur n: ug >0 ; et si u, > 0 alors uy 41 = upe'” > 0.

Un+1 — A
Onaalors —— =e~ %7 < 1: (uy) décroit.
Un

Décroissante et minorée par 0, elle converge. Th point fixe : sa limite vérifie £ = teCsoite(1-e O =0ce qui donne £=0

Up+1 =In(uye1) =1n(uy) — uy = vy — uy. Donc uy = vy — Vy41, et par téléscopage
n n
> Uk = ) (W= Vgy1) = V0~ Vpt1
k=0 k=0
On s'intéresse a limy,— o0 (Z{_g k| = im(vg - vp1).
u, — 0 donc vy, =In(uy,) — —oco et donc ZZ:O Up — —00: Y uy diverge.
u 2n+1)2n+2 2n+1 u 2n+1 1 1 1 1
1. "H:( ¢ )= don ln( ”H):ln( )=ln(l—7)~—7~——(avec—iao).
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u
La série des —In ( ntl diverge car son terme général équivaut a o (série de Riemann divergente) et on compare des SATP.
Un n
- Un+1) .. <
Donc la série de TG In diverge également.
Un



Comme cette série est a termes négatifs, la suite des sommes partielles décroit et diverge, donc — —oo.
Or par téléscopage

N N
> ln(M) = Y (n(up+1) - In(up)) = In(un+1) - In(up)
n=0 Un n=0

etdonclIn(uny1) — —cocequidonne lim uy =0.

N—+o0
Upy1 N+lupyyy n+12n+1 2n+1 .
. Avec v, = nupy, =— =— = et on trouve par des calculs similaires
Un n Un n 2n+2 2n

Un+1 2n+1 1

In|—|=In ~—

Un 2n 2n
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Par comparaison a Riemann la série de TG In ( ) diverge ; cette fois ces sommes partielles tendent vers +oo donc In(vy) — +oco

Un
et vy — +oo.
. . 1 . . N
On a alors I'existence de ng tel que n = ng = nuy, = 1; ce qui donne alors u, = — et la divergence de Y. u, par comparaison a la
n

série harmonique.

1. Pour0<x<1,lasérie) a,x" esta termes positifs, et on a
0sx<1=20<x"<l1=0<apx"<ap

Y ay converge donc Y. a, x" converge par comparaison de SATP.
NB : on n'est pas obligés de passer par les sommes partielles ! si on veut le faire on peut écrire

N N
Y anx"< Y an<S$
n=0 n=0

+o0

ousS=%,2

ay, existe par hypothese ; les sommes partielles de la SATP Y a,, x™ sont majorées donc cette série converge.
. Si x €[-1,0], alors |x| € [0,1] et avec a, = 0 on a |a, x| = an|x|". Le méme raisonnement montre que Y lanx™| converge, donc

Y anx™ converge absolument, donc converge.
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avec des primitives usuelles.

1 t”+1 t"+1
. Pourte[0,1]]ona-<—<ldonc — < —— < "+l eten intégrant sur [0, x]
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on conclut en appelant les gendarmes.

. Onavu
x tn+1

n xk+1
Z(—l)"—:ln(1+x)+(—1)”f ——dr
= k+1 o 1+t
—0 pour n—+oco
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Les sommes partielles de la série Z(—l)k ont donc une limite finie : cette série converge et sa somme vaut In(1 + x).

a
1. (a) r>¢doncil existe np tel que: Vn = ng, "—Hsr

an
(b) Récurrence puis comparaison a une série convergente
k

X a
(c) aj = — doncun calcul simple donne lim k+l
k! k—+oc0 aj

; on devrait se trouver dans le cas de figure de cette question...

(a) Comme en laavec 1’ <¥.

(b) Récurrence puis comparaison a une série divergente.

1 1
SoNs2 —SoN = e -
A2 ONT2 VN4l

(S2n+1) est croissante, et que la différence de ces deux suites tend vers 0.

1. , et ca marche de maniére similaire pour les autres. On en déduit que (S,N) est décroissante,

. Les suites de la question 1 sont adjacentes donc tendent vers la méme limite S. Comme Sy — S et Son+1 — S on en déduit que
n

SN — S : les sommes partielles de la série de terme général ont une limite finie, donc cette série converge.

. L'étude du quotient donne I'équivalence.

_1\n . . —_1\n L.
Comme Y, % diverge, on en déduit que Z(% + %) diverge (convergente + divergente) et que Y. L converge : deux séries de

vn vn

terme général équivalent n’ont pas forcément la méme nature ! (car ici ce ne sont pas des SATP)



est décroissante.

La fonction ¢ — ¢In(t) est croissante donc son inverse ¢ — n
n

10 1.
puis les deux inégalités voulues par intégration

Onendéduit: Vte [n,n+1], — < —;etVte[n-1,n], — > ———
tin(t) nln(n) tin() = nln(n)

sur les intervalles respectifs.

2. Ensommant: . v
n + n n
i=2 Uk k-1 tIn(?)

tin( )~ /2, klntk) ~ /o

k+1  q¢ n+l  (qp
(fk tln(t)) ’fz tIn(z)
e )=
k-1 tn(n) )1 tin()
t !
Ces deux intégrales se calculent en remarquant que = est de la forme w ;on trouve 'équivalentS;; ~ In(In(n))
tin(t) In(#) u n—+oo

et on a par Chasles
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3. Riemann
4. Idem...
5.
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et avec une primitive de [ —— = 73/2 quiest t— =——
Vit -1/2 Vi
N 2 2

2 2
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En passant a la limite N — 400 on trouvera un encadrement qui donnera facilement Ry, ~ NG
n—+oo n



