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Séries

Pour cette semaine, tous les exercices étoilés
de la feuille de TD4 sont exigibles.

Séries

• Définitions : série de terme général un . Sommes partielles. Série convergente, série divergente. Diver-
gence grossière. Convergence absolue ; elle implique la convergence.
En cas de convergence, définition des restes partiels.

• Sommes usuelles :

–
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n=0

xn
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= ex

–
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qn = 1

1−q
,

+∞∑
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nqn−1 = 1
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n(n −1)qn−2 = 2
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– série téléscopique : (un) et
∑

(un+1 −un) ont même nature (doit être redémontré via les sommes
partielles) ; somme en cas de convergence.

• Théorèmes de comparaison :
Tous ces théorèmes s’appliquent à des SATP. Pour des séries à termes négatifs on passera par la nature de∑

(−un) ; on pourra aussi examiner la convergence absolue (la semi-convergence n’est quasiment pas au
programme et doit faire l’objet d’indications).

– Si∀n ∈N, 0 É un É vn :
∑

vn cv⇒∑
un cv, et :

∑
un dv⇒∑

vn dv. Extension lorsque les comparaisons
sont vraies à partir d’un certain rang.

– Soient
∑

un et
∑

vn SATP telles que un =
n→+∞ o(vn) : si

∑
vn cv, alors

∑
un cv.

– Si
∑

un et
∑

vn sont des SATP, telles que un ∼
n→+∞ vn , alors

∑
un et

∑
vn ont même nature.

Deux séries de terme général équivalent étant de même signe à partir d’un certain rang, on note
qu’il est suffisant que

∑
vn soit une SATP (on a donc un critère d’«équivalence à une SATP»).

• Séries de référence : Riemann (démo du critère HP), géométriques, exponentielle.

• « Test de Riemann » : si nαun → 0, avec α> 1, alors
∑

un converge (la convergence doit être redémontrée

par comparaison avec
∑ 1

nα
).

• Pas au programme : d’Alembert, tout résultat sur la semi-convergence (en particulier le critère des séries
alternées).


