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Exercice 1 (une suite récurrente)

Pour tout réel x > 0, on pose :

1
g(x)=exp ((2 - ;) ln(x))

Partie I : Etude de la fonction g
1. Déterminer )611151+ g(x) et nglwg(x).
2. Soit h la fonction définie sur R} par:
Vx>0, hx)=Inkx)+2x-1
(a) Démontrer que la fonction h est strictement croissante sur R’ .
(b) Démontrer qu’il existe un unique réel o > 0 tel que h(a) = 0. Justifier que % <a<l.

1
(c) Démontrer que: Vx>0, g'(x) = —Zh(x)g(x).
X

(d) En déduire les variations de la fonction g sur R}.

Partie I : Etude d’une suite récurrente
Soit (1) nen la suite définie par son premier terme g > 0 et la relation de récurrence :
VneN, up+1=gluy)
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, existe et u, > 0.

4. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un réel ug et un entier n et renvoie la liste
des n + 1 premieres valeurs de la suite (1) ,en de premier terme ug.
5. (a) Etudier le signe de (x - 1)In(x) pour x > 0.
b
(b) Montrer que: Vx>0, g =1.
x

(c) En déduire que pour tout réel x > 0, on a g(x) = x, et que 'équation g(x) = x admet 1
comme unique solution.

6. Etudier les variations de la suite (1) sen-

7. Dans cette question uniquement, on suppose que i €

1 ]
=1].
2

(b) En déduire que la suite (u,) ,eny converge, et déterminer sa limite.

1
(@) Démontrer que: VneN, u, € X 1{.

8. Dans cette question uniquement, on suppose que ug > 1.
(a) Démontrer que: VrneN, u, > 1.

(b) En déduire que la suite (1) ,en tend vers +oo.

1
9. Dans cette question uniquement, on suppose que 0 < 1y < 3
La suite (1) nen est-elle convergente 2



Exercice 2 (deux suites implicites)

Soit n € N. On s’intéresse dans cet exercice aux solutions positives de I'équation e* = x”, d’inconnue x.
On pose la fonction f;, telleque: Vx =0, f,(x) =1-x"e™*.

1. Montrer, pour x=0: e*=x" & fn(x)=0.
2. Etudede f;,.

(a) Montrer que f;, est dérivable sur R, . Dresser son tableau de variation sur R..
(b) Sin <2, combien de solutions admet I'’équation proposée ?

(c) Donner un apercu de la représentation graphique de f3. On donne la valeur approchée :

3\3
2] =1
e

Dans tout ce qui suit, 72 est un entier supérieur ou égal a 3.

3. Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions positives u,, et v,, avec
Up <n< vy
On pourra appliquer deux fois le théoréme de la bijection sur des intervalles bien choisis.

4. Convergence de (i,,).

(a) Montrerque:1<u,<e.
(b) Montrer que f;+1(un) =1— uy,, et en déduire la monotonie de (uy,).
(c) Montrer que la suite (u,) converge, et donner un encadrement de sa limite, notée ¢.

(d) Onsuppose £ > 1. En utilisant que (u#,)" = e"» conclure a une absurdité. Que vaut liIP Up?
n—+oo

5. Equivalent de (u,, — £).

(@) On suppose qu'on a programmé une fonction Python d’en-téte def u(n) qui renvoie,
pour un entier n = 3 passé en argument, une valeur approchée de u;,.
On exécute alors le script suivant :

import matplotlib.pyplot as plt
L=[]
for n in range(3,200):

L.append (n*(u(n)-1))
plt.plot(range(3,200),L)
plt.show ()

On obtient le tracé suivant :
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Qu’a-t-on tracé ? Déduire de cette figure une conjecture sur un équivalent de u; — 1.
(b) Onpose a, =u,—1:onadonc u, =1+ay, avec nlil}rlooocn =0.

En utilisant que u,, est une solution de ¢* = x", montrer que nIn(1 + «5) = u, ; en déduire
un équivalent de «,.

6. Etude de (v,,).
(a) Montrer que lim v, = +oo.
n—+oo

. P . Un
(b) Montrer que v, = nln(vy), puis en déduire que v, > nIn(n). Que vaut nhIP —2?
4o 1

v v v
(c) Montrer que ——In (—") =1In(n); endéduire que — ~ In(n), puis un équivalent de v,,.
n n n n—+oo

Exercice 3

Dans tout le probleme, on considére la suite (i) ,en définie par ug =0, u; =1 et la relation pour tout
ndeN, U2 =Ups1 + Uy .

1. (a) Montrer que la suite (1) ,en+ €St une suite d’entiers naturels.
(b) Montrer que (u,) est strictement croissante a partir du rang 2.

(c) Déterminer lim u,.
n—+oo

Dans toute la suite du probléme, a et b (avec a > b) désignent les deux solutions de I'équation du
second degré suivante: x> — x—1=0.
1 . ) .
2. (a) Calculer a et b. Montrer que : b =1 - a = ——. Etablir les encadrements suivants : 1 < a <
a
2; —1<b<0O.

1
(b) Montrer que, pour tout nde N, ona: uy, = ﬁ (a™-Db").

(c) En déduire un équivalent de u, lorsque n tend vers +oo.



Un

. Montrer: lim — =0.
n—+oo 21
Up 1
. Montrer: VkeN, — = o|—|.
21 n—too | pk
. Pour N> 1, on note Sy = ’;1 TR

(a) Montrer: VN =1,Sy=4Sn+2 —2SN+1 — 1.
On pourra utiliser la relation de récurrence vérifiée par la suite (uy).

(b) Pour les cubes : montrer que S = Nlim Sy existe (pour les carrés, on 'admet).
—+00

(c) Donner lavaleur de S.

. On pose, pour tout nde N: B, = up41 — auy,. Montrer: VneN, f, = b".

. Onrappelle que pour tout réel x, la partie entiere de x est 'entier noté | x| qui vérifie: |x] < x <
[x] +1.

(a) Etablir, pour tout n de N, I'égalité suivante : auz,] = uzpq — 1.
On pourra utiliser la définition de,,.

(b) Exprimer pour tout n de N* |auy,-1] en fonction de uy,.



