ECG2B Année scolaire 2023-2024
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

Devoir maison n°3bis
Rendu libre

Vous traiterez au moins un des deux exercices suivants.
(NB :T'exercice 1 a été donné en DS I'an dernier ; les cubes se dirigeront plutdt vers 'exercice 2, mais il n’est pas
forcément superflu de s’assurer que vous le maitrisez)

Exercice 1

1. On définit la fonction f par:
X
fx)= (1+§)ln(1+x)—x

(a) Quel est 'ensemble de définition de f ? Montrer que f est de classe € sur cet ensemble de défi-
nition, que 'on notera 2 12

(b) Calculer f'(x) ; montrer: Vx€ Py, f"(x) = 2(1+x)2
Déterminer le signe de f’, les variations de f et le signe de f sur @y.

(c) Montrer: VxeR*, f"(x) < g

3
(d) Endéduire: VxeR*,0< f(x) < f—z

2. On définit dans cette question la suite (u,) ;> par:

nle”
VY neN¥, unzln( )

n"\/n

(a) En calculant soigneusement u, — u,+1, démontrer que :
" 1
VrneN" u,—up1=nf|—
n

(b) En déduire que la série Y (1, — u,+1) est convergente.
(c) Quelle est la nature de la suite (u,) ?

(d) En déduire qu’il existe une constante C > 0 (qu'on ne cherchera pas a calculer, ce sera pour plus

tard) telle que :
n

nl o~ Cn—\/ﬁ

‘n—+o0 el

Exercice 2

On admet le Théoréeme de Cesaro :

. . . 1 ¢
Soit (1;,) n>1 une suite convergeant vers £ € R ; on a alors : hrP — Z up ="¢.
n—+oo pn
k=1

Dans toute la suite, on considére une suite (x,),en+ de réels positifs telle que la série de terme général x;,
converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note :

n n

n
1
Sn=) Xk, Tn=—=) Sk, =——0) ix;
" kX::1 " n+1;75 Vn n(n+1)i§‘1 !

n 1 n
1. (a) Montrerque:VneN*, Y yy=——> (n+1-i)x;.
k=1 n+li5
n
En déduire ensuite que, pour tout nde N*,ona: T, = Z V-
k=1
Indication : on pourra utiliser une formule permettant d’intervertir une somme double.



(b) En utilisant le résultat admis au début de ce probléme, établir que la série de terme général y,

+00 +00
converge et que : Z Yn= Z Xn.
n=1 n=1

n n
2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n nonnul: z, = (H xk) .
k=1
On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie :

+oo +00
Y zn<e) xp.
n=1 n=1

(a) On admet que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier naturel n non
nul,ona:

k=1

1 12
v aner 3 s <1 £ o)
n n i

Montrer que In est concave sur R’. En déduire que :

n lﬂ 1 n
VYneN*, Y(ay, ap,...,an) € R)", [ [[ax| <= ak
k=1 n =1
1 n 1/n
(b) Justifier que, pour tout entier naturel n nonnul, ona: z; = (|)—1/n kxp .
n! =1
L. n+1
En déduire que: z, < Wyn.

(c) Montrer que, pour tout réel x positif, on a: In(1 + x) < x.

1 n
(d) En déduire que: VneN*, (1 + —) <e.
n

n
(e) Calculer Z k(ln(k +1)— ln(k)) (on fera apparaitre une somme téléscopique)
k=1

o . (n+1" 2 1\*
(f) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul, ona: —= H 1+ AR
n k=1

+00 +00
Montrer enfin que la série de terme général z,, converge et que : Z zp<e Z Xp.
n=1 n=1

3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élément de [1,n—1], on

a:
1 k (k+1)/n 1 k+1
—ln(—) sf In(x)dx < —ln(L)
n n kin n n

1

(b) Calculer I'intégrale f In(x) dx et en déduire que:
1/n

1 1& (k 11
VneN\{O,l},—1+—<—Zln(—)<—1+—+n(n).
noongo

1 & k
(c) Déterminer lim (— Zln(;)),puis établir que: ()"~ 2

+oo| m T n—+oo g



