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Devoir maison n°3
Corrigé
Exercice 1

Soit x un réel de I'intervalle [0, 1] et k un entier naturel.

n
1. Déterminer un équivalent de ( k) lorsque 1 — +oo (avec démonstration !).

nk

~ =
n—+oo k!

n

f. TD :
¢ k

n sy /)
2. Montrer que la série ) ( )x” est convergente. On note si(x) = )_ (k)x”

n=k

Avec la question précédente on a donc I'équivalent :

n\ 1 k. n
(k)x nreo 1t

On est ramenés a I'étude de la série Y, nkxn (I'indice de sommation est n ; k et x ne sont «que» des
parametres).
Puissances vs. géométriques : on effectue un test de Riemann !

x €[0,1[ donc |x| < 1 ; par croissances comparées :

lim n?x (nkx”) = lim n**2x"=0
n—+o0o n—+oo

d’oi1 on déduit que

1
nkx" = o (—)
n—+oo |\ n2

. 1 . . L.
La série Z — converge (Riemann, o = 2 > 1) donc par comparaison de SATP la série Z nkxn converge ;
n 7

. . L. n
puis encore par comparaison de SATP la série ) _ ( )x” converge.
n=k

3. Vérifier, pour tout réel x de [0, 1] :

()—L t ()—L
So (X _l—x et $1(x _(l—x)2

En remplacant k par 0 :

etenremplacant kpar1:

+00 n . +o00o . +00 el x
sl(x):Z 1x :an :xan :W
n=1 n=1 -

n=1

ol on a reconnu les formules de cours surla somme d’'une série géométrique, et d'une série géométrique
dérivée (on a bien |x| < 1).



4. Pour tout couple d’entiers naturels (7, k) tels que 7 > k, montrer :

[

Exercice classique (formule de Pascal) : c’est de la manipulation de factorielles.

n n n! n!
+ = +
(k) (k+1) k'(n—-k)! (k+D'(n-—k-1)!

: nl(k+1) . nl(n-k)
Kk+1)(n—k! (k+D(n-k-1)(n-k

_n!(k+1+n—k)

 (k+D!(n—-k)!

B nl(n+1)

~(k+D!(n-k)!

B (n+1)! _[n+1

C(k+D(n-k)! (k+ 1)

5. Pour tout entier naturel k et pour tout réel x de [0, 1[, déduire de la question précédente :
Sk+1 (%) = X85 (X) + XSg11 (X)

Indication : on commencera par changer d’indice en posant m = n—1 dans la somme donnant sy, (x) ;

k
on pourra, si besoin, étendre le résultat de la question précédente a an = k en posant ( 1l 0)

o k+1 k k k+1 k
NB : la formule de Pascal s’écrit, pour n =k : = + . Comme = =1, en posant
k+1 k + + k

k
par convention 1l 0, on a bien une formule valide pour n = k.

+00 n +00 m+ 1 . . .
Ske1(x) = Z ( x" = Z x™*1 en suivant 'indication. Ensuite on a, en utilisant la formule

n=k+1 k+1 m=k k+1
précédente :
+00 +00 +00 +00
m m m m m
sk+1(x)=x2(( )+( ))xmzxZ( )xm+x2( )x’":xsk(x)+x2( )xm
e\ K k+1 i\ Kk e \k+1 e \k+1
+00 +00
La derniére somme n’est pas exactement si.1(x) car on a une somme Z au lieu de Z ... mais le
m=k m=k+1

k
terme m = k qui manque vaut
d d (k +1

)xk et est doncnul !!

Ainsi :

3 m 3 m m
X)=Xx x+x§ X" =xsp(x)+x E x"=xsp(x)+x X
Sk+1(X) Sk(x) = kel Sk (%) L k+1 Sk () Sk+1(X)

6. Montrer finalement par récurrence la formule du binéme négatif :
k

VkeN, Vxe[0,1] sp(x) = ———
’ b Sk _(l—x)k“

. N . 2 2 x
Avec x # 1, la relation établie a la question précédente se transforme en sy, (x) = l—sk(x). Avec de
-x

1
plus sp(x) = % une récurrence sur k € N donne le résultat sans beaucoup de difficultés.
-Xx



Exercice 2

Une urne contient initialement deux boules rouges et une boule bleue indiscernables au toucher.
On appelle « épreuve » la séquence suivante :

On tire une boule de I'urne, puis :

¢ Silaboule tirée est bleue , on la remet dans 'urne.

* Silaboule tirée est rouge, on ne la remet pas dans 'urne mais on remet une boule bleue dans 'urne a
sa place.

Lexpérience aléatoire consiste a effectuer une succession illimitée d’épreuves.

Pour tout entier naturel 7 non nul , on note Y,, la variable aléatoire discréte égale au nombre de boules
rouges présentes dans 'urne a I'issue de la n-ieéme épreuve.

On notera pour chaque entier naturel k non nul les événements suivants :

* Ry : «Lors dela k-iéme épreuve on a extrait une boule rouge de 'urne » .
¢ B : «Lors de la k-iéme épreuve on a extrait une boule bleue de I'urne » .
1. Compléter la fonction ci-dessous afin qu’elle simule un tirage de la variable aléatoire Y,,.

. 5 . . e s . r
Lurne contient a tout moment 3 boules. Si elle contient r rouges, la probabilité de tirer une rouge est 3 ;

dans ce cas il y aura une boule rouge de moins au tour suivant. De plus si a un instanton a r = 0, alors r
reste nul.

Le code consiste alors a faire évoluer la variable r, initialement égale a 2, selon ces regles sur n expéri-
ences, et a renvoyer la valeur finale.

import numpy.random as rd
import numpy as np

def Y(mn):
r = 2 # nb de rouges ds 1’urne
for i in range(n) : # n expériences
if r>0
if rd.random() < r/3 : # si on tire une rouge
r = r-1 # on la retire et on met une bleue & la place

return r

2. Donner laloi de probabilité de Y;.
Y; est le nombre de boules rouges présentes dans 'urne apreés un tirage. Comme il y en a deux initiale-
ment, il peut en rester une (si on tire une rouge) ou 2 (si on tire une bleue).
Donc Y (Q) = {1, 2} et avec les événements définis par 'énoncé :

2 1
PY1=D)=PRi1)= 3 P(Y1=2)=PB1) = 3

3. Déterminer, en justifiant soigneusement, Y, (Q) pour n = 2.
Si on fait n = 2 expériences, on peut :
* ne jamais tirer que des boules bleues, auquel cas on auraY,, = 2
e tirer une et une seule boule rouge, auquel cason auraY, =1

* tirer deux boules rouges ; auquel cas 'urne ne contiendra plus de boule rouge et Y,, = 0.

Ainsi Y, (Q) ={0,1,2}.

4. Calculer pour tout entier naturel non nul 2, P(Y,, = 2).
Lévénement (Y, = 2) se formule comme : «apres n tirages, il y a 2 boules rouges dans 'urne» . AU vu
du protocole expérimental décrit, ceci arrive ssi on tire n fois une boule bleue. Le contenu de I'urne est
identique a chaque tirage : 2 boules rouges et une boule bleue.
On a donc par probas composées :

n 1 n
P(Y,=2)=P (ﬂ Bl-) =P(By) x P, (B2) x ... X Pg,n B, , Bn) = (5)
i=1

1
chaque probabilité de ce produit valant 3



5. On pose pour tout entier naturel non nul n, u, = P(Y, = 1).

2
(a) Rappeler lavaleur de u; et montrer que u; = 3

2
Onavuque u; =P(Y; =1) = - en question 2.

On a up =P(Y2 = 1) : c’est la proba de n’avoir plus qu'une boule rouge dans 'urne apres 2 tirages.
Il y a deux possibilités : on tire d’abord une bleue puis une rouge ; ou d’abord une rouge puis une
bleue.

Donc u, = P((Bl NR)URIN Bz)). Les deux événements formant cette union sont clairement in-
compatibles. Par probas composées :

uz =P(B1 NR2) +P(R; NBz) =P(B1)Pg, (R2) + P(R1)PR, B2) = s x =+ =x ==

Wl
Wil
wiln

2
3

W -

2 .
Pg,(R2) = 3 car c’est la proba de tirer une rouge dans une urne contenant deux rouges et une bleue

2 .
Pg,(B) = 3 car c’est la proba de tirer une bleue dans une urne contenant une rouge et deux bleues.

(b) En utilisant un systeme complet d’événements lié a la variable Y,,, montrer que pour tout entier
naturel n > 2,

2
Un+1 = gun'i‘ﬁ

Cette relation reste-t-elle valable lorsque n =12
Le systeme utilisé est ((Y, = k))keYn (@ (un tel systeme est TOUJOURS un SCE) ; comme n > 2 on
obtientici:

(Yr=0),(Yn=1),(Y,=2)

Les probas totales s’écrivent :
Upni1 =PYpt1=1) =Pry,=0) Y41 = DP(Y, = 0)+P(y,=1) Y1 = DP(Y, = D+Pry,=2) Y1 = DP(Y, =2)

Si (Y, = 0) (plus de boules rouges apres n expériences) ; il ne peut pas y en avoir une au tour n+1!

Donc Py, =0)(Yn+1=1) =0.

P,=1)(Yn+1 =1) estla proba, sachant qu’il n’y a plus qu'une boule rouge dans l'urne, d’en tirer une
2

bleue : donc = —.

P(y,=2)(Yn+1 = 1) estla proba, sachant qu’il y a deux boules rouges dans I'urne, d’en tirer une rouge :

donc = —.

Ainsi

2 2
Up+1 = §P(Yn =1)+ §P(Yn =2)

2 2 (1)”
=—Upt=-X%X|=
37" 3713
2 2
3t g

. L. 2 2 2 L. . .
Pour n =1, larelation s’écrit : uy = 3 u + 3 etavec u; = up = 3 on vérifie que la relation est vraie.

2
(c) On pose pour tout entier naturel 7 non nul v,, = u,, + TR
Montrer que la suite (v,,) ,en+ est géométrique.

n
En déduire que pour tout entier naturel non nul n, u, =2 (g) - 3% .
On calcule simplement :
2 2 2
Vn=l, vn+1=un+1+ﬁzgun W-’-W
2 4
=gt g
2 2
=3\t
2
= 5 Un



2
de sorte que (v;) est bien géométrique, de raison 3

. n-1 2 4
Onaalors:VneN*, v, == vietavecvi=uj+—-—=—-:
3 3 3
2n+1 2\"
vneN*, v, = :2(—)
3" 3

i 2 2\" 2
etenfinVneN*, u,=v,——=2|=-| ——.
3n 3 3n
(d) Déduire des résultats précédents P(Y,, = 0) pour tout entier naturel non nul n.
Sin=1, (Y] =0) estimpossible (question 2) et donc P(Y; =0) = 0.
Pour n=2onaY,(Q ={0,1,2}, etdonc:

n
P(Y,,:O)=1—P(Yn=1)—P(Yn=2)=1—u,,—(1)

3
P(Y —0)—1—2(%)n+3—(1)n
neET 3 37 |3

6. Calculer I'espérance de Y,.
Y, prend un nombre fini de valeurs donc son espérance existe, et :

4
e Sin=1,dapreslaloivue en question 2, E(Y;) =1 xP(Y;) +2xP(Y; =2) = 3

e Pourn=2:

E(Yn)=0><P(Yn=0)+1xP(Yn=1)+2xP(Yn=2)=2(§) ——+2x(—)

[y

7. Onnote Z lavariable aléatoire égale au numéro de I'épreuve lors de laquelle est tirée la derniére boule
rouge.

(a) Donner Z(Q2).
On peut ne tirer que des rouges tant que I'urne en contient, auquel cas Z = 2 ; mais on peut aussi
tirer arbitrairement longtemps des boules bleues car il y a remise. Z peut donc prendre n'importe
quelle valeur entiere supérieure a 2 :

Z(w) = [2, +oo[=N\ {0, 1}

(NB:ily aune subtilité ici mais les outils qui permettent de la résoudre sont devenus hors-programme :
peut-on tirer indéfiniment des boules bleues, auquel cas I'expérience ne termine jamais et Z n’est
pas défini ? On peut en fait montrer que cet événement est de probabilité nulle, et donc considérer
que Z est « presque stirement» ! défini.)

(b) Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Exprimer 'événement (Z = k) en fonction des variables Y;
et Yk—l'
On a (Z = k) ssi on tire la derniere rouge a la k-iéme expérience ; ce qui renvient a dire qu’il y a une
rouge dans I'urne al'issue de la (k — 1)-éme expérience et 0 a l'issue de la k-iéme.
Ainsi
Z=k)= -1=1)NnYr=0)
(c) EndéduirelaloideZ.
On déduit directement :

Vk=2,PZ=k =P((Ye-1 =DN(Yk=0))=P(Yi_1 =1) x Py, ,-1)(Yx =0)
1

:u_l)(—
k=173

L))

2k_2

PZ=k) = 3

10n appelle événement « presque sir » un événement de probabilité 1.



Exercice : vérifier que Z PZ=k)=1!
keZ(Q)

(d) Justifier I'existence, puis calculer E(Z).
On s’intéresse a la convergence (absolue, mais les termes sont positifs !) de la série de terme général
kP(Z = k).
Or:

3k 3 3
et on reconnait une combinaison linéaires de séries géométriques dérivées, de raisons respectives
2/3 et1/3, éléments de]—1,1[. Il y a bien convergence.
Pour le calcul (d’apres ce qui est dit on peut découper la somme) :

k_ k k
kP(Z=k):k><2 2:k(z) —zk(l)

2k

-2
3k

+oo
E@Z) =) kx
k=2

2 +00 2 k-1 1 +00 1 k-1
:-Zk(—) —ZX—Zk(—)
3= \3 3= \3
o=z 1) 5 (a1
= ——-1|-Z—— -1
31 (1-2/3)2 31(1-1/3)2
(attention a retrancher les termes k = 1 absents dans le calcul !)

(e) Programmer une fonction Python Z() qui renvoie un tirage de la variable aléatoire Z.
Le squelette est essentiellement celui de la fonction précédente : on fait évoluer le nombre de boules
rouges selon le protocole donné par 'énoncé. Cette fois on ne boucle pas un nombre prédéfini de
fois, mais on continue tant qu’il y a des rouges : boucle while! Et on renvoie le nombre d’expériences
effectuées, qu'il est donc nécessaire de compter.

def Z():
r = 2 # nb de rouges ds 1’urne
n = 0 # nb d’expériences
while r > 0 : # tant qu’il y a des rouges
if rd.random() < r/3 : # si on tire une rouge
r = r-1 # on la retire et on met une bleue a la place
n = n+l # compteur d’expériences
return n

(f) Onsuppose que la fonction précédente a été correctement codée ; on entre alors la commande

print (np.mean([Z() for k in range(10000)]1))

Que peut-on s’attendre a obtenir en sortie ?

Icilaliste définie parla commande [Z() for k in range(10000)] contientles résultats de 10000
appels successifs de la fonction Z ; donc 10000 tirages de la variable Z.

On effectue la moyenne de ces résultats : ceci devrait’> donner une valeur approchée de I'espérance
de Z, qui vaut —.

Effectivement, si on entre tout ¢ca dans un ordinateur, des appels successifs a cette commende af-
fichent des sorties (aléatoires !) comme 4 .5347, 4.4694, etc.

20nna pas encore justifié cette propriété cette année : les cubes se feront un plaisir de vous renseigner :)



