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Exercice 1

1. On définit la fonction f par:

(a)

(b)

(©

(d)

f(x)=(1+g)ln(l+x)—x

Quel est 'ensemble de définition de f ? Montrer que f est de classe €°° sur cet ensemble de
définition, que I'on notera 7.

Lexpression donnant f(x) est définie desque 1 +x>0; d ou @f =]—-1,+o0l.

Sur cet intervalle, f est €>° comme composée de fonctions €*°.

Calculer f’(x) ; montrer: VY x € 2y, f"(x) = ﬁ
Déterminer le signe de ', les variations de f et le signe de f sur 2;.

En dérivant un produit pour le premier terme :

po 1 xy 1 1

VxE@f,f(x)—Eln(1+x)+(1+§)m—l—Eln(1+x)+2(l+x)—
puis

1 _ 1+x 1 _ X
20+x) 20+x2 2(01+x2 2(0+x2 2(1+x)?

Vxey, f'(x) =

On en déduit les tableaux de variation et de signe suivants :

x -1 0 +o0
fll(x) _ ¢ +
f/(x) \ /
0
f'(x) +

fx)
/

f(x) - 0+

X
Montrer: VxR, f"(x) < >

1
< —;eten

X
1" — J—
Onaf (x)_2( 2(1+x)2% 2

1+x)2
X
multipliant par x = 0 on trouve bien f”(x) < >

sur @¢. Pour x>0, 1+x =1 donc (1+x)* > 1, donc

3
En déduire: YxeR*,0< f(x) < ch—z
D’apres le tableau de signes de f: Vx € R*, f(x)=0.

t
D’autre part : si x est positif, on a, pour tout ¢ € [0, x], "' (#) < 3 ; on peut donc intégrer cette inégalité

X xt
ff”(t)dtsf —dr
0 0o 2
21"
7,

2
/ x
)= 2

sur [0, x] et obtenir :

F-f0)<




2
t
On intégre a nouveau I'inégalité f'(f) < n sur [0, x] :

X x t2
f f’(t)dtsf —dt
0 o 4

31X
f(x)—f(O)S[E ,

3
X
f(x)sﬁ

2. On définit dans cette question la suite (1), par:

(a)

(b)

(©

nle”
VneN, un:ln( )

n"\/n
En calculant soigneusement u,, — 1,1, démontrer que :

1
VneN*, u, — upi :nf(—)
n

Ona

n!e”) ln( (n+1)le™! I nle (n+1)"1Vn+1
n*vn n+1)"lyn+1)  \ntyno (n+1Dlent!

On ne panique pas et on essaie de réorganiser ce gros quotient pour faire apparaitre des simplifica-

Up — Un+1 :ln(

tions :
ne(n+ 1" n+1 n! e’ In+1 (1) (n+1)”
= X X X (n X|—-
n"/n(n+1)! e+l (n+1)! ent! n n
1 1 1 1\"
= Xx=x1/1+—xn+1)x|1+—
(n+1) e n n
1 n+1/2
:—X(l+—
e n
d’ou
1 1 n+1/2 1 1
Up—Ups1 =In| — x 1+—) :—1+(n+—)1n(1+—
e n 2 n
) 1 1 1) 1 1 1 . ) R
Par ailleurs, nf|—|=n||1+ —|In{1+—|[-—]|=|n+-|In|1+ — | —1: on obtient bien la méme
n 2n n n 2 n

expression.

En déduire que la série }_ (1, — u,+1) est convergente.
Cette série est donc aussila série }_n f (%) C’est une série a termes positifs car f est positive sur R, ;

X 1
de plus on sait que pour tout x = 0, f(x) < ' ; d’ol1 en appliquant en x = — (qui est bien positif)
n

puis en multipliant par n >0:
1 1

nfl—|<—=
f ( n ) 12n2
Le terme général de la série qui nous occupe est donc majoré par le terme général d'une série de
Riemann convergente (a = 2 > 1) donc par comparaison de SATP, } (i, — u;+1) converge.

Quelle est la nature de la suite (i) ?

Classiquement, une suite a méme comportement que sa série téléscopique associée, donc on vient
de voir la convergence.

Si on veut le redémontrer : pour tout n € N*, un téléscopage donne

n-1
up—up= ) (Ug— Ugs1)
k=0
Le terme de droite admet une limite finie pour n — +oo car ce sont les sommes partielles d’'une
série convergente ; donc celui de gauche aussi, et (¢,) admet bien une limite finie.



(d) En déduire qu'il existe une constante C > 0 (qu'on ne cherchera pas a calculer) telle que :

n

n
n ~ C—vn

n—+oo e

Notons donc a = nliI-P Uy. On a donc par passage a I'exponentielle :
—+00

nle"
lim =
n—+oo pn \/ﬁ

On note alors C = e? > 0 ; on peut reformuler cette derniére limite avec I’équivalent :

nle"
- ~ C
n" \/ﬁ n—+0oo

n

et apres multiplication par (opération légitime sur les équivalents) on arrive bien a

ol n"\/n

n—+oo e

Exercice 2

On admet le Théoréme de Cesaro :

Soit () =1 une suite convergeant vers e R;onaalors: lim — Z U =
n—+oon

Dans toute la suite, on considére une suite (x,),en+ de réels positifs telle que la série de terme général x;,
converge. Pour tout entier naturel 7 non nul, on note :

n n

& 1
Sn:Zxky Tn:_zsk, Yn= Z

=1 n+1;= n(n+1 -

n 1 n
1. (a) Montrerque:VneN*, ) yp=——> (n+1-i)x;.
k=1 n+li5
Indication : on pourra utiliser une formule permettant d’intervertir une somme double.

Pour n € N*, on écrit :

sz

n+1

Z(n+1—l)x,

n
En déduire ensuite que, pour tout 7 deN*,ona: T, = Z Ve
k=1
Par ailleurs :



VneN*, T,=

n+l:5  \isi
1 n
=——) xi(n+1-1)
n+1i3

et on obtient bien la méme expression ; ce qui montre que
n
YneN*, T,=) y
k=1

(b) En utilisant le résultat admis au début de ce probleme, établir que la série de terme général y,

+00 +0o

convergeetque: ) y,= Y Xp.
n=1 n=1
+00 oo
Par définition d'une série convergente : nliIPooS n= Z X, ; on obtient alors d’apres Cesaro : nliI-PooTn = Z Xp.
n=1 n=1

Or les T}, sont les sommes partielles de la série }_ yi ; ce qui montre que :

+00 +00
La série )_ yj converge, et Yy, = Y Xp
n=1 n=1

n n
2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel 7 nonnul: z, = ( H xk) .
k=1
On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie :

+00 +00
Y zp<e) xn.
n=1 n=1

(a) On admet que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier naturel n
nonnul,ona:

12 12
Y(ai, as,...,a,) 1", — Zf(ak)gf - Zak
s n i

Montrer que In est concave sur R’. En déduire que :

3=

M=

ay

n

1

vneN* VY(ay, az,...,a,) € ®R)", (]‘[ ak) <
k=1

k=1

1
Vx>0, In"(x) = -— <0, donc In est concave sur ]0,+oco[. On peut alors appliquer I'inégalité de
X

concavité aux réels ay. en supposant que ceux-ci sont>0 :

1 i (1 i
— ) In(ap)<In|— ) ag
] n

o] oo

et par croissance de la fonction exponentielle :

En utilisant les propriétés du In :

n 1/n 1
(,}i[l ak) < ; Z aj

k=1



n n

Si maintenant I'un des a; est nul, l_[ ap=0et Z ar = 0, et 'inégalité reste vraie.
k=1 k=1

On a donc bien :

n 1/n 1o
YneN* Y(ay,...,a,) €R?, (H ak) <—) ag
k=1 n =1
n 1/n
(b) Justifier que, pour tout entier naturel n nonnul,ona: z, = (n!)ll T (1!_[1 kxk) .
En déduire que: z, < (Z');”ln Yne

Pour tout e N*,ona:

1
(GO Vst k=1 o=

1
1 n 1/n
k=1

(m)l/n

1 n 1/n 1 n 1/n n 1/n
(i) -gmlfis] (fi]

n 1/n
= l_[ xk = Zn
k=1

On applique alors I'inégalité de la question 2a aux réels (positifs) ay = kxy :

1 ( n )l/n
Zn= ——— | TT kxx
(n!)l/n =1

n
1 1kak

g —_——

(m)l/n niz
s _—

pySSUT nn+1)y,

. +1
Zn s Wﬁ
(c) Montrer que, pour tout réel x positif,ona: In(1 + x) < x.
Question classique en étudiant la fonction x — In(1 + x) — x.

1 n
(d) Endéduire que: VneN*, (1 + —) <e.
n

1 1 1 1
En appliquant la question précédentea x = — =0: In|1+ —) < —; dol nln(l + —) <1 ce qui
n n n n

1 n
s’écrit encore In ((1 + —) ) < 1; et enfin en passant a I’exponentielle (fonction croissante) :
n

111
1+—) <e'=e

n
(e) Calculer Z k(ln(lc +1)— ln(k)) (on fera apparaitre une somme téléscopique)

k=1
SoitneN*;ona:

n
Y k(In(k+1) -1In(k)) =

n

Y (k+DIn(k+1) - kIn(k) —In(k + 1)
k=1
n

k
n
=Y ((k+DIn(k+1)—kIn(k))- ) In(k+1)
k k=1

=1

—

s

~

téléscopique

=(n+1)In(n+1)-In(1) —1n(H (k+ 1))
k=1

Y k(n(k+1) -In(k)) = (n+1)In(n+1)-In((n+1)!)
k=1



. . ( n+ 1) n n k
(f) En déduire que, pour tout entier naturel » non nul,on a: ]_[ .

+00 +00
Montrer enfin que la série de terme général z,, convergeetque: ) z,<e ) X.
n=1 n=1

On prend le In du terme de droite :

In U(1+E) =3 kin “E)
k+1

= In| ——

ein[ X )

k(In(k+1) —1In(k))

+1)In(n+1)-In((n+1)!) dapresle calcul précédent
(n + 1)n+1 )
(n+1)!

n k n
(H (1 +— ) ) = n((n ;'1) ) (un (n+ 1) se simplifie)

d’otuien passantal’exp :

n 1)k (n+1)"
1+=| =
1[5

n!

1
¥n ; et avec le calcul précédent :

n
(n!)lln
k 1/n

(n+ 1)" ( ﬁ ( 1
Finalement: VneN*, 0<z, <eyy.

La série }_ y, converge (question 1b), donc par comparaison de séries a termes positifs, 1a série }_ z,
converge également. et en sommant :

+00 +00 +00
Y zp<e) yn=e). x
n=1 n=1 n=1

Onavuque:VneN* 0<z, <

1/n
e) = (e")l/n =e

=

(la derniere égalité vient aussi de 1b).

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élémentde [1, 7 —1],

ona: .y
1 k n 1 k+1
—ln(—) sf In(x)dx < —ln(L)
n n kin n n

Ce sont des calculs type comparaison série-intégrale. Soient n=2 et k € [1,n—1] ; la fonction In est

k k+1
R ln(—) <In(x) < ln(L)
n n

(les bornes sont dans le bon sens) :

. k k+1
croissante sur | —, —— |, d
n o n

[k k+1
Vxe

+1

On integre cet encadrement sur

1 (k+D)/n 1 1
—ln(k) sf In(x)dx < —ln(kL)
k n

In n

1
(b) Calculer I'intégrale f Inxdx et en déduire que :

1/n
n
Z ( ) 1+lnn‘

n n

vneN\{0,1}, -1+



(©

On se souvient que x — xIn(x) — x est une primitive de In sur R} ; donc

n n

1 1 1 1 1 1
/ In(x)dx = [xln(x)—x]},nz——1——ln(—)_ 4
1/n n n n

On a vu (partie gauche de 'encadrement de la question précédente) :
1 k (k+1)/n
Vke[l,n-1], —ln(—)s[ In(x)dx
n n kin
En sommant cette inégalité pour k allant de 1 & n—1 on obtient (avec une relation de Chasles) :

n-1 1
lZln( )<f ln(x)dx=—1+l+ln(n)
1/n n

n

Enfin on peut rajouter le terme k = n (qui donne In(n/n) = 0) dans la somme de gauche et on obtient

bien : X |
—Zln( )<f ln(x)dx=—1+l+ n()
1/n n n

ce qui donne I'inégalité de droite.

On somme ensuite la partie droite de 'encadrement pour k=1...n—1:

n-1 p(k+1)/n k+1
Zf ln(x)dx<—Zln( )
k=1k

-

1 n
ln(x) dx< — Z ln(
1/n n -

iln(

1 ln(n) 1
1+ =
n n n

k
n
k
n

:I»—'

ol

—+ln(n)/n

l—1<—Zln(k)

n =1

ce qui fournit 'inégalité de gauche.

Déterminer lim ( Z ln( )),puis établir que: (n)'/" ~ n

n—+oo| n =1 n—+oo e
Lencadrement de la question précédente et un théoreme des gendarmes donnent directement
In(n) . .
(avec — 0 par croissances comparées) :

lim — Zln

Jdim o n( )=

1 & (k) 1 (2 k) 1 (n) ()"
;gln(;)—zln(kli[l;)—Zln(ﬁ)—ln( n )

((n!)lln

Or:

On adonc nhm In ) =—1, d’ou en passant a I’exponentielle :

+00

(n!)l/l’l 1
lim =e =-
n—+oo n e

d’ou
(n!) 1/n ~ _



